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1. Bevezetés

A matematikai analizis vizsgdlatainak kozéppontjaban a fiiggvény all. A figgvény
fogalma megsziiletésétol kezdve egyre boviilt, az egymashoz rendelt mennyiségek
helyére egymashoz rendelt matematikai objektumok léptek. Alkalmazhatosaguk
szempontjabol mégis azok a fliiggvények maradnak el6térben, amelyek valds érté-
keket rendelnek egyméshoz. Altaldban ilyenekkel taldlkozunk més természettudo-
manyok diszciplindiban, a kézgazdasagtanban, stb, és alap- és kézépfoku tanulma-
nyainkban is. Ezért elengedhetetlen egy kiilon tananyagot szentelni nekik.

A val6s fiiggvények értelmezésének legfontosabb moédja a képlettel (formuldval)
val6 megadas, hiszen olyan miiveletek allnak rendelkezésiinkre, amikkel a mér el6-
zOleg definialt fliggvények is Osszekapcsolhaték. De nem minden szamunkra fontos
fliggvény adhaté meg a fliggvény valtozdjaval végzett véges szamui alapmiivelet-
tel. Ilyen példaul a négyzetgyok fiiggvény, amelyet Ggy értelmeziink, hogy az a
fliggvény, amely minden nem negativ szamhoz azt a nem negativ szamot rendeli,
amelynek négyzete az adott szdm. A valds szamokrol sz6lé tananyagunkban azt
tanultuk, hogy egy ilyen szam létezik, de nincs olyan képlet, amely ezt a szamot el6-
allitja az alapmiiveletek segitségével. Természetesen a négyzetgyok fliggvényt agy
is értelmezhetjiik mint a négyzetfiggvény inverze a nem negativ szamok halma-
zan. Ezért fontos megismerni a valds fliggvények kiilonboz6 megaddsanak médjait,
amely a 2. Rész célja.

A gyakorlatban nagyon gyakran a valds fliggvényeket képletekkel adjuk meg, ame-
lyekben az alapmiiveletekkel és az Gsszetett fliggvényképzéssel olyan fliggvényeket
kapcsolunk 6ssze, amelyeket részletesen ismeriink, hiszen nagy jelent6séggel birnak
szamunkra. Ezek az Gn. elemi fliggvények, és ilyenek a kozépiskolai tanulméanyok-
ban mar szerepld elsé- és masodfokd, hatvany- és gyok-, exponencidlis, logaritmus,
és a trigonometrikus fliggvények, valamint ezek inverzei. Tananyagunk egyik f6
célja ezen fliggvények preciz értelmezése és tulajdonsagainak vizsgalata teljes ma-
tematikai szigorral. Ezzel a 4. Részben foglalkozunk.

Emiatt azonban ismerni kell azokat a tulajdonsigokat, amivel a valds fliggvényeket
tudjuk jellemezni. Ezek kozott a fiiggvény zérushelyeit, monotonitasat, konvexi-
tasat, periodicitasat és paritasat talaljuk. Ezért mar a 3. Részben foglalkozunk
ezzel a témaval. Ott megadjuk az egyes fliggvénytulajdonsagok preciz fogalméat és
olyan allitasokat bizonyitunk, amelyekkel konnyebben tudjuk a kévetkezo részben
vizsgalt elemi fiiggvények tulajdonsigait igazolni. Itt szamos megoldott feladat-
tal segitjiik el6 a téma minél jobb megértését. Ez a rész azért is nagyon fontos,
mert a késObbi tanulmanyunkban foglalkozni fogunk teljes fuggvényvizsgalattal,
és érdemes pontosan ismerni a vizsgilatot képzo fliggvénytulajdonsdgokat.

A fuggvénytulajdonsagok szorosan kapcsoldodnak a fiiggvényabrazoldshoz. Egy-
részt a fliggvény grafikonjabol leolvashatjuk legfontosabb tulajdonsagait, masrészt
a tulajdonsagok pontos ismeretével el tudjuk késziteni a fiiggvény vazlatos dbrajat.
A fiiggvények grafikonja egy nagyon fontos szemléltethetd eszkoz, de elkészitéséhez
sokszor differencidlszamitas sziikséges, ami a matematikai analizis komoly eszkoze,
ezért kés6ébbi tanulményainkban szerepel. Azonban vannak olyan esetek, amikor
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a fiiggvény grafikonja egyszeriibb médon adhaté meg. Ilyen amikor ismert fiigg-
vények grafikonjanak daraboldsa vagy elemi transzformaciok segitségével kapjuk
meg a keresett fliggvény grafikonjat, pl. ilyen a kozépiskolai tanulmanyokban sze-
replé fiiggvénytranszformacié. Erdemes ezeket az egyszer(i fogasokat megtanulni,
amelyekrdl az 5. Részben tanulhatunk.

A tananyag utolsé két részében egyenlGtlenségekrél lesz sz6. A 6. Részben a ma-
tematikai analizis bizonyitdsaiban tobbszor alkalmazott szamtani, mértani, har-
monikus és négyzetes kozepek ko6zotti egyenlStlenségekrol, valamint a Cauchy-—
Bunyakovszkij—Schwarz-féle és a Bernoulli-féle egyenl6tlenségrdl tanulunk. Végiil
a 7. Részben alkalmazzuk az eddig tanultakat egyenlétlenségek megoldasara a valds
szamok halmazan és megoldasi fogasokat mutatunk be konkrét példakon keresztiil.

A tananyag feldolgozdsanak mddszere a mar kidolgozott

1. Halmazok, relaciok, fiiggvények [7]

2. Val6s szamok [§]

cimii tananyaghoz hasonld, azaz a matematikaban szokédsos négyes tagozddasbol
all: definicié, tétel, bizonyitds, alkalmazas (feladatok). A jobb megértést el6segi-
ti, hogy a definicidkat egyszerii példakkal szemléltetjiik. A definidlt fogalmakra
tételeket mondunk ki és precizen bizonyitjuk ezeket. A tananyag teljes elsajati-
tasahoz tobb mintafeladatot oldunk meg, néhanyukat dbraval is illusztralunk. Az
utolsé részben feladatokat tliziink ki megoldas nélkiil, melyek a lehetséges gyakor-
lati foglalkozasok anyagat képezhetik. Megoldasuk el6tt javasoljuk a tananyagban
megoldott feladatok tanulméanyozasat és megértését.

A fejezetben N, Z és R szimbdélumokkal jeloljik a természetes, egész és valds
szamok halmazat. Ha kiilon nem jeloljik, akkor az el6fordulé betiik (latin, gorog)
mindig valés szamokat jelentenek.


http://bit.ly/toledo-halmazok
http://bit.ly/toledo-tananyag-valos_szamok

2. Valés fiiggvények megadasa

A fliggvény altaldanos fogalmat a ,,Halmazok, relaciok, fiiggvények” cimii tananyag-
ban vezettiikk be. Ebben a tananyagban csak olyan fiiggvényekkel foglalkozunk,
amelyek valds értékekhez szintén valés értékeket rendelnek.

1. Definicié. Azokat a fligguényeket, amelyeknek értelmezési tartomdnya
és értékkészlete valds szdmokbdl dll, valds! fiiggvényeknek nevezziik.

fValsjaban itt a valds-valds fiiggvény elnevezés pontosabb lenne, de a révidség kedvéért
csak a valds fiiggvény elnevezést hasznaljuk.

A fliggvényekhez tartozé altalanos jelolésekrdl és azok megaddsi modjardl szintén a
,2Halmazok, relacidk, fliggvények” cimili tananyagban tanultunk. Ebben a részben
tobb olyan, a fliggvényekhez kapcsolddd elnevezés szerepel, amelynek fogalmat az
elobb emlitett tananyagban lehet megtekinteni.

A valés fuggvények sajatossaga, hogy hozzarendelési szabalya gyakran képlettel
adhato meg. Példaul az

f:R—=R, flz)=2*-1

megadassal f azt a masodfoku fiiggvényt jeloli, amely minden valés szamhoz hoz-
zarendeli a szam négyzete minusz egyet. Ha a ¢ fliggvényt ugyanazzal a hozzé-
rendelési szabdllyal, de csak a pozitiv szdmokra szeretnénk értelmezni, akkor a
fliggvényt a

g:1]0,00[— R, glz) =2 -1

alakban adhatjuk meg, illetve ezt a
g(z) =2? -1 (x >0)

modon is rovidithetjiik.

Vegyiik észre, hogy a fliggvény megadasaban nem sziikséges szerepeltetni a pontos
értékkészletét. Nem is lenne ez egyszerii feladat, hiszen a fuiggvények értékkészlete
gyakran csak teljes fliggvényvizsgalat utan allapithaté meg. Ezzel szemben a meg-
adasbdl ki kell deriilni a fiiggvény értelmezési tartomanyanak, hiszen két fliggvényt
csak akkor tekinthetiink egyenlének, ha azonos értékekhez ugyanazt az értékeket
rendelik. Példaul az el6bb értelmezett f és g fiiggvény nem egyenld, mert értel-
mezési tartomanyuk nem egyezik meg. Ha mégsem szerepeltetjiik az értelmezési
tartomanyt, akkor azt a legb&vebb valés szdmokbdl 4ll6 halmazt kell tekinteni,
ahol a hozzarendelési szabaly értelmezheto.

Az el6z6ek értelmében 1j figgvényt kapunk, ha egy megadott fiiggvény leszii-
kitését vessziik, azaz azonos hozzarendelési szabaly mellett szlikebb értelmezési
tartomanyon értelmezzik az Gj fiiggvényt. Példaul az el6bb értelmezett g fliggvény
az f fliggvény lesziikitése a pozitiv szamok halmazara.


http://bit.ly/toledo-halmazok
http://bit.ly/toledo-halmazok
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Nem minden fiiggvény hozzarendelési szabalya fejezhetd ki alapmiiveletekkel csak
az x valtozd felhasznélasiaval. Erre j6 példa a gyokfiiggvény megadédsa. A [ Valos
szamok” cim{l tananyagban igazoltuk, hogy minden x nem negativ szamhoz egyet-
len olyan nem negativ szamot talalunk, amelynek négyzete x-szel egyenld. Ezt
hivjuk a szam négyzetgydkének, amirdl igazolhatd, hogy altalaban nem fejezhetd
ki alapmiiveletekkel. Ahhoz, hogy a tovabbiakban egyszeriien tudunk hivatkozni
a négyzetgyokre a y/ jelet fogjuk hasznélni, és vele mér megadhaté az

frl0,00[=R,  f(z)=Vz

gyOkfiiggvény. Hasonld a helyzet a korabbi tanulmanyainkbdl ismert szinusz fligg-
vénnyel. Hozzarendelési szabalyat koordinatageometriai eszkozokkel adjuk meg,
ami nem fejezhetd ki alapmiiveletekkel. A szinusz fliggvényt méas trigonometrikus,
exponencidlis és logaritmus fiiggvényhez hasonléan néhany betiis fliggvénynévvel
fogjuk jelolni. Jelen esetben a sin fliggvénynevet hasznaljuk. A 4. részben megad-
juk a kozépiskolaban tanult fliggvények pontos fogalmat és igazoljuk legfontosabb
tulajdonsagait.

Megadott fliggvényekbdl az alapmiiveletekkel tovabbi fiiggvényeket tudunk értel-
mezni a kovetkezd modon.

~
2. Definicié. Legyen f,g két valds fiigguény és ¢ € R. Ekkor

o [ c-szerese a (cf)(x) :==cf(x), x € Dy figgvény,

o [ és g Osszege az (f+g)(x) := f(x) +g(x), x € Dy N Dy fiigguény,

[ €és g kiilonbsége az (f—g)(x) := f(x)—g(x), x € DfNDy fiigguény,
o [ és g szorzata az (fg)(x) := f(x)g(x), * € Dy N Dy fiiggvény,

[ és g hdnyadosa az (f/g9)(x) := f(x)/9(z),
x € DyNDy\{x € Dy: glx) =0} fiigguény.

W,

Vegyiik észre, hogy a fenti definicidban megadott miiveletekkel értelmezett fliggvé-
nyek értelmezési tartomédnya egyértelmiien meghatarozott, azaz az 0j fliggvényt ott
értelmezziik, ahol f és g is egyszerre értelmezhetd, valamint hdnyados esetén van
még egy feltétel, nevezetesen ahol a ¢ fiiggvény értéke nem nulla, hiszen nulldval
nem tudunk osztani. Példaul az

frR—=R, f(x)=sinz és g:[0,0[—= R, g(z)=+x

fliggvények héanyadosa

sin x

(f/9):10,00[= R, (f/9)(x) = N

Egy masik méd, amivel megadott fliggvényekbdl tovabbi fliggvények értelmezhetck
a ,Halmazok, relacidk, fliggvények” cimii tananyagban tanult fliggvények inverze
és Osszetett fliggvények megadasa.



http://bit.ly/toledo-tananyag-valos_szamok
http://bit.ly/toledo-tananyag-valos_szamok
http://bit.ly/toledo-halmazok
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A valds szamok sajatos tulajdonsiga, hogy egy szamegyenesen elhelyezhetdk, és
ennek koszonhetéen a valds fliggvények egy koordinatasikon abrazolhatok, szem-
léltethetok. Ehhez a

Gy :={(z, f(z)) € R*: 2 € Dy}

halmaz elemeit, pontjait fogjuk a koordinatasikon elhelyezni, melyet tigy neveziink,
hogy a fliggvény grafikonja. Konnyen igazolhatd, hogy két fliiggvény grafikonja
akkor és csak akkor egyenld, ha a két fliggvény is egyenld.

Gyakran elofordul, hogy a grafikon pontjai egy gérbe vonalban dllnak 6ssze, mely-
nek egyedi elnevezése lehet, vagy tobb ilyen gorbe Osszetett alakzataként jelennek
meg. A fliggvény grafikonjat sokszor a fliggvény abrija-, gorbéje- vagy képeként
is emlitik, akkor is, ha a grafikon néhany pontbdl all. A fiiggvényabrazolas a fiigg-
vény grafikonjanak egy vazlatos illusztraciéja a koordinatasikon, amely a fiiggvény
tulajdonsagainak szemléltetésére szolgal.

1. Feladat. Abrdzoljuk a kivetkezd figgvényeket!

a) f: R—=R, f(z

(z) = |xl,
b) f: R—=R, f(x) =signz,
¢) f: R =R, f(z) =[z], ahol [x] az x szdm egészrésze,

(z)

d) f: R—=R, f(x) ={z}, ahol {z} az x szam tortrésze.

Megolddas:
a) Abszolit érték fuggvény y
x hax >0,
|z| =
—x hax<0.
1 4
| x
—1 1
b) Szignum fiiggvény y
1 hazx >0, .
signz = 0 haz=0,
—1 haz<0. x
0
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c) Egészrész fiiggvény: a leg-

nagyobb egész szdm, amely Y
kisebb vagy egyenld, mint 91 —
x, azaz
1 L ——)
[x] :=sup{z € Z: z < z}.
: : : i x
-3 -2 -1 0 1 2
L
O -2 4
O—) _3 i

d) Tortrész fiiggvény

y
o //W//
1 o] 1 2 3"

-3 -2 _

A grafikonok gyakran folytonos' gérbedarabokbdl allnak. Ez lathaté az elz fel-
adatban abrazolt fliggvények grafikonjaiban, amelyek egyenes szakaszokbdl dllnak.
A koordinatatengelyekre olyan szidmadatokat tiintetiink fel, amelyek megadjak a
grafikon jellegzetességeihez kapcsolodd értékeket. Az abran nem kotelezd a két
tengelyt azonos mértékarannyal szerepeltetni.

Természetesen vannak nem goérbedarabokbdl all6 grafikonok is, példaul az

0 hazeQ,

f: R —10,1], f(x):{l ha ¢ Q.

un. Dirichlet-féle fiiggvény grafikonja.

A figgvény grafikonja egy fontos szemléltetd eszkoz, ezért érdemes a valds fiigg-
vényekkel kapcsolatos fogalmakat és tulajdonsagokat a grafikonon illusztralni, ha
ez lehetséges. Példaul akkor van egy fliggvénynek inverze, ha grafikonja legfeljebb
egyszer talalkozik egy, az = tengellyel parhuzamos tetszéleges egyenessel. FEkkor
ugy kapjuk meg az f fiiggvény grafikonjabdl az inverz fliggvényének grafikonjat,
hogy tikrozziik az f grafikonjat az y = x egyenesre.

tA folytonossigot csak az analizis kovetkezd szemeszterében tanuljuk. Ebben a részben még
a folytonossag intuitiv fogalmét alkalmazzuk, azaz a ,toll” felemelése nélkiil rajzolhat6é gérbeda-
rabot nevezziik folytonosnak.



2. Valos fiiggvények megadasa 10

Ha van egy ,,atlatszé” papirunk, akkor nincs sziikség tiikrozésre. Az f rajzo-
lasa utan rogton megnézhetjiik inverzét grafikonjat, ha el6szor elforgatjuk a
papirt 90 fokkal az éra jarasaval megegyezd iranyban, és utana fiiggélegesen
megforgatjuk a papirt. Az az dbra, ami a papiron at lathatd, az f figgvény
inverzének grafikonja.

Végiil a fiiggvények megadasinak egy olyan médjardl ejtsiink néhany szot, ami-
kor a fiiggvény értelmezési tartoméanya kiillonb6z6 esetekre van bontva, és ezekben
mas-mas hozzarendelési szabaly szerepel. Ezt jél példazza az 1. Feladatban ab-
razolt abszolut érték fliiggvény és elbjelfiiggvény. Az ilyen fliggvények abrazolasa
uagy torténik, hogy elOszor dbrazoljuk az egyes esetekben szereplé hozzarendelési
szabalyokhoz tartozé fiiggvényeket és az egyes grafikonokbdl ,kivagjuk” az adott
esetnek megfelel6 részét. Ezutan minden gérbedarabot ,egymas mellé” illesztiink.
Ezt jol illusztrilja a kovetkez6 dbra, ahol két |ismert” fliggvénybdl egy masikat
csindlunk a fent leirt médszerrel.

fi(z) haa<axz<b, /2 i
fz) = _y
fa(x) egyébként.

N

Err6l néhany példat a 15. Feladatban taldlunk.



3. Valés fiiggvények tulajdonsagai
Ebben a részben a fiiggvények legfontosabb tulajdonsagaival foglalkozunk.

Pozitiv fiiggvények

3. Definicié. Ha f egy valds figgvény és A C Dy gy, hogy f(x) > 0
minden x € A esetén, akkor azt mondjuk, hogy f pozitiv az A halmazon.
A = Dy esetén csak annyit mondunk, hogy f pozitiv.

Hasonléan értelmezhetjiilk a nem negativ, negativ és nem pozitiv fliiggvény fogal-
mat a megfelel6 relacidjel megvéltoztatdsaval. Pozitiv figgvények grafikonja az x
tengely folott, negativ fiiggvények grafikonja az x tengely alatt van. A fliggvény
abrazolasat megkonnyiti, ha tudjuk, hogy egy adott intervallumon a fiiggvény po-
zitiv vagy negativ.

Minden valos fiiggvényt fel tudunk irni két nem negativ fliggvény kiillonbségeként.
Valéban, ha az f fliggvény pozitiv részét az

FH(z) = {(J;(x) Ea f(x) >0,
a f(x) <0,
és negativ részét az
— .. J=f@) ha f(z) <0,
F(w) = {0 ha f(x) > 0,

moédon értelmezziik, akkor latjuk, hogy a fenti két fiiggvény nem negativ, amire
érvényes a kovetkezo allitas.

1. Tétel. Legyen f egy valds fiigguény. Ekkor

f@)=fT@)—-f (@ é |f@|=Ff(@)+f (2)

minden x € Dy esetén.

Bizonyitds. Ha x € Dy, és f(z) > 0, akkor f*(z) = f(z) és f~(z) = 0.
Ekkor

FHa) = (@) = T(@) = f(=),
Fra)+ (@) = fT(@) = f(z) = [f(2)].

Ha z € Dy, és f(z) <0, akkor f*(z) =0és f~(z) = —f(z). Ekkor

[r@) = (@) = —f(2) = f(2),
Fr@)+f (@) =f (=) = —f(2) = |f(2)].

Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

11
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Az el6z6 tételbdl kovetkezik, hogy

[f (@) + f(x)

fH) = PR,

4. Definicié. Legyen [ egy valds figguény. A fligguény zérushelyeinek
vagy gyokeinek nevezzik azokat az x € Dy szamokat, amelyre az f(x) =0
egyenldség teljestil.

A zérushelyek azok a pontok, ahol a Yy
fliggvény az x tengellyel talalkozik.
Keresésiik nagyon nehéz feladathoz
vezethet, értékeik néha csak megko-
zelitéen adhatok meg. T

Korlatos fiiggvények

A valdés szamhalmazok esetén a korldtossagrél mint fogalomrol a ,\Valos szamok”
cimii tananyagban tanultunk. Ezt a fogalmat most kiterjesztjiik valds fiiggvényekre

1S.

5. Definicié. Legyen f egy valds fiigguény és A C Dy.

e Ha van olyan ki wvalés szdm, hogy f(x) < ki minden x € A ese-
tén, akkor azt mondjuk, hogy az f fliggvény felilrél korldtos az A
halmazon.

e Ha van olyan ke wvalés szam, hogy f(x) > ko minden x € A ese-
tén, akkor azt mondjuk, hogy az f figgvény alulrél korldtos az A
halmazon.

e Ha az f fiiggvény egyszerre felilrél és alulrél korldtos az A halmazon,
akkor csak annyit mondunk, hogy korldtos az A halmazon.

Ha A = Dy, akkor a korldatossdgot az egész fligguényre mondjuk.

~

W,

Nem nehéz igazolni, hogy az f fiiggvény korlatossiga az A halmazon pontosan
megegyezik az f(A) képhalmaz korlatossdgaval. Masrészt az f fiiggvény akkor és

csak akkor korldtos, ha 3k > 0, hogy |f(z)| < k minden x € Dy esetén.
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Azok a korlatos fuggvények, amelyek-
nek grafikonja két vizszintes vonal ko-
z¢ szorithaté.

2. Tétel. Legyen f és g két korldtos valds fiigguény és ¢ € R. FEkkor a
fligguények c-szerese, dsszege, kiilonbsége és szorzata korldtos. Mdsrészt, ha
f korldtos és Ik > 0, hogy |g(x)| > k minden x € Dy esetén, akkor az f/g
fligguény is korldtos.

Bizonyitds. Mivel f és g korlatos fiiggvény, igy Jk1, k2 € R, hogy f(z) < ky
és g(x) < ko. Az &llitas els6 része a

lef ()] = lel|f ()] < [e]ks,
[f(2) £ g(x)] < |f(@)] + lg(2)] < k1 + ko,
[f(@)g(@)] < [f(2)llg(x)] < kik,

abszolut érték tulajdonsagok koévetkezménye. A maésodik rész az

f@)] _ @) _ k

|
= < < —
lg(=)] — kT k

e

egyenlGtlenséghol adodik. Ezzel a tétel dllitasat igazoltuk.

2. Feladat. Vizsgdljuk meg a kévetkezd fiigguényeket korldtossdg szempontjd-
bol!

a) f:R—=R, f(z)=22+1,

) £:10,105 R, f(2) =
) [ ROR, f(z) = ——
14 a2
Megoldds:
a) 2z +1| < k = x<%,

de a valds szamok halmaza feliilr6l nem korlatos, igy ilyen k szdm nem
létezik, azaz f nem korlatos.
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b) Mivel x > 0, igy = = |z|. Ezért

1 1

—| <k == 0<—-<ux.

T k

1 ) , .1
Azonban, az x9 = — a ]0,1] intervallumnak eleme és kisebb, mint —,

igy van a |0, 1] intervallumnak olyan eleme, amely nem teljesiti az el6z6
feltételt. Ezért f nem korlatos.

1
c) Mivel 0 < ) < 1, igy f korlatos.

Monoton fiiggvények

6. Definicié. Legyen f egy valds fiiggvény és A C Dy. Akkor mondjuk,
hogy f

— monoton novekvd az A halmazon, ha minden v < y A-beli elem esetén
igaz, hogy f(x) < f(y),

— monoton csokkend az A halmazon, ha minden x < y A-beli elem esetén
igaz, hogy f(x) = f(y),

— szigoruan monoton novekvd az A halmazon, ha minden © < y A-beli
elem esetén igaz, hogy f(x) < f(y),

— szigordan monoton csokkend az A halmazon, ha minden x < y A-beli
elem esetén igaz, hogy f(xz) > f(y).

- (szigorian) monoton az A halmazon, ha ott (szigordan) monoton né-

T S
L VERKVO vagy CSOKKENO )

Az el6z6 definiciéhoz tartozik még, hogy ha nem mondjuk, hogy a fliggvény milyen
halmazon monoton, akkor ezt az egész értelmezési tartomanyara értjik.

A szigori monotonitas gy jelent-
kezik a fiiggvény grafikonjan, hogy
az értékek mindig emelkednek, vagy
mindig csOkkennek ahogy jobbra
haladunk. Az &bra egy szigoruan
monoton névekvé fliggvényt abra-
zol.

Y
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3. Feladat. Legyen f és g két monoton novekvd fligguény és ¢ > 0. Igazoljuk,
hogy ekkor cf és f + g szintén monoton névekvd fiigguények. Tovdbbd, ha f
és g nemnegativitdasa is teljesil, akkor fg is monoton novekvd fiigguény lesz.

Megoldds: Legyen x < y. Mivel f és g monoton névekvd, igy f(z) < f(y)
és g(x) < g(y). Ekkor a ,Valds szamok” cimii tananyagban tanult, a valds
szamok halmazan értelmezett rendezés tulajdonsagaibdl

cf(z) <cfly) & flz)+g(x) < fly) +9(v)

adodik, amibdl els6 allitasunk kovetkezik. Hasonldéan

0< flx) < fly) é 0<g(x)<gly) = flx)g(x)<fw)ay),

amibol kovetkezik a masodik allitas.

Az el6z6 feladat allitasa igaz szigorian monoton fiiggvények esetén is. Nevezetesen,
ha f és g két szigortan monoton névekvo fliggvény, akkor a feladatban szereplo
feltételek mellett cf, f 4+ g és fg szintén szigorian monoton novekvo fliggvények.
Ennek igazolasa az el6z6 feladat megoldasahoz hasonléan torténik. Hasonlé allitas
érvényes monoton csokkené fiiggvények esetén (lasd a 28. Feladatot).

4. Feladat. Legyen f és g két monoton fliggvény. Igazoljuk, hogy fog monoton
novekvd, ha f és g azonos monotonitisi és monoton csokkend, ha f és g
kiilénbézo monotonitdsi.

Megoldds: Négy eset lehetséges az f és g monotonitasanak megfelelGen.

I. Ha f és ¢ monoton névekvo, akkor

r<y = g@)<gly) = [fl9(z)) < flgv)),

hiszen g(x),g(y) € Dy két valés szam, amire alkalmazhat6 az f mono-
tonitasanak definicidja. Ezért f o g monoton névekvo fliggvény.

II. Ha f és g monoton csokken6, akkor
r<y = g@)=g9y) = fl9)) < fl9(v)),

amibdl kovetkezik, hogy f o ¢ monoton névekvo fliiggvény.

ITI. Ha f monoton névekvé és g monoton csékkend, akkor

r<y = g®)>gy) = [fl9() > flgv)),

amibdl kovetkezik, hogy f o ¢ monoton csékkeno fiiggvény.

IV. Ha f monoton csokken6 és g monoton névekvd, akkor

r<y = g@)<gly) = fl9(x) = flgv)),

amibél kovetkezik, hogy f o g monoton csokkend fiiggvény.
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A feladat megoldasabdl lathatd, hogy ha az f és g monoton fliggvények koziil
legalabb az egyike szigoriian monoton, akkor f o g is szigorian monoton lesz.

A kovetkez6 tétel fontos szerepet jatszik elemi fliiggvények inverzeinek megadasa-
ban és monotonitdsuk meghatarozasaban. Tobbek kozott kovetkezik beldle a gyok
fliggvény szigoruan névekvd monotonitasa.

3. Tétel (Az inverz fiiggvény monotonitdsa). Legyen f egy szigorian mo-
noton fiigguény az A halmazon. Ekkor f|a, azaz az f fiigguény leszikitése az
A halmazra invertdlhato és inverze eqy olyan szigorian monoton fligguvény,
melynek monotonitdsa az f fligguénnyel megegyezd.

Bizonyitds. Indirekt médon tegyiik fel, hogy f|4 nem invertalhaté. Ekkor
dxy,x0 € A, hogy f(x1) = f(x2), de 1 # x9, azaz x1 < xg vagy x1 > Za.
Igy a szigori monotonitds miatt f(z1) < f(z2) vagy f(z1) > f(z2), ami
ellentmondas.

Tegytik fel, hogy az f|4 fliggvény szigortian monoton névekvd, de inverze nem
az. Ebben az esetben Jy1,y2 € f(A), hogy y1 < ya, de f|3 (v1) > fI4 (v2).
Jelolje z1,x9 € A az y; és yo megfelels f-szerinti 6sképeit, azaz f(z1) = y1 és
f(x2) = ya. Mivel y1 <yo, igy f(21) < f(x2), de 21 > z2, hiszen

z1 = fl2 (1) = fla' (y2) = 2o

Ez ellentmond a fliggvény szigortian ndévekvé monotonitasanak. Hasonldéan
igazolhaté az allitas, ha f szigortan monoton csokkend fliggvény. Ezzel a
tétel allitasat igazoltuk.

5. Feladat. Vizsgdljuk a kovetkezd fiigguényeket monotonitds szempontjdabol!

a) f: R—=R, f(x) =3z +2,

) f:R\{1} > R, flz) = —

1’
¢) f: R—=R, f(z) =[z].

Megoldas:

a) x <y = 3r <3y = 3x+2<3y+ 2, igy f szigortan monoton
novekvo.

b) Nem monoton, mert f(0) = —1, f(2) =1és f(3) = 3.

¢) Monoton névekvé, mert a [z] := sup{z € Z: z < x} Osszefiiggés miatt, ha
x <y, akkor
{z€Z:2<z}C{z€Z: 2z <y},

és b6vebb halmaz szuprémuma nem lehet kisebb. De nem szigortian mo-
noton, mert f(0) = f(3) = 0.
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Széls6értékek

~
7. Definicié. Legyen f egy valds fiigguény.
e Ha f felilrdl korlatos és van olyan xo € Dy szdm, hogy f(xo) > f(x)
minden x € Dy esetén, akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek
maximuma van az xy pontndl.

e Ha f alulrol korldtos és van olyan xg € Dy szdm, hogy f(xo) < f(x)
minden x € Dy esetén, akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek
minimuma van az xy pontndl.

\ W,

A fenti definiciéban szereplé zy pontot a fiiggvény maximumhelyének, illetve
minimumhelyének nevezziik. A fiiggvény maximumbhelye tehat az az értelmezé-
si tartomanybeli pont, ahol a fliiggvény felveszi az értékkészlete legnagyobb értékét,
amit a fiiggvény maximumanak mondunk. Hasonlé a helyzet a fliggvény mi-
nimumhelyével, ahol a fiiggvény felveszi az értékkészlete legkisebb értékét, amit
a fliggvény minimuménak mondunk. Példiul, az f(x) = 22 masodfoku fiigg-
vénynek minimuma van az xg = 0 pontndl. Ez tehat a fliggvény minimumbhelye,
és ott a fliggvény értéke 0, azaz a fliiggvény minimuma nullaval egyenld.

Természetesen egy fliggvénynek nem biztos, hogy van maximuma vagy minimuma
akkor is, ha korlatos. Példaul, az

1
fi]].,OO[-)R, f(x):;
fiiggvény értékkészlete a |0, 1] nyilt intervallum, amelynek nincs se legnagyobb, se
legkisebb eleme. Mésrészt, egy fiiggvénynek tobb maximumbhelye és minimumhelye
lehet. Ilyen példaul a szinusz fiiggvény, amely végtelen sok pontnal veszi fel a
maximumat, amelynek értéke 1, illetve minimumat, amelynek értéke —1.

~
8. Definicié. Legyen f egy valds fiigguény és xo € Dy. Ha van olyan nyilt
I intervallum, hogy xo € I C Dy és

e f(xg) > f(x) minden = € I esetén, akkor azt mondjuk, hogy az f
fiiggvénynek helyi mazimuma' van az zo pontndl.

e f(xg) < f(x) minden = € I esetén, akkor azt mondjuk, hogy az f
figgvénynek helyi minimuma* van az xg pontndl.

fm4s néven lokalis maximuma
tm4s néven lokalis minimuma

W,

Ha egy fiiggvénynek egy pontndl helyi maximuma van, akkor azt mondjuk, hogy
ez a pont a figgvény lokalis maximumhelye. Hasonléan lokalis minimum-
helyrdl is beszélhetiink. A lokalis sz6 arra utal, hogy a pont nem feltétleniil a
teljes értelmezési tartomanyra vonatkozd maximum- vagy minimumhely, ahogyan
a 7. Definici6 megkéveteli, hanem csak egy ,kisebb” intervallumra nézve. Hogy
a két elnevezést jobban meg tudjuk egymastdl kiilonboztetni a teljes értelmezési
tartomanyra vonatkozé maximum- vagy minimumhelyre az abszoliit maximum-
hely, illetve az abszoltit minimumhely elnevezést fogjuk alkalmazni.
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Grafikusan jobban meg tudjuk mutatni az el6- y
z6 fogalmak kozotti kiillonbségeket. Az abran
lathatjuk, hogy a fliggvénynek abszolit mini-
muma van az rg pontndl. A minimum értéke
f(zo). Az xo pont szintén lokalis minimumhely-
nek szamit, de az x1 pont is az, hiszen mind-
két esetben tudunk olyan nyilt intervallumot
valasztani, ami tartalmazza a pontot és a pont-
ban felvett fiiggvényértéke az intervallumon fel- f(x0)
vett értékek koziil a legkisebb. Hasonldéan lat-

haté, hogy a fliggvénynek lokalis maximuma van az xo pontnal, de a fiiggvénynek
nincs abszolit maximumhelye. Ez mutatja, hogy egy fliggvénynek tobb lokalis
maximum- vagy minimumbhelye lehet, de nem biztos, hogy az egyik a fiiggvény
abszolit maximum- vagy minimumbhelye lesz.

A lokélis maximumbhely egyik gyakori példdja, amikor egy fiiggvény egy |a, b inter-
vallumon értelmezett, és van olyan z* €|a, b[, hogy a fiiggvény monoton névekvé
az ]a,z*[ intervallumon, illetve monoton csokkend az |z*, b intervallumon. Ekkor
2* maximumhelye lesz a fliggvénynek. Forditott monotonitds esetén x* minimum-
helye lesz a fiiggvénynek.

Paritas

9. Definicié. Legyen f egy valds fiigguény és Dy eqy O-ra szimmetrikus
halmaz, azaz ha v € Dy, akkor —x € Dy. Azt mondjuk, hogy

e f pdros fiiggvény, ha f(—x) = f(x), minden x € Dy esetén,

L o [ pdratlan fiiggvény, ha f(—x) = —f(x), minden x € Dy esetén.

A péaros fuggvények grafikonja szimmetrikus az y tengelyre nézve, mig a paratlan
fliggvények grafikonja szimmetrikus az origora.

X

paros figgvény paratlan fiiggvény
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A péros, paratlan elnevezés abbdl ered, hogy az f(x) = 2™ hatvanyfiiggvény paros
fliggvény, ha n paros, illetve paratlan fiiggvény, ha n paratlan szam. Ezt igazol-
ni fogjuk a 7. Feladatban. Azonban a paros és paratlan szamokkal ellentétben
az azonosan nulla fiiggvény egyszerre paros és paratlan, bar ez az egyetlen ilyen
fliggvény, illetve tobb olyan fiiggvény van, ami se nem paros, se nem paratlan.
Misrészt paros fiiggvények Osszege és szorzata is paros, paratlan fliggvények Gssze-
ge is paratlan, de paratlan fliggvények szorzatanak paritasa fiigg attol, hogy paros
vagy paratlan szamu fliggvényt szorozunk Ossze. Hasonléan, paratlan és paros
fliggvények szorzatanak paritasa fiigg attél, hogy paros vagy paratlan szamu pé-
ratlan fliggvényt szorozunk ossze. Azonban paros és paratlan fliggvények Osszege
altaldban se nem paros, se nem paratlan.

6. Feladat. Legyen g egy pdros fiigguény. Igazoljuk, hogy ekkor tetszdleges f
valos fiigguény esetén f o g szintén pdros.

Megoldds: f o g értelmezési tartomanya szimmetrikus, hiszen a g fliggvény
értelmezési tartomanya is az, illetve ha « € Dy olyan, hogy g(x) € Dy, akkor

g9(z) = g(—z) miatt g(—z) € Dy. Ekkor f(g(—z)) = f(g(z)).

Hasonlban igazolhatd, hogy két paratlan fliggvény Osszetett fiiggvénye péros, és
ha a bels6 fliggvény paratlan, a kiils6 fiiggvény paros, akkor az Gsszetett fliggvény
paratlan. Nyilvanvaléan egy péros fiiggvény nem invertalhaté. Azonban ha a
fliggvény paratlan és invertalhatd, akkor az inverz fiiggvénye is paratlan. Kzt
allitja a kovetkezo tétel.

4. Tétel (Az inverz fiiggvény paritdsa). Legyen f egy invertdlhatoé pdratlan
figguény. Ekkor f*1 pdratlan fiigguény.

Bizonyitds. Az Ry = D1 szimmetrikus halmaz, mert ha y € Ry, akkor van
olyan x € Dy szdm, hogy y = f(z), és mivel a fiiggvény paratlan, igy

—y=—f(z) = f(=2) € Ry.

Ekkor f~!(y) = z és f~1(~y) = —z, amibdl f~1(—y) = —f(y) kovetkezik.
Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

7. Feladat. Vizsgdljuk a kovetkezd fiigguényeket paritds szempontjabol!

a) f: R—R, f(x) =2", aholn € N,
b) f: R =R, f(z)=|z],

xT

¢c) [:R—=R, f(x)= T2
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Megolddas:
a) Ha n péaros, akkor n = 2k, ahol k € N. Ekkor

Flea) = (o) = (1) = 1% = o7 = f(a),

igy f péaros fiiggvény.
Ha n pératlan, akkor n = 2k + 1, ahol k € N. Ekkor

fl=a) = () = (-1) - ((-1?) 2 = —a?H = —a" = —f(a),
igy f paratlan figgvény.
b) f(=z) =[—a|=|—1jz| = || = f(x), igy f péros.

c) f(—x) N S —f(z), igy f péaratlan.

T 14 (-2 1442

Periodikus fiiggvények

~
10. Definicié. Legyen f egy wvalds fiiggvény és tegyiik fel, hogy van olyan

p > 0 szdm, amire minden x € Dy esetén x +p € Dy és

flz+p) = f(2).

Ekkor azt mondjuk, hogy f p-szerint periodikus fiiggvény és p a fligguény
L periodusa.

W,

A periodikus fiiggvények grafikon-
ja végtelenszer ismétlédd szaka-
szokbdl all. Erre j6 példa a szi-
nusz, koszinusz vagy az el6zo rész-
ben bemutatott tortrész fiiggvény.

Nyilvanvalo, hogy egy periédus barmely pozitiv egész tobbszorose is periddus.
Azonban nem mindig létezik legkisebb, in. alapperiédus. Erre jé ellenpélda a
teljes valos szdmok halmazara periodikusan kiterjesztett Dirichlet-féle fiiggvény.
Valbéban nem nehéz igazolni, hogy minden p pozitiv raciondlis szam periédusa lesz
az el6z6 fiiggvénynek, hiszen két raciondlis szam Osszege raciondlis, igy a fliggvény
értéke 0, illetve egy irraciondlis és egy raciondlis szam Osszege irraciondlis, igy a
fliggvény értéke 1. Azonban nincs legkisebb raciondlis szdm, tehat a fliggvénynek
nincs legkisebb periédusa.
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8. Feladat. Legyenek f és g ugyanazon a halmazon értelmezett periodikus
figgvények p, illetve q periédussal. Igazoljuk, hogy ha p/q raciondlis szdm,
akkor az f £ g, az fg és az f/g figgvény periodikus.

Megoldds: Az allitast f 4 g fliggvényre igazoljuk, a tobbi fiiggvényre hason-
l6an igazolhaté.

Ha g racionalis, akkor dn, m € N, hogy % = ", azaz np = mq, amely kozds
értéket p*-gal jeloljiikk. Mivel periédus pozitiv egész tobbszorose is periédus

(f+9)(z+p*) = f(x+np)+g(z+mq) = f(x) +g(z) = (f + 9)(z)

teljesiil, azaz f + g periodikus fiiggvény p* periddussal.

Konvex fiiggvények

4 )
11. Definicié. Legyen f egy valds fiigguény és I € Dy egy nyilt intervallum.
Ha minden x,y € I, v #y és 0 < XA <1 szam esetén igaz, hogy

o f(Az+ (1 —Ny) < Af(z)+ (1 =N f(y), akkor azt mondjuk, hogy f
konvex fiiggvény az I intervallumon,

o fAx+(1—=MNy) > Af(x)+ (1= N)f(y), akkor azt mondjuk, hogy f
konkdv fiiggvény az I intervallumon.

Szigori egyenlétlenségek esetén szigordan konvex és szigoriuan konkdv
L figgvényekrol beszélink.

J

Szeretnénk megjegyezni, hogy az elobbi definiciéban szerepld I nyilt intervallum
nem feltétleniil egy véges intervallumot jelent, azaz lehet egy alulrdl vagy feliilrol
nem korlatos nyilt intervallum, vagy akér a teljes valds szdmok halmaza. Masrészt
elegendo azt feltételezni, hogy x < y, hiszen a definiciéban x és y, illetve A és 1 — A
szerepet cserélhet.

Nézziik meg az el6z6 definicié geometriai jelentését. Legyen x < y két tetszoleges
valés szam és legyen z egy olyan szam, amely az ]z, y| intervallumban taldlhaté.
Az z < z < y feltétel ekvivalens azzal, hogy
y—z
r—y<z—y<0 <+— y—zr>y—z2>0 <+ 1>Z7——>0.
y—z

Legyen \ := . Ebbél z a kovetkezé mddon fejezhetd ki: z = Az + (1 — A)y.

A fentiek értelmében z akkor és csak akkor eleme az |z, y[ intervallumnak, ha van
olyan 0 < A < 1 szam, amire

z=Ax+(1-N)y

teljestil.



3. Valés fiiggvények tulajdonsagai 22

Az abran szerepld jelolések mellett legyen P az
(z, f(x)) és (y, f(y)) koordindtaji pontokat Gssze-
koté szakasz azon pontja, amelynek koordinédtai
(z,2%). Ekkor

tga= W= _ W)= f@)
y—=z y—x
Az eléz6 egyenléséghbdl az kovetkezik, hogy
flyy—= _y-=
fly)—fl) y-=
amibdl ki tudjuk fejezni a z* értékét: z* = Af(z) + (1 — A) f(y).

=\,

A definicié értelmében f szigortian konvex egy intervallumon akkor és csak akkor,
ha f(z) < z* minden z €]z, y[ esetén, ahol z < y az intervallum két tetszbleges
pontja. Mas szavakkal, ha a fliiggvény grafikonjanak barmely két pontjat 6sszekoto
egyenes szakasz a grafikon folott van. Szigortan konkév fiiggvényekre ez forditva

— = /

Szigortian konvex fiiggvény Szigortian konkéav fiiggvény

Természetesen egy fiiggvény lehet konvex, de nem

szigortian konvex. Ez torténik az f(z) = |x| fligg- Y

vénnyel a teljes valos szamok halmazan. A kon-

vexitas azonnal kovetkezik az abszolut érték tu-

lajdonsagaibol (1dsd a ,Valos szamok” cimii tan-

anyagot), hiszen minden z,y € R és 0 < A < 1 x

esetén igaz, hogy

Az + (1 =Nyl < e+ [(1 = Ayl = Alz| + (1 = N[yl

Ezért az f(x) = |z| figgvény konvex. Azonban f nem szigorian konvex, mert ha
0 < x < y, akkor a fenti 6sszefiiggésben egyenléséget irhatunk. Ez nem meglepd,
hiszen f linedris fiiggvény, ha = > 0. Ezért ott a grafikon két pontjat 6sszekétd
egyenes szakasz megegyezik a két pont kozotti grafikondarabbal.

Az €l6z6 jelenség a kovetkezéképpen fordithatd
meg. Ha egy f fliggvény konvex, de nem szigo-
rian konvex egy I intervallumon, akkor van olyan
I* C I nyilt intervallum, ahol f linearis fiiggvény.
Tudniillik egy ilyen f fliggvényhez taldlunk olyan
|z, y[C I intervallumot, amelynek van olyan z bel-
s6 pontja, ahol f(z) az x és y értékhez tartozo
grafikonbeli pontokat 0sszekoto egyenes szakaszon
van.
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3. Valos fiiggvények tulajdonsagai 23

Tegyiik fel, hogy a z1 €]z, z[ és a 22 €]z, y[ elemek koziil legalabb az egyik olyan,
hogy az f szerinti képe az el0bbi egyenes szakasz alatt van. Ekkor a z; és a 2z
értékhez tartozd grafikonbeli pontokat 6sszekdto teljes egyenes szakasz szintén az
el6bbi egyenes szakasz alatt van. Azonban f konvex a |z, 29[ intervallumon, z €
|21, 22] és a fentiek alapjan f(z) a z1 és a z9 értékhez tartozo6 grafikonbeli pontokat
Osszekotd egyenes szakasz felett van, ami ellentmond a konvexitas fogalmanak.
Ebbdl kovetkezik, hogy az f fuggvény linedris az |z, y[ intervallumon. Az el6z6
okfejtés hasonldéan igaz konkav, de nem szigortian konkav fiiggvények esetén is.

Fontos még megjegyezni, hogy minden linearis fliggvény egyszerre konvex és kon-
kav, de nem szigoru értelemben.

Koénnyen igazolhaté, hogy egy (szigortian) konvex fliggvény minusz egyszerese (szi-
gorian) konkav és forditva. Ugyantgy azt sem nehéz igazolni, hogy két ugyanazon
az intervallumon konvex fiiggvény Osszege is konvex, és ha legalabb az egyikiik
szigortan konvex, akkor az Osszegfliggvény is szigorian konvex. Szorzat esetén
bizonyos feltételek mellett hasonlot allithatunk.

5. Tétel. Legyen f és g két nem negativ, azonos szigori monotonitdsy,
konvex fligguény az I intervallumon. Ekkor fg szigorian konvex az I in-
tervallumon.

Bizonyitds. Legyen z,y € I, x <y és 0 < A < 1. Az f és g fiiggvények
konvexitasabdl kovetkezik, hogy

0< fAz+ (1= Ny) <Af(x) + (1= Nf(y),
0 < gz + (1= Ny) < Ag(x) + (1 - Ng(y).

Ha 8sszeszorozzuk a fenti egyenlétlenségeket, akkor azt kapjuk, hogy
(fo)Az+ (1 =Ny) = fAz+ (1= Ny)ghz + (1 - Ny) <
<N f(@)g(x) + A1 = N[f(2)g(y) + f(@)g(@)] + (1 = N> f(y)g(y) =
=AA = D[f(y) = f(@)]lg(y) = g(@)] + Af (@)g(z) + (1 = N) f(y)g ()
Ha f és g azonos szigort monotonitést fiiggvények, akkor
AA=D[f(y) = f(@)]lg(y) — g(z)] <O.
Ezért
(fo) Az + (1 = Ny) < Af(x)g(x) + (1= A)f(y)g(y) =
= A(fg)(z) + (1 =N (f9)(¥),

amibol a tétel allitasa kovetkezik.

Az el8z6 tétel killonbozé varidnsait megtaldljuk a 33. Feladatban. Erdemes kiilén
foglalkozni az f = g esettel. Az el6z6 tétel szerint, ha f nem negativ, szigorian
monoton és konvex egy intervallumon, akkor f? is konvex, sét teljes indukciéval
igazolhatd, hogy az

[ () = (f(x)"

fliggvény szintén konvex az intervallumon minden n € N esetén.
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6. Tétel (Az inverz fiiggvény konvexitdsa). Legyen f szigordan monoton
novekvd és (szigorian) konvex az I nyilt intervallumon, tovdbbd tegyiik fel,
hogy f(I) szintén egy nyilt intervallum. Ekkor az f|1 figgvény inverze (szi-
gorian) konkdv az f(I) intervallumon.

Bizonyitds. A 3. Tételb6l tudjuk, hogy f|;, azaz az f fiiggvény lésziikitése az
I intervallumra invertalhaté és inverze szigortian monoton névekvo. Legyen
y,y2 € f(I), y1 < y2 és 0 < XA < 1. Tovabba legyen z1 := f~'(y1) és
wg = f~(y2). Ekkor z1,29 € I és az inverz fiiggvény monotonitdsa miatt
T < x9 kovetkezik. Masrészt a konvexitas miatt

FOz1+ (1= Naz) < Af(w1) + (1= N) f(z2),
és igy a monotonitas miatt

Mo+ (1= Ao < 7L (1) + (1= A f(22)).

Ezért ha behelyettesitjik az y;-t és yo-t az utdbbi egyenlotlenségbe, megkap-
juk a
M7 Hy) + (=N ) < 1 Own 4+ (1= Nye)

igazolandé Osszefiiggést. Szigoru konvexitas esetén szigoru relacié jeleket ir-
hatunk az el6z6 egyenlotlenségekbe. Fzzel a tétel allitasat igazoltuk.

Az el6z6 tétel killonbozo variansait megtaldljuk a 34. Feladatban.

7. Tétel. Legyen g egy konvex (konkdv) figguény az I nyilt intervallumon,
illetve I* egy olyan nyilt intervallum, amire g(I) C I* teljesil. Ha f egy
olyan fiigguény, amely monoton novekvd és konvex (konkdv) az I* interval-
lumon, akkor az f o g fiigguény konvex (konkdv) az I intervallumon.

Bizonyitds. Legyen x,y € I és 0 < A < 1. Ha a g fliggvény konvex, akkor

gz + (1= Ny) < Ag(x) + (1 = N)g(y).

Mivel g(z) € I* és g(y) € I*, illetve f monoton novekvé és konvex az I*
intervallumon, igy

flghz + (1= Ny)) < f(Ag(x) + (1 = AN)g(y)) < Af(g(z)) + (1 —N)f(9(v)),

amibdl kovetkezik, hogy az f o g fliggvény konvex az I intervallumon.

Ha g és f konkav fiiggvények, akkor az el6z6 egyenlétlenségekben forditott
relacidjeleket irhatunk, amibol kovetkezik, hogy az f o g fliggvény konkav az
I intervallumon. Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.
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Felmeriil a kérdés, hogy milyen tovabbi feltételek garantiljak az f o g fiiggvény
szigoru konvexitdsat az el6z6 tételben. Ehhez elég lenne, ha a tétel bizonyitasaban
szerepl6 egyik egyenlGtlenség szigori. Az els6

flgz + (1= Ny)) < f(Ag(z) + (1= N)g(y))

egyenlGtlenség szigoru, ha ¢ szigortian konvex az I intervallumon és f szigortan
monoton novekvo. Ezért ez a két plusz feltétel elegend6 arra, hogy f o g szigortian
konvex fiiggvény legyen. A masodik

Fg(@) + (1= Ng(y)) < Af(g(x)) + (1= A f(9(y))

egyenlGtlenség esetén arra gondolndank, hogy az f fliggvény szigori konvexitasa
elegend6 lenne. Ez nem igaz, mert g(z) = g(y) esetében a fenti egyenlStlenség
helyett egyenléség all fenn. Ez utébbi eset nem torténhet meg, ha g egy-egyértelmi
fliggvény. Tehat ha a tétel feltételei mellett az f fiiggvény szigorian konvex az I*
intervallumon és a g fiiggvény egy-egyértelmi, akkor az f o g fiiggvény szigortian
konvex. Hasonl6 plusz feltételeket tehetiink arra, hogy f o g szigortian konkav
fliggvény legyen. A pontos allitdsokat a 35. és a 36. Feladatokban talaljuk.

Az el6z6 tételhez kapcsolédd masik megjegyzés, hogy ha az f fiiggvény monoton
csOkkend, akkor az elsé egyenldtlenség irdnya megvaltozik. Az ebbdl a ténybdl
adddo pontos allitasokat a 37., a 38. és a 39. Feladatokban talaljuk.

4 )
8. Tétel. Legyen f egy valos fiiggvény, illetve a < b két pozitiv, vagy két

negativ valos szam.

o Tegyiik fel, hogy az f figgvény pdratlan. Ekkor ha f (szigorian) kon-
vex az la,b] intervallumon, akkor (szigorian) konkdv a | — b, —al in-
tervallumon, illetve ha f (szigorian) konkdv az |a,b| intervallumon,
akkor (szigorian) konvex a | — b, —a] intervallumon.

o Tegyiik fel, hogy az f figgvény pdros. Ekkor ha f (szigorian) konvex
az |a, b[ intervallumon, akkor (szigorian) konvex a | —b, —a| interval-
lumon, illetve ha f (szigorian) konkdv az ]a,b[ intervallumon, akkor

. (szigorian) konkdv a | — b, —a[ intervallumon. )

Bizonyitds. Igazolni fogjuk, hogy ha az f fliggvény paratlan és konvex az
Ja, b] intervallumon, akkor konkdv a | — b, —a[ intervallumon. A t6bbi eset
igazolasa hasonlbéan térténik.

Legyen z,y €] — b, —al, * # y és 0 < A < 1. Ekkor —x, —y €|a, b[. Mivel az
f fiiggvény paratlan és konvex az |a, b| intervallumon, ezért

—fQz+ (1 =Ny) = FA(=2) + (1 = A)(=y)) < Af(=2) + (1 = A)f(-y) =
==Af(x) = A =Nf(y) = —(Af(z) + 1 =N f(y))
Ebbol kovetkezik, hogy
fOz+ 1 =Ny) > Af(x) + (1= f(y),

ami a tétel allitasat igazolja.
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~
12. Definicié. Legyen f egy valds fiigguény és I € Dy egy nyilt intervallum.
Ha minden z,y € I, © # y szdm esetén igaz, hogy

. f<x+y) Sf(w)+f(y)7
2 2
akkor azt mondjuk, hogy f gyengén konvex fiiggvény az I inter-
vallumon,

f (x+y) > @) +f(y)7
2 2
akkor azt mondjuk, hogy f gyengén konkdv fiiggvény az I inter-
vallumon.

Szigori egyenldtlenségek esetén szigorian gyengén konvex és szigorian
gyengén konkdv figgvényekrdl beszéliink. A gyengén konvexr vagy gyengén
konkdv fligguényeket Jensen-konvex vagy Jensen-konkdv fliggvények-
Y nek is szoktdik mevezni. )

Az el6z6 definiciéval gyengitettiik a konvexitas fogalmat. Annyi tortént valéjaban,
hogy a fogalomban szereplé A mar nem egy tetszéleges |0, 1[ intervallumbeli szdm,
hanem csak A = % lehet. Tehdt minden (szigortan) konvex vagy (szigortian) kon-
kév fliggvény egyben (szigorian) gyengén konvex vagy (szigortan) gyengén konkav.
Az j fogalom valéban gyengités, hiszen van olyan gyengén konvex fiiggvény, ami
nem konvex.

Felmeriilhet a kérdés, hogy akkor miért fontos foglalkozni a gyengén konvex tulaj-
donsaggal. Kideriil, hogy bizonyos feltétel mellett a két tulajdonsag ekvivalens és
nyilvan a gyenge konvexitas teljesiilése konnyebben ellenérizhetd, mint a konvexi-
tés.

A konvex és gyengén konvex kozotti kiillonbség megértésében fontos szerepet
jatszik a fliggvény folytonossaga. Igazolhatd, hogy minden konvex fliggvény
folytonos, de nem minden gyengén konvex fiiggvény az. Azonban egy gyengén
konvex folytonos fiiggvény mar konvex. A flggvény folytonossagat csak egy
késébbi tananyagban fogjuk tanulni.

Az el6bbi kapcsolat a konvexitas és folytonossag kozott mutatja, hogy a gyen-
gén konvexitas nem all olyan mesze a konvexitastol, de ez tovabb fokozhaté.
Kideriil, hogy ha f gyengén konvex az I intervallumon és I-nek van olyan rész-
intervalluma, ahol f feliilrdl korlatos, akkor f mar konvex az I intervallumon

(lasd [3)).

A kovetkez6 tétel az mondja ki, hogy a monoton fiiggvények korében a gyenge
konvexitas ekvivalens a ,rendes” konvexitdssal.
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9. Tétel. Legyen f eqy wvalds fligguény, amely monoton az I nyilt inter-
vallumon. Ha f (szigorian) gyengén konvex figguény az I intervallumon,
akkor ott szintén (szigorian) konvex figguény. Ugyanigy, ha f (szigorian)
gyengén konkdv figgvény az I intervallumon, akkor ott szintén (szigorian)
konkdv fliggvény.

Bizonyitds. Elegendd csak az elsé allitast igazolni, azaz amely a (szigoru-
an) gyengén konvex fiiggvényekrdl szol. Ez azért van, mert ha f egy olyan
monoton fiiggvény, amely (szigorian) gyengén konkav, akkor —f monoton
és (szigoruan) gyengén konvex. Ekkor az els6 allitdsbél kovetkezik, hogy — f
(szigortan) konvex, és igy f (szigortan) konkav fliggvény lesz.

Az els6 allitas igazolasa tobb lépésben torténik. Eldszor azt fogjuk teljes
indukciéval igazolni, hogy ha f gyengén konvex az I intervallumon, akkor

f(l‘1+902+“'+$2k><f(551)+f(ff2)+"'+f($2k) (1)

2k - 2k

minden x1,x2,...,29c € I esetén. Valéban, kK = 1 esetén a fenti egyenlGt-
lenség éppen a gyenge konvexitds fogalmat adja, tehat (1) tejesiil k& = 1-re.
Masrészt, ha (1) teljesiil valamely k pozitiv szdm esetén, akkor tetszOleges
1,22, ..., Tok+1 € I szdmokra az

$1+x2+"'+$2k , $2k+1+$2k+2+"'+$2k+1

Y1 = ok és Yo 1= ok

jelolés mellett nyilvanvald, hogy y1,y2 € I, valamint

f<x1+w2+---+$2k+1> :f(y1+y2> < Ty + fy2) _

2k+1 2 — 2

1 m1+ﬂf2+"‘+$2k> 1 ($2k+1+x2k+2+"‘+x2k+1>
__ — <

2f( 2k +2f 2k -
<1 flx1) + flzo) + -4 flagr) | 1 f(zoryq) + f(@aryo) + - + fTors1)

- + = =
-2 2k 2 2k
_f@) + f(@2) + -+ fwgen)
- ok+1 )

azaz az allitds k + l-re is igaz. Tehat (1) tejesiil minden pozitiv egész szam
esetén. Ugyanigy igazolhatd, hogy ha f szigordan gyengén konvex, akkor
(1)-ben szigoru egyenl6tlenséget kapunk.

A maésodik 1épés annak igazoldsa, hogy barmely n pozitiv egész szamra igaz,
hogy

f<:v1+:r2+~-+xn>gf(x1)+f(332)+"'+f(wn) ©)

n n

minden x1,xa,...,x, € I esetén.
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Ezt az (1) egyenlStlenség segitségével fogjuk belatni. Jelolje

e x1+x2+'--+l‘nel
n

és a kovetkezd levezetésben alkalmazzuk az (1) egyenlétlenséget az
X1, T2yenvy Tpy Tptl =S, Tpi2 i=8,..., Ton i=§

szamokra. Tehat

f(s):f<ns+(§:—n)s> :f(x1+:v242—n...+a:2n) <

o fE) + fle) + -+ flzen)

< 5

_ S@) £ flw2) + -+ flan) + (2" —n) f(s)
2n .

Ezért
2"f(s) < f@1) + flx2) + -+ f@n) + (2" — 1) f(s),

amibdl egy egyszerii dtalakitas utdn (2) kovetkezik. Ugyantgy igazolhatd,
hogy ha f szigortian gyengén konvex, akkor (2)-ben szigoru egyenl6tlenséget
kapunk.

Ezek utan azt igazoljuk, hogy minden z,y € I, x # y szdm és 0 < r < 1
raciondlis szam esetén

fra+ (1 =r)y) <rf(z)+ 1 -7)f(y) (3)

teljesiil. Ehhez frjuk fel az r szdmot £ alakban, ahol p és n olyan pozitiv
egész szamok, amelyekre p < n és n > 2 teljesiil. Legyen tovabb

T1I=T, T2 =Ty, Tp =T, Tpp1 =Y, Tp42 =Y, ..., Ty =Y.

Ekkor (2)-bél azt kapjuk, hogy

R e e e R e Y E

n n

f@)+ fl@o)+- -+ flan) _ pfl@)+(n—p)f(Y)

n n

= 27(@) + (1= )W),

IN

amibdl (3) kovetkezik. Ugyantgy igazolhatd, hogy ha f szigorian gyengén
konvex, akkor (3)-ban szigoru egyenl6tlenséget kapunk.
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Végiil legyen x,y € I, x <y és 0 < A < 1 tetszOleges valds szam. Azt fogjuk
igazolni, hogy

fQz 4+ (1 =XNy) <Af(2)+ (1 -2 f(y) (4)

teljesiil, ami az f fliggvény konvexitasat jelenti. Ebben a lépésben mar alkal-
mazni fogjuk az f fliggvény monotonitdsat. A

g(t) =tz+1—-t)y=1—-t)(y—2x)+=

linearis fiiggvény monoton csokkend, hiszen x < y. Tegytk fel el6szor, hogy
f monoton csokkené fiiggvény és legyen A < r < 1 egy tetszbleges racionalis
szam. Mivel g; és f egyforma monotonitasu, igy f(g1(A)) < f(g1(r)). Ezért
(3) miatt

fOz+ 1 =Ny) < flra+ (1 =r)y) <rf(z) + 1 =r)fy)

teljesiil. Ebbo6l kévetkezik, hogy

fOz+ (A =Ny <inf{rf(z)+ 1 —r)fly): A<r<1L,reQ}. (5

Azonban a

g2(t) ;== tf(x) + (L =) f(y) = A = )(f(y) = f(x)) + f(x)

linedris fliggvény monoton névekvé, hiszen f monotonitasa miatt f(x) > f(y),
és igy nem nehéz igazolni, hogy

g2(A) =inf{ga(r): A <r <1,r € Q}. (6)

Valéban, ha f(z) = f(y), akkor a g, fiiggvény allandé és igy (6) nyilvanvaléan
teljesiil. Ha pedig igaz, hogy f(z) > f(y), akkor go monotonitdsa miatt go(\)
also6 korlatja a

{g2(r): A<r<1,reQ}

halmaznak. Mésrészt, barmely ga(A) < a < g2(1) érték esetén nem nehéz
igazolni, hogy

fly) —a
fly) = f(z)
olyan érték, amire ga(tp) = v és A < typ < 1 teljesiil. Ezért go monotonitésa
miatt, ha A < r < o racionalis szam, akkor ga(\) < g2(r) < a, és igy o nem
lehet als6 korlatja a {g2(r): A < r < 1,7 € Q} halmaznak. Tehdt ga(\) a
halmaz infimuma, azaz (6) teljestil. (5)-bol és (6)-bdl rogton kovetkezik (4),
hiszen

to :=

g2(A) = Af(x) + (1 = A) f (y)-

Ezzel igazoltuk az f fiiggvény konvexitasat.
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Ha f monoton névekve, akkor a bizonyitas az el6zéekhez hasonléan torténik
azzal a kiilonbséggel, hogy a 0 < r < A racionalis szdmokkal kell dolgozni,
illetve go monoton csokkend fiiggvény lesz.

A szigora konvexitassal kapcsolatos allitas igazolasdhoz abbdl indulunk ki,
hogy minden x,y € I, x # y szam és 0 < r < 1 racionalis szdm esetén
a (3)-ban szerepld egyenlStlenség szigoru, ha az f fiiggvény szigorian gyen-
gén konvex. Ha f konvex, de nem szigorian konvex, akkor lesz olyan |z, y|
intervallum, ahol az f fliggvény linearis, és igy

FOz+ (1= XNy) = Af(x) + (1 =N f(y)

minden 0 < A < 1 esetén. Azonban az el6z6 okfejtés miatt az egyenléség nem
teljesiilhet, ha r racionalis szam, ami ellenmondés. Ezért az f fliggvény nem
csak konvex, hanem szigortian konvex is. Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.



4. Elemi fiiggvények

Emlitettiik a valdos fiiggvényeknek azt a sajatossagat, hogy hozzarendelési szaba-
lyuk gyakran képlettel adhaté meg. Sokszor ezek a képletek az z fiiggvényvalto-
z6bdl és a trigonometrikus, illetve az exponencialis fiiggvényekbdl kiindulva véges
szamu alapmiiveletekkel, dllandékkal vald szorzassal, inverz és Osszetett fliggvény-
képzéssel allithaték el§. Az ilyen médon elballitott fiiggvényeket elemi fiigg-
vényeknek szokds nevezni. Ebben a részben a leggyakrabban eléfordulé elemi

fliggvényeket tekintjiik at.

4.1. Polinomok

A polinomok vagy mas néven raciondlis egész fiiggvények azok a fliggvények,
melyeknek képletét valés szamok és az x fliggvényvaltozo véges szamu Osszeaddsé-
val és szorzasaval kapjuk meg, azaz egy p polinom a

p:R— R, p(z) = apz" + ap_12" ' + -+ arz + ag

moédon megadott fliggvény, ahol feltételezziik, hogy n egy nem negativ egész szam,
a, allando valds szam minden k = 0,...,n esetén és a, # 0. Ekkor az n szamot
a polinom fokszamanak, az a; allandékat egyiitthatéknak és az a,, allandét
féegyiitthaténak nevezziik. Az azonosan nulla fiiggvényt 0 fokszamu polinomnak
tekintjiik.

A legegyszerlibb polinomok a konstans fiigg- Y
vények, melyek minden valés szamhoz hozza-
rendelik ugyanazt a c valés szamot, azaz

f:R—R, flz)=c.

A konstans fiiggvények grafikonja egy, az = tengellyel parhuzamos egyenes.

Kozépiskolaban tanultuk az egyenes ax + by = ¢ in. normaélvektoros egyenletét.
Ha b # 0, vagyis kizarjuk az = tengelyre meréleges egyeneseket, akkor az el6z6
egyenlet y = max 4+ n alakban irhato fel. Ha még m # 0 is teljesiil, akkor azt
mondjuk, hogy az

fiR—=R, flx)=mz+n

egy els6fokt vagy linearis fiiggvény.

Yy
Az elséfoku fiiggvény grafikonja egy egyenes,
amely nem parhuzamos egyik tengellyel sem. /
Az y tengelyt a (0,n) ponton szeli &t és m az x "
tengely és az egyenes altal bezart szog tangen- / m=tga
se. Az m szdmot az egyenes iranytangensé- = @ z

nek vagy meredekségének nevezziik.

Nem nehéz igazolni, hogy ha m > 0, akkor az els6fok fiiggvény szigortian monoton
novekvé, mig ha m < 0, akkor szigorian monoton csokken6. Tovabbad minden

els6foku fiiggvénynek egyetlen egy zérushelye van az xg = _n helyen.
m

31
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Az elsofoku fliggvény grafikonjat agy célszert dbrazolni, hogy megrajzoljuk két kii-
16nb6z6 pontjat osszekoto egyenest. E két pont meghatarozasa ugy torténik, hogy
szabadon kivalasztunk két értéket, xi-et és xo-0t és behelyettesitjiik az els6foku
fuggvény képletébe. Az igy kapott y1 = mx1 +n és yo = mas + n értékek adjak a
keresett pontok mésodik koordinatait.

Forditva, ha egy adott egyeneshez tartozd els6foku fiiggvény képletét szeretnénk
meghatarozni, akkor ismerni kell az egyenes meredekségét és az egyik pontjat, vagy
az egyenes két kiilonbo6z6 pontjat.

Tegyiik fel, hogy az egyenes atmegy a
Pi(z1,y1) és Pa(x2,y2) pontokon. Ké-
szitstink dbrat! Az abran a tangens ér-
telmezésébdl a kovetkezd Osszefiiggések
lathatok

y—u _ Y2 — 91

m=tga = .
r — T o2 — X1

Ezért, ha ismerjiik az egyenes m mere-
dekségét és egyik Pi(x1,y1) pontjat, akkor az egyeneshez tartozé elséfoku figgvény
képlete

f(x) = mx +y1 —may,

illetve ha ismerjik az egyenes két kiillonbo6zé Pi(x1,y1) és és Po(xg,y2) pontjat,
akkor az egyeneshez tartozé elsofoku fiiggvény képlete

Y2 — Y1
flx) =
Tr9 — T1

r+y — mey.

Masodfoku fiiggvénynek hivjuk azt az f fliiggvényt, amely a kdvetkez6 mdédon
irhato
f:R—R, f(x) = ax® + bz + ¢,

ahol a, b, ¢ alland6 valds szamok és a # 0.

A misodfoka figgvény grafikonja egy Y
parabola’, melynek szimmetria tenge-
lye parhuzamos az y tengellyel. Ha
a > 0 akkor a parabola felfelé nyilik, el-
lenkez6 esetben a parabola lefelé nyilik.
Ez utébbi allitds a masodfoku kife-

jezés teljes négyzetté vald Atalaki- o \ o 2 o
tasabdl kovetkezik. Valéban, egysze- Yo & ‘ a>0

ri szamitasokkal nem nehéz igazolni,
hogy

b\2 b?

2 _
ar —|—b1:—|—c—a(:v—|—) +c— —.
2a 4a

tParabola a sik azon pontjainak halmaza, amelyek egyforma tavolsighan vannak egy ponttél
és egy adott egyenestol.
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Ekkor a mésodfoku fiiggvény grafikonjat megkaphatjuk az f: R — R, f(z) = 22
fiiggvénybdl egyszerti fiiggvénytranszforméacié segitségével. Az f(x) = z? grafikon-
jat alkot6 parabolat eldszor el kell tolni az x tengely mentén tigy, hogy minimum-

helye az
b

2

pontra keriiljon. Ezutdn |a|-szorosdra megnyujtjuk az y tengely mentén, de ha
a < 0, akkor még tiikrozni kell a grafikont az x tengelyre. Végil gy toljuk el az
y tengely mentén, hogy az x( helyen felvett értéke az

b2

yOZC—ﬁ

Trog =

értékkel legyen egyenld.

Ha a mésodfoku fiiggvény zérushelyeit keressiik, akkor tGjra a masodfoku kifejezés
teljes négyzetté vald atalakitasat hivjuk segitségiil. Egyszeri atalakitasokkal azt

kapjuk, hogy az
b\? b2
a (x + 2a> +c— Z =0

(x+b)2_b2—4ac
2a)  4a?

alakban. A fenti egyenlet akkor és csak akkor oldhaté meg, ha a D = b — 4ac, Gn.
diszkriminans értéke nem negativ. Ekkor négyzetgyokvonassal ki tudjuk fejezni
az x értékét, de harom esetet kell megkiilonboztetniink.

egyenlet atirhaté az

e Ha D > 0, akkor a masodfoku fliggvénynek két kiillonb6z6 zérushelye van:

—b+ vVb? — 4ac

T2 = 2a
e Ha D = 0, akkor a méasodfokt fliggvénynek egyetlen zérushelye van:
b
o= ——.
0 2a

e Ha D < 0, akkor a mésodfoku fliggvénynek nincs zérushelye.

A maésodfoku fiiggvény monotonitasat és konvexitdsat nem nehéz a grafikonjabol
megallapitani. Azt latjuk, hogy abszolut széls6értékhelye van az

b
2a
pontnal. Ez minimumbhely, ha a > 0, illetve maximumhely, ha a < 0. Ezért

ro —

e ha a > 0, akkor a fiiggvény szigorian monoton csokkend a | — 0o, xo| inter-
vallumon, illetve szigorian monoton névekvé az [zg, oo[ intervallumon,

e ha a < 0, akkor a fiiggvény szigorian monoton névekvé a | — 0o, xp| interval-
lumon, illetve szigorian monoton csokkend az [zg, oo[ intervallumon.

Tovabba a masodfoku fliggvény konvex, ha a > 0, illetve konkav, ha a < 0.
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Szeretnénk megjegyezni, hogy a masodfoku fiiggvény monotonitasara és konvexi-
tasara vonatkoz6 eredmények kovetkeznek a 3. Feladatbol valamint az 5. Tételbol.

A maésodfoku kifejezésekrdl fontos tudni még, hogy D > 0 esetén atirhaték a
kovetkezé modon
az® +bx +c = a(x — x1)(x — x2),

ahol z1 és 9 az f(x) = azx?+bx + ¢ masodfok fiiggvény két kiilénbodzé zérushelye.
Ezt gyoktényez6s alaknak hivjuk. Nem nehéz ezt igazolni, valoban

b VD) (oD

a(m—xl)(x—xg):a<x— 50 o

co((e4 Y B afes h) e
-\ 2a 4a? -\ 2a da

b\?2 b2
—a(w—i—) +ec— — =ax®+bx +ec.
2a 4a

Hasonléan igazolhat6, hogy ha D = 0, akkor

az’® 4+ bx + ¢ = a(x — x0)?,
ahol zg a masodfoku fliggvény egyetlen zérushelye. Mondhatjuk, hogy ez olyan,
mint a D > 0 eset, csak a két x1 és xo zérushely megegyezik és xg-val egyenld. Ezért
ilyenkor azt mondjuk, hogy zo kétszeres zérushelye a masodfoku fiiggvénynek.

Végul, az
a(x —x1)(x — 22) = az® — a(x) + 22)x + ax 29

atalakitasbol 1athaté, hogy az eléz6 kifejezés csak akkor lehet egyenlé az ax®+bx+c
kifejezéssel, ha

—a(x1 +x2) =b és ar1Ty = C,
azaz

b i c
T+ X0 = —— es T1To = —,
a a

hiszen a # 0. Ez utébbi Osszefiiggéseket Viete-formulaknak nevezik.

Frangois Viete (1540-1603) francia jogdsz, parlamenti képvisel§ is volt. A
matematikat kedvtelésbdl tizte. Matematikaval — konkrétan trigonometriaval
— a csillagaszaton keresztil kezdett foglalkozni. Bevezette az elsé egységes és
attekintheté algebrai irdsmodot, pl. az egyenletek egyiitthatoit is betiikkel
irta fel.

A masodfoku figgvény grafikonjdnak segitségével egyszerii médon tudunk méasod-
foku egyenlotlenségeket megoldani. Ez a kévetkezo modon torténik. Alakitsuk at
az egyenl6tlenséget gy, hogy az

az? +bxr+c¢>0 vagy az? +bxr+c<0


https://hu.wikipedia.org/wiki/Fran%C3%A7ois_Vi%C3%A8te
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alakot kapjuk, ahol a > 0. Ekkor az f(z) = ax?+bx + ¢ mésodfok fiiggvény grafi-
konja egy felfelé nyilé parabola. Most is a D = b — 4ac diszkrimindns segitségével
hérom esetet tudunk megkiilonboztetni.

e Ha D > 0, akkor a masodfoku fiiggvénynek két kiillonb6z6 zérushelye van:

—b—Vb? — 4ac ) b+ Vb —dac

2a 2a

A parabola ezekben a pontokban
metszi az x tengelyt. Ekkor az
ax® 4+ bx + ¢ > 0 egyenlétlenség
megoldasa az x < x1 vagy T > 9,
hiszen ezekben az esetekben a pa-
rabola az x tengely felett van. Az
ax?® + bxr + ¢ < 0 egyenlStlenség o \ - o
megoldasa az x1 < x < x9, hiszen \/

ebben az esetben a parabola az x
tengely alatt van.

e Ha D = 0, akkor a parabola az x tengely felett van, kivéve ha

b

Ez a parabola minimumbhelye és
ott érinti az x tengelyt. Ezért az
ax® 4+ bx + ¢ > 0 egyenlétlenség
megoldasa minden valds szam, ki-
véve az x = x szamot, illetve az
ax?+bx+c < 0 egyenlStlenségnek
nincs megoldésa.

N

X0 T

e Ha D < 0, akkor a masodfoku

fliggvénynek nincs zérushelye és a
teljes parabola az = tengely felett
van.
Ezért az ax? 4+ bx + ¢ > 0 egyen-
16tlenség megoldasa minden valds
szam, illetve az ax?® + bz +c < 0
egyenlotlenségnek nincs megolda-
sa.
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A harom vagy anndl nagyobb fokszami polinomok pontosabb vizsgilata
mar nem nélkiilézheti a differencidlszamitason alapulé fliggvénydiszkussziot. Ez
egy kés6bbi tananyag f6 témaja lesz. Ezért a kiévetkezdekben bizonyitds nélkil
mondunk ki olyan allitasokat, amelyek segitenek a polinomok nagyon vazlatos
abrazolasaban.

A polinomok grafikonja egy, a teljes valos szamok halmazan értelmezett folytonos
gorbevonal. Ha a polinom fokszdma n, akkor a polinomnak legfeljebb n darab
zérushelye és n — 1 darab széls6értékhelye lehet.

A polinom zérushelyeinek meghatarozasa nagy segitséget jelent az dbra elkészité-
sében. Sajnos a zérushelyszamitas nem mindig jar sikerrel. A mésodfoku egyenlet
megolddképletét ismerjik. A harmad- és negyedfoku egyenletnek is van megoldé-
képlete, az in. Cardano-képletek. Azonban az 6t vagy annal nagyobb fokszami
polinomegyenleteket nem tudjuk altalanosan megoldani, mert nem létezik olyan
képlet, amely a polinom egyiitthat6ibdl eléallitja a zérushelyeit.

Ez nem jelenti azt, hogy specialis esetekben nem tudnank magasabb fokszamu po-
linomegyenleteket megoldani. Egy lehetséges mddszer megsejteni a polinom egyik
xo zérushelyét és polinomosztassal felirni (z — xo)pi(z) alakban. Igy a tovabbi
zérushelyek megkereséséhez az el6z6 felirdasban szerepl6 p; polinomot kellene meg-
vizsgéalni, amely eggyel kisebb fokszamu, mint az eredeti polinom. Eléfordulhat,
hogy g szintén zérushelye a p; polinomnak, és igy az eredeti polinom mar felir-
haté (z — 2¢)?p2(x) alakban. Addig lehetne ezt folytatni, amig a polinomunkat fel
tudjuk frni (z — x0)*pg () alakban, ahol zg mar nem zérushelye a p; polinomnak.
Ekkor azt mondjuk, hogy az xy szdm k-szoros gyoke az eredeti polinomnak.

Tudjuk, hogy egy fliggvény zérushelye olyan pont, ahol a fiiggvény grafikonja az x
tengellyel talalkozik. Ha egy zérushely k-szoros gyoke a polinomnak és k paratlan
szam, akkor a grafikon atszeli az x tengelyt. Ha pedig k paros szam, akkor nem
szeli at, csak érinti az x tengelyt. Ezt felhasznaljuk a grafikon elkészitéséhez.

Még valami, a polinomok nem korldtos fiiggvények. A pozitiv szamok iranyaba egy
id6 utdn az értékek hataron tul néni vagy csokkenni kezdenek attdl fiiggéen, hogy
f6éegyiitthatéja nagyobb vagy kisebb, mint nulla. Ha a negativ szamok irdnyaba
nézziik, akkor az eredmény fiigg még a polinom fokszamanak paritasatdl is. Ha a
f6egyiitthatd pozitiv és a fokszam péros, vagy a féegytutthatd negativ és a fokszam
paratlan, akkor egy id6 utan a polinom értékei minden hataron til nének, ahogy
a valtozé abszolit értéke nd. A tobbi esetben a polinom értékei minden hatéron
tul csokkennek, ahogy a valtoz6 abszolut értéke no.

Léassuk egy példat! A p(z) = x° — 4z — 42 + 1622 polinom felirhaté
pla) = a*(x — 2)(z — 4)(z +2)
alakban. Ekkor x = —2, x = 2 és x = 4 egyszeres gyoke a polinomnak, mig x = 0

kétszeres gyoke. A polinom féegytitthatoja 1, ami pozitiv szam, és fokszama 5,
ami paratlan szam. Az aldbbi dbra mutatja a polinom grafikonjat.
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Y
/\/\
-2 0 2 4 x

Az el6bbi moédszerrel dbrazolt grafikon nem pontos, hiszen példaul nem tudjuk
vele meghatarozni a polinom széls6értékhelyeit.

Fontos még megjegyezni, hogy bar nem mindig tudunk polinomegyenleteket meg-
oldani, a megoldasokat kozelitéleg meg tudjuk taladlni numerikus moédszerekkel.
Erdemes megismerkedni a komputeralgebrai rendszerekben rejlé lehetoségekkel.

Gerolamo Cardano (1501-1576) italiai orvos, filozéfus és matematikus volt.
Annak ellenére, hogy hézassidgon kiviil sziiletett, hihetetleniil szivés termé-
szetének koszonthetéen elérte, hogy hiresebb orvos az ¢ idejében Eurépaban
nem volt és szdmos filozofiai, orvosi és matematikai miivet irt. Nevével ta-
nulmanyaikban a harmad- és negyedfoki egyenletek megoldéképlete mellett
talalkozunk. Fontos felfedezései voltak még a hidrodinamikaban, a mechani-
kaban, a valészintiségszamitasban és a geologiaban. Roéla nevezték el példaul
a kardantengelyt.

Azonban a harmad- és negyedfokt egyenletek megoldéképletét nem Cardano
fedezte fel, de 6 publikalta el6szor. Cardano becsiiletére legyen mondva, a
felfedezést soha nem tartotta magdaénak. A megoldoképletek sziiletésérol szé-
16 torténet a matematikatorténet leghiresebb fejezetei kozé tartozik, amirdl
bévebben olvashatunk [5]-ben.

4.2. Racionalis tortfiiggvények

A racionilis tortfiiggvények azok fliggvények, amelyek felirhaték két polinom
hanyadosaként. Mas szavakkal, raciondlis tortfiiggvényrdl beszéliink, ha taldlunk
olyan ag, ai,..., an, illetve bg, b1,..., b,, valds szamokat, hogy a fiiggvény az

nx™ + ap_12" L+ a1 + ag

fz) =

képlettel irhaté fel, ahol a,, # 0 és b, # 0. A raciondlis tortfiiggvény értelmezési
tartomanya a valds szamok halmaza, kivéve a nevezében 1év6 polinom zérushelyeit.

A polinomok is raciondlis tortfiiggvények, hiszen a nevezében 1évé polinom lehet
a konstans, nem azonosan nulla fiiggvény.


https://hu.wikipedia.org/wiki/Gerolamo_Cardano
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A legegyszeriibb racionalis tortfiiggvény, amely y
mar nem polinom, a reciprok fiiggvény. En-
nek értelmezése a kovetkezo:

FiR\{0} =R, f(a)=-. po

T

A reciprok fiiggvény grafikonja egy hiperbola
és gy két folytonos gorbedarabbdl 4ll. Nem ne-
héz igazolni, hogy a reciprok fiiggvény péaratlan,
illetve csak a | — 0o, 0] vagy csak a |0, oo[ inter-
vallumon tekintve szigoriian monoton csékkeno
(lasd a 41. Feladatot).

A reciprok fliggvény szigortan konvex a ]0,oco[ intervallumon. Valéban, minden
O<zxz<yés0< <1 esetén

1

1 1
A (1N
)\x+(1—)\)y< m+( )

Y

teljesiil, hiszen

Az + (1= \)y) ()\iJr(l—)\);):)\2+(1—)\)2+)\(1—)\) (;Hi) >

SN H I -N2F20(1-N)=\+(1-N)*=1.

Az el6bbi levezetésben azt alkalmaztuk, hogy az g és ¥ szamok szorzata 1, ezért a

szamtani és a mértani kozepek kozotti egyenlétlenségbdl kévetkezik, hogy Gsszegiik
nagyobb, mint 2 (lasd a 13. Tételt).

Mivel a reciprok fiiggvény paratlan, ezért a 8. Tételbol kovetkezik, hogy szigorian
konkdv a | — oo, 0 intervallumon.

A reciprok fiiggvény invertalhaté és inverze énmaga. Valéban, minden a,b # 0
valés szadm esetén az

1 1
egyenl6ségbol kovetkezik, hogy a = b, illetve ha y = —, akkor x = — minden
z )
x,y # 0 esetén.

Egy mésik nevezetes racionalis tortfiiggvény a linearis tortfiiggvény. Nevezete-

sen az
ar +b

cr+d

pRAVS R s -

médon megadott fiiggvény, ahol a, b, ¢ és d valds szdmok, illetve ¢ # 0 és be # ad.

Alkalmazzuk az
bc — ad

C

a:c—i—b:g(cx—i-d)—i-
c

8 A hiperbola azon pontok halmaza, melyeknek két rogzitett ponttdl vald tdvolsdga kiilonbsé-
gének abszolat értéke allandé.
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atalakitast arra, hogy atirjuk a linedris tortfiiggvényt a kovetkezd alakban

b bc — ad 1
axr + _a+c a.

cx+d ¢ c? x—|-%l'

Ebbdl azt latjuk, hogy a linearis tortfiiggvény grafikonjat megkaphatjuk a reciprok
fliggvénybdl fiiggvénytranszformécié segitségével. Elsé 1épésben eltoljuk a reciprok
fliggvényt az = tengely mentén gy, hogy fliggdleges szimmetriatengelye legyen az

T = —% egyenes. Majd az igy kapott grafikont nyujtjuk vagy zsugoritjuk az y
bc—ad
02

tengely mentén a szam abszolut értéke-szorosaval. Ha bc < ad, akkor a
grafikont még tiikkrozni kell az x tengelyre. Végil a kapott grafikont eltoljuk az
y tengely mentén gy, hogy vizszintes aszimptotdja az y = % egyenes legyen. A

kovetkez6 dbra egy linearis tortfiiggvény grafikonjat mutatja be > ad esetén.

bc > ad

Ezek utdn mar nem nehéz megallapitani a fliggvénytranszformaciéval kapott line-
aris tortfiiggvény monotonitasi és konvexitasi szakaszait. Ezt az olvasora fogjuk
bizni (ldsd a 42. Feladat). Szeretnénk még megjegyezni, hogy minden linedris
tortfiiggvény invertalhaté és inverz fiiggvénye szintén linedris tortfiggvény (lasd a
43. Feladatot).

Végiil szeretnénk néhany altaldnos megéllapitast tenni a raciondlis tortfiiggvények
grafikonjarol. Rogton szogezziik le, hogy differencidlszamitason alapulé fliggvény-
diszkusszié nélkiil nagyon ritkan tudjuk a grafikont elkésziteni, de ez esetben a
szamlaloban és a nevezOben szereplo polinomok zérushelyei alapjan csinalhatunk
egy nagyon vazlatos abrat. Foglaljuk 6ssze, hogyan befolyasoljak ezek a zérushe-
lyek az elkészitend6 grafikont!

e Ha xg k-szoros gyoke a szamlaloban 1év6, de nem gyoke a nevezében 1évo
polinomnak, akkor xg zérushelye lesz a raciondlis tortfiiggvénynek. Ekkor a
polinomokhoz hasonléan, ha k péaratlan szam, akkor a grafikon atszeli az x
tengelyt, de ha k paros szam, akkor nem szeli at, csak érinti az = tengelyt.
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e Ha xp nem gyoke a szamlaléban 1év6, de k-szoros gyoke a nevezOben 1évé
polinomnak, akkor azt mondjuk, hogy =y pélushelye a racionalis tortfiigg-
vénynek. A poélushelyek sajatossaga, hogy a fiiggvény nem korldtos az zg
pont kornyezetében és a grafikonja egyre jobban megkozeliti az x = x¢ fiig-
gbleges egyenest, de nem éri el. Lattunk mar ilyet a reciprok fiiggvény x = 0
pontja esetén. Ha k paratlan szam, akkor a fiiggvény eldjele kiillonbozik az
xg pont bal- és jobboldali kérnyezetében, de ha k paros szam, akkor a két
elojel megegyezik.

e Ha x( k-szoros gyoke a szamlaloban 1év6 és [-szeres gyoke a nevezoben 1évo
polinomnak, valamint k& > [, akkor (z —zg)*-nel tudjuk egyszerfisiteni mind a
két polinomot és a megmaradt raciondlis tortfiiggvényt vizsgalhatjuk tovabb.
De vigyazzunk, mert az egyszerusitett képlet értelmezhet6 az xg pontban, de
az eredeti nem. Mas szavakkal, az egyszerisitett fliggvény grafikonja folyto-
nosan megy at az xy pontban, de az eredeti fiiggvény menete ott megszakad.
Ezért csak annyit tesziink, hogy a grafikont egy iires karikaval ,kilyukaszt-
juk” az xp-hoz tartozdé helyen, amivel azt jelezziik, hogy az eredeti raciondlis
tortfiiggvény nem értelmezhetd ebben a pontban.

e Ha x( k-szoros gyoke a szamlaloban 1év6 és [-szeres gyoke a nevezOben 1évo
polinomnak, valamint & < [, akkor (z — 2¢)*-nal tudjuk egyszerfisiteni mind
a két polinomot. Ebben az esetben az eredeti és az egyszertsitett racionalis
tortfiiggvény teljesen azonos, egyik sem értelmezhetd az xo pontban. Mivel
xo tovabbra is zérushelye lesz az egyszeriisitett fliggvény nevezdjének, ezért
polushelye lesz a raciondlis tortfiiggvénynek.

Egy racionalis tortfliggvény lehet korlatos fiiggvény. Valéban az

1

0=

fliggvény minden értéke nagyobb, mint 0 és kisebb vagy egyenlé, mint 1. Ha
szeretnénk megvizsgdlni egy raciondlis tortfiiggvény viselkedését nagy abszolut ér-
téklt szamok esetében, akkor hatarértékszamitast kell alkalmaznunk. Mivel még
nem rendelkeziink a sziikséges ismeretekkel, ezért csak nagyon véazlatosan tudjuk
Osszefoglalni a lehetséges eseteket. Tekintsiik tjra az

A" + ap_12" M+ -+ a1z + ag
bmxm + bm—lxm_l 4+ -+ blm + b(]

flz) =
raciondlis tortfiiggvénynél alkalmazott jelolést!

e Han < m, azaz a szdmlaléban 1év6 polinom fokszama kisebb, mint a nevezéé,
akkor akar a pozitiv, akar a negativ szamok irdnyaba néziink egy idé utan
a fiiggvény értéke egyre kozelebb keriil a nulldhoz. Ez azt jelenti, hogy a
grafikon mindkét iranyban egyre jobban megkozeliti az = tengelyt, de nem
éri el.
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e Ha n = m, azaz a szamlal6ban és a nevezOben 1év6 polinom fokszdma meg-
egyezik, akkor ugyanaz lesz a helyzet, mint az el6z0 esetben azzal a kiilonb-
séggel, hogy a grafikon nem az x tengelyt kozeliti meg, hanem az

J— an
0

vizszintes egyenest.

e Ha n > m, azaz a szamlaléban 1év6 polinom fokszama nagyobb, mint a neve-
z0é, akkor egy id6 utan az értékek minden hataron tal néni vagy csokkenni
kezdenek attol fiiggben, hogy a két a, és b, féegyilitthatd el6jele megegye-
zik vagy nem egyezik meg. Ha a negativ szdmok iranyaba néziink, akkor
az eredmény fiigg még a két polinom fokszdmanak paritasatél is. Ha a f6-
egyutthatok eléjele és a fokszamok paritdsa megegyezik, vagy ha egyik sem
egyezik meg, akkor egy id6 utan a fliggvény értékei minden hatdron tal né-
nek, ahogy a valtozo abszolut értéke n6. A tobbi esetben a fiiggvény értékei
minden hataron tul csokkennek, ahogy a valtoz6 abszolat értéke nd.

Lassunk egy példat! Tekintsiik az
z(x —2)?

xr) =
/(@) (x —4)(x —2)(z + 2)
fliggvényt! Egyszeriisités utan azt kapjuk, hogy

z(x —2)
T) = —""7——= T % 2).
@)= ety @#2
Ekkor x = 0 a fliggvény zérushelye, illetve x = —2 és © = 4 a fiiggvény podlushelye.
Az aldbbi dbra mutatja a polinom grafikonjat.

Y

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
,,,,,,,,,,,,,, U
| 1
|
|
T
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

-2 0 2

|
|
|
|
|
!
!
!
|
|
|
|
|
|
|
|
!
!
!
f
|
|
|
|
|
|
|
!
!
|
|
|
|

Szeretnénk még egyszer hangstlyozni, hogy az el6bbi mddszerrel abrazolt grafikon
nem pontos, hiszen példaul nem tudjuk vele meghatarozni a fiiggvény széls6érték-
helyeit.
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4.3. Az n-edik hatvany- és gyokfiiggvény

Az
f:R—=R, flx) =2a"

moédon megadott fliggvényt n-edik hatvanyfiiggvénynek nevezziik, ahol n egy
pozitiv egész szam.

A hatvanyfliggvények specidlis polinomok. Grafikonjukat meg kell kiillénboztetni
az n paritasa szerint, hiszen a 7. Feladatban mar igazoltuk, hogy ha n paros, akkor
f péaros fliggvény, ha n paratlan, akkor f péaratlan fiiggvény.

Ha n =1, akkor az f(x) = z fiiggvényt kapjuk, amelynek grafikonja egy az origdn
Atmend, az x tengellyel 45°-ot bezar6 egyenes. Ha n = 2, akkor az f(z) = z?
figgvényt kapjuk, amelynek grafikonja a jol ismert parabola. A kérdés tehat,
hogy milyen lesz a fliggvény grafikonja n > 2 esetén.

A paritds miatt elegendd lenne meghatérozni a grafikont az x > 0 szamok esetén.
Ehhez vegyiik észre, hogy az n-edik hatvanyfiiggvény az f(x) = x figgvény n-
szer egymds utdn énmagaval vett szorzata. Igy a 3. Feladat utdni megjegyzésbél
kovetkezik, hogy az n-edik hatvanyfiiggvény szigortian monoton névekvé a |0, oo]
intervallumon. Hasonléan, az 5. Tétel utani megjegyzésbol kovetkezik, hogy az
n-edik hatvanyfiiggvény szigorian konvex a |0, co[ intervallumon, ha n > 2.

Negativ értékek esetén a fenti tulajdonsagok-
bdl régton meg tudjuk allapitani a fiiggvény-
tulajdonsagokat a fliggvény paritasa alapjan.
Eszerint két esetet kell megkiilonboztetni.

n paros 1Y

Ha n péros, akkor f paros fiiggvény, ezért szi-
gortian monoton csokkend lesz a | — oo, 0[ in-
tervallumon, szigorian monoton noévekvé lesz 1]
a )0, oo[ intervallumon, és abszolit minimuma | |
van az xg = 0 pontnal. Tovabba a fiiggvény | l

konvex a valés szamok halmazén. ) 1 T

Ha n paratlan, akkor f szigortian monoton

névekvo a valés szamok halmazan. Han > 3, n paratlan¥

akkor f szigortian konkév a | — oo, 0[ interval- n>3
lumon és szigorian konvex a ]0, co[ interval-
lumon.

A kovetkezdkben Osszefoglaljuk a ,,Valos sza-
mok” cimii tananyagban tanult hatvanyozas

alaptulajdonsagait: . |

(@) ™7 = @™, (b) 2" = T (@ £ 0), ? vk
f---4 1

©a"" = @) @ =(5) Ao,

(e) "™ = («™)™.

minden x,y € R és n,m € N esetén.
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Azt lattuk tehat, hogy az n-edik hatvanyfliggvény szigortian monoton névekvo
a valés szamok halmazan, ha n paratlan szam, és ezért invertalhaté figgvény.
Ha n paros szam, akkor mar nem invertalhaté, de ha lesziikitjik a fliggvényt a
nem negativ valds szdmokra, akkor mar invertalhat6, mert ott szigortian mono-
ton novekvs. Az igy értelmezett inverz fliggvényeket n-edik gyokfiiggvénynek
mondjuk. Nevezetesen, ha n paros szam, akkor

fr0,00[=R,  f(z) = Va,

és ha n paratlan szam (n > 3), akkor
ffR=R, f(z)= V=

Az els6 részben az inverz fiiggvényekre
igazolt 3., 4. és 6. Tételek alapjan meg-
kapjuk az n-edik gyokfiiggvény grafi-
konjat az n-edik hatvanyfliggvény in-
verzeként. KEzek szerint a gyokfiggvé-
nyek szigorian monoton névekvoek a
teljes értelmezési tartoméanyukban, il-
letve szigortan konkdv a |0, co[ intervallumon.

Tovabba, ha n paratlan, akkor az n-edik gyokfliggvény paratlan fliggvény, illetve
szigorian konvex a | — 0o, 0[ intervallumon.

Y+ n pératlan (n > 3)

A kovetkezdkben 6sszefoglaljuk a ,,Valés szamok” cimii tananyagban tanult gyok-
vonas alaptulajdonsagait:

Vay = Vi ”Ezw
() Yoy = Vxi/y, ®) {5 o (y #0),

(o) ¥z = e, (d) ¥/ = (yz)",
(e) Va2 = |z, (d) "Va2ntl = g

minden olyan x,y € R és n,m € N esetén, ahol a fenti gyokok értelmezhetoek.
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4.4. Az exponencialis és a logaritmus fiiggvény
El6szor foglaljuk 6ssze, hogyan értelmeziink egy szam z-edik hatvanyat!
e Ha a € R és x = n egy pozitiv egész szam, akkor
at:=a és a:=a-a" ' (n>1).

e Haa#0és =0, akkor a¥ := 1.

e Ha a # 0 és x egy negativ egész szam, azaz x = —n, ahol n egy pozitiv egész
szam, akkor
a = i
an

e Ha a > 0 és = egy raciondlis szam, azaz x = =, ahol p egész szdm és g egy

Q3

pozitiv egész szam, akkor

Hogyan értelmezziik egy pozitiv szam x-edik hatvanyat, ha x egy irracionélis szam?
Mivel egyenld példdul a 2™ hatvany?

A kérdés megvilaszolasara alkalmazzuk a kovetkezd allitast, amelyet a ,Valos sza-
mok” cimii tanagyagban igazoltunk.

Ha r < s két raciondlis szam és a > 1, akkor a" < a*.

A fenti allitas szerint az a” kifejezés szigorian monoton névekvé a raciondlis sza-
mok halmazan, ha a > 1. Ebbél kovetkezik, hogy minden x valés szdm esetén
az

Ay ={ad":r<zésreQ}

halmaz feliilr6l korlatos, hiszen barmely s > x raciondlis szam esetén az a® szam
a halmaznak fels6 korlatja. Ezért az A, halmaznak létezik fels6 hatdra. A mono-
tonitdas miatt ez a felsé hatar megegyezik a®-nel, ha x racionalis szam. Terjessziik
ki tehat ezt az értelmezést az Gsszes x valds szamra.

~
13. Definicid. Legyen x egy valos szam.

e Haa > 1, akkor

a® :=sup{a":r <z ésr e Q}.

1 —T
e Ha0<a<1, akkor a® := <> .
a

__© Ha a =1, akkor 17 := 1. ).
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1
A 0 < a < 1 esetben adott értelmezés azért helyes, mert — > 1, és igy visszavezet-
a

1
heté az a > 1 esetben adott értelmezéshez. A rovidség kedvéért a tovabbiakban —
a

helyett az a~ ! jelolést fogjuk alkalmazni.

A monotonitds miatt az a® := sup{a”: r < x és r € Q} értelmezés leegyszeriisit-
het6 az x irraciondlis szamokra. Minden a > 1 esetén, ha rq, 72, r3,... megszam-
lalhatdan sok olyan raciondlis szdm, amire

x = sup{ry, ra, 3,... } teljesill, akkor a" =sup{a’t, a"?, a™,...}.

Valéban, ha y := sup{a", a2, a3, ...}, akkor y < a”, hiszen az A, halmaz tartal-
mazza az {ri, ro, r3, ...} halmazt, igy szuprémuma nagyobb vagy egyenls. Mas-
részt, tetszoleges r < x raciondlis szdm esetén van olyan r; raciondlis szam, hogy
r < r;, hiszen x az rq1, ro, r3,... szdmok szuprémuma. Ekkor a” < a"i, amibdl
kovetkezik, hogy a® < y. Mindent egyiittvéve y = a® teljesiil.

A fenti leegyszeriisités miatt igaz, hogy

2™ = sup{2°, V231 10/9314 1O0/93141 1,
hiszen m = sup{3; 3,1; 3,14; 3,141;... }. Mivel

8,821 &~ "W/23141 < o™  10V/23142 ~ 8 827,

ezért 27 kozelito értéke 8, 82.

Az irracionélis kitevds hatvanyozés értelmezése utdn mar megadhatd az exponen-
cidlis fiiggvény fogalma. Az

f: R —]0,00], f(z) =a"

fliggvényt, ahol @ > 0, a # 1 egy valés szdam, a alapt exponencialis fiiggvény-
nek nevezziik. Igazolhatd, hogy az exponencialis fliggvény értékkészlete éppen a
pozitiv valds szamok halmaza.

Az exponencialis fliggvény grafikonja egy a teljes valds szdmok halmazan értelme-
zett folytonos gorbevonal. A grafikont meg kell kiilléonboztetni a > 1és0 < a < 1
esetén. A kovetkezo dbrak mutatjik az exponencialis fliggvény grafikonjat mindkét
esetben.

O<axl1
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Legyen a > 1 és x < y két valés szam. Vegyiink két olyan r; és ro raciondlis
szamot, amire x < 11 < ro < y teljesiil. Mivel a™ és a"? fels6 korlatja az A,
halmaznak, és mindkettd eleme az A, halmaznak, igy

a® =sup A, <a" <a™”? <supAd, =a’

teljesiil. Ez azt jelenti, hogy az exponencialis fiiggvény szigortian monoton névekvo
a valds szdmok halmazan, ha a > 1. Ha 0 < a < 1, akkor az a® = (a™!) ™" értelme-
zésbdl régton latjuk, hogy az exponencialis fliggvény szigorian monoton cstkkend
a valds szamok halmazan. Mindkét esetben, ha 0 < a < 1, vagy ha a > 1, igazolni
fogjuk, hogy az exponencialis figgvény konvex a teljes valdés szamok halmazan.
Ehhez el6szor nézziik meg az exponencialis fliggvény alaptulajdonsagait.

Minden a,b > 0 és x,y € R esetén igaz, hogy
a) a®a? = a* 1Y b) L = qoy
(a) 7 ;
(c) (a*)Y = a™,

(d) (ab)® = a®b°, (e) <b>x ==

A [ Valés szamok” cimii tananyagban igazoltuk az el6z6 alaptulajdonsigokat, ha
x és y raciondlis szdmok. Megmutatjuk, hogyan tudjuk az alaptulajdonsigokat
kiterjeszteni az Osszes valds szamra, de csak az a) tulajdonsig esetében. A t6bbi
igazolasat az olvaséra bizzuk (lasd a a 45. Feladatot).

9. Feladat. Legyen z,y € R és a > 0. Igazoljuk, hogy a*™Y = a*a¥.

Megoldds: Az allitast mar igazoltuk a ,Valds szamok” cimili tananyagban,
ha x és y raciondlis szamok, illetve az a = 1 eset nyilvanval6, mert 1*¥ = 1
minden z € R esetén.

Tegyiik fel, hogy a > 1. Legyen r < x + y egy racionalis szam. Mivel két
szam kozott taldlunk raciondlis szamot, igy van olyan r; € Q, hogy

r+y—r
1<

<r <z
B) S s

Jelolje még ry := r — r1. Egyszerl szamitasokkal nem nehéz igazolni, hogy
r1 és 9 két olyan racionalis szam, amire

r <z, re <Y, és ri+re=r
teljesiil. Ekkor az exponencialis fliggvény monotonitdsa miatt

a” =a" "2 =a"a"? < a®a¥
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teljesiil. Ezek szerint a”a? felsé korlatja az {a": r < x+y és r € Q} halmaz-
nak, vagyis nagyobb vagy egyenld, mint a felsé hatara, ami a definici6 szerint
éppen a® Y. Eszerint a®*Y < a®aY.

Miésrészt legyen r < x és s < y két raciondlis szam. Ekkor r + s < x + vy, és
igy az exponencialis fiiggvény monotonitasa miatt

a’"a® =a" T < g,

Ezért minden s < y esetén

a*tv a1y
>a" (r<ux) =

>sup{a":r<zésreQ}=a".

a® =

Ebbé] hasonldéan

az—l—y aﬂ:—l—y
>a® (s<y) -

e pes >sup{a®: s <yésseQ}=ad.

Tehat a®a¥ < a*™Y. Ezért mindent egyiittvéve azt kapjuk, hogy a* ™Y = a%aV.

A 0 < a <1 esetet az el6z6 esetbél kapjuk meg. Valdban, a=!' > 1, és igy

= o) ) = () )

teljestil.

Az el6z6 feladatban igazolt tulajdonsag alkalmazhaté az exponencialis fliggvény
konvexitasanak igazolasara. Induljunk ki a jol ismert szamtani és mértani kzepek
kozotti egyenltlenséghdl, ami azt allitja, hogy ha x és y két kiilénb6z6 pozitiv

széam, akkor
rT+y

Vry < 5
A szamtani és mértani kézepek kozotti egyenlStlenség altalanos alakjaval a 6. Rész-
ben fogunk foglalkozni. Legyen most = és y két kiilonbo6z6 valés szam és a > 0,
a # 1. Az exponencidlis fiiggvény szigori monotonitdsa miatt a® # a¥, ezért
a 9. Feladatban igazolt tulajdonsédg és a szamtani és mértani kozepek kozotti egyen-
16tlenség szerint

T Y
z+ty a” +a
a2 =+va*a¥ < 72 .

Ebbdl kovetkezik, hogy az exponencilis fiiggvény szigorian gyengén konvex. Mivel
a fiiggvény szigorian monoton ndévekvo, igy a 9. Tétel szerint az exponencialis
fliggvény szigoruan konvex.

Az exponencialis fiiggvény szigori monotonitasabdl kévetkezik, hogy invertalha-
t6 fliggvény a teljes valdés szamok halmazan. Az a alapi exponencidlis fliggvény
inverzét a alapu logaritmus fiiggvénynek nevezziik és

7\ (@) = log, @

modon jeloljik. A logaritmus fiiggvény értelmezési tartoménya az exponencialis
fliggvény értékkészlete, azaz a pozitiv valés szamok halmaza.



4. Elemi fiiggvények 48

Az exponencialis fliggvényhez hasonléan a logaritmus fiiggvény grafikonja egy a po-
zitiv valés szémok halmazan értelmezett folytonos gorbevonal. A grafikont ugyan-
gy megkiilonboztetjilk a > 1 és 0 < a < 1 esetén. A kovetkezd abrak mutatjak a
logaritmus fliggvény grafikonjat mindkét esetben.

Yy O0<axl1

ol o -
—
8

Az inverz fliggvény monotonitasarél szélé 3. Tételbdl kovetkezik, hogy az a ala-
pu logaritmus fliggvény ugyanolyan monotonitast, mint az a alapti exponencialis
fliggvény. Ezért a > 1 esetén szigorian monoton névekvs, mig 0 < a < 1 esetén
szigortian monoton csékkend fiiggvény.

Mas a helyzet a konvexitassal. Az inverz fliggvény konvexitdasardl szolé 6. Té-
tel szerint a fiiggvény monotonitasanak tipusa befolyasolja a konvexitas tipusat.
Az exponencidlis fliggvény konvex fiiggvény. Ha a > 1, akkor az exponencidlis
fliggvény szigoruan monoton novekvo, és ezért a logaritmus fiiggvény konkav. Ha
0 < a < 1, akkor az exponencidlis fliggvény szigorian monoton csékkend, és ezért
a logaritmus fliiggvény konvex.

A logaritmus fiiggvény alaptulajdonsagai a kovetkez6k: minden z,y € R™, il-
letve b€ R, a,c > 0 és a,c # 1 esetén igaz, hogy

(a) log, zy = log, x +log, y, (b) log, = = log, » — log, ,
Y
(c) al%8a® = g, (d) log, z” = blog, ,
1
(e) log, x = 8T (f) log, clog.a = 1.

- log.a’

A (c) tulajdonsdg az exponenciélis és a logaritmus fiiggvény inverz-kapcsolatabél
kovetkezik. A tobbi tulajdonsdg igazoldsa az exponencidlis fliggvény tulajdonsa-
gainak és szigort monotonitdsdnak alkalmazasival torténik. Példdul az (e) tulaj-
donsagot ugy igazoljuk, hogy

Cloga zlog.a _ (ClogC a)loga z _ alOg“ T Clogcm‘

gy log, xlog. a = log, x, amibél az (e) tulajdonsdg kovetkezik. A t6bbi tulajdon-
sdg igazolasat az olvaséra bizzuk (ldsd a 46. Feladatot).
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4.5. Trigonometrikus fiiggvények

Az itt targyalasra keril6 trigonometrikus fiiggvények megadasa geometriai ere-
detii. A kozépiskolaban tanult koordindtageometriai ismeretek elengedhetetlen a
tananyag megértéséhez. Mindenek elott a szog mérésével kapcsolatos fogalmakrol
ejtiink néhany szot.

A szoget egy olyan koriv hosszaval mérjiik, amelynek kozéppontja a szdg csicsa.
Szogméréshez két mértékegység hasznalatos, a fok és a radian. Ha a kor keriiletét
felosztjuk 360 egyenld részre, akkor egy részhez tartozé iv jeloli ki az egységnyi
nagysagu, 1°-os szoget. 1 radidan nagysagi az a szdg, amelyet a méréshez felhasz-
nalt kor sugaraval egyenld nagysagu iv mér. Ha egy sz6g « fokos és ugyanakkor x

radian, akkor fenndll a
x T

o 180°

Osszefiiggés.

Tekintsiik az origd kozéppontd 1 sugari Y
kort. Ekkor a kor keriilete 2w. Legyen Snaf - =
x € [0,2w]. Jelolje P a kor kertiletének |

azon pontjat, ahol az (1,0) koordinataju i
ponttél az éra jarasaval ellentétes iranyban o) !

P-ig hatérolt kertileti iv hossza éppen = (x cos 1
radian szog). Ekkor gy értelmezziik = ko-
szinuszat és szinuszat, mint a P pont els6
és masodik koordinatajanak értéke. Ezeket
cosx és sinx mdédon jeloljik.

A fenti megfeleltetések a szog radidnban mért [0, 27[-beli értékéhez hozzérendel-
nek egy [—1, 1]-beli szdmot. A gyakorlatban, példaul a trigonometridban, szoktak
a szinuszt és a koszinuszt fokban mért szogekre is alkalmazni. Azonban csak akkor
tekinthetjiik Oket valds fliggvényeknek, ha kizardlag a radidn szogmértéket hasz-
naljuk.

A szinusz és a koszinusz értelmezésébdl rog-
ton megkapjuk a tdbldzatban szereplo érté-

0l = 3m
keket. Tovabba v 2 | T |2
sinz | 0|1 0 1
cos?z +sin’z =1 (7)
cosz |1]0|—-11] O

minden z € [0,27], hiszen az értelmezés-
ben szereplé P pont koordindtai kielégitik
az origd kozéppontu 1 sugari kor egyenle-
tét.

Hérom olyan tovabbi szog van, amelyek nevezetesek azért, mert geometriai iton
nem nehéz kiszdmitani a hozzajuk tartozo szinusz és koszinusz értékét.
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Az egyik a 45° sz0ghoz tartozé x = 7,

hiszen az abran lathaté OKP derék-

sz6gll hdromszog egyenlo szard. Ezért

a P pont mindkét koordinataja meg- V3
egyezik, és igy (7) alapjan kovetkezik,
hogy

8

T V2

T .
COSZ:SIDZ:7. 4

----d- YAy

=

Q
ool
—
-

Ha a 30° sz6ghoz tartozé x = § értéket
nézzik, akkor az OK P derékszogl hé-
romszoghoz tartozd Thalész-kor kozép-
pontja az 1 hosszusagu OP atfogd F
felezépontja. Igy FKP olyan egyenld N
szart haromszog, amelynek egy szoge
60°. Ebbol kiévetkezik, hogy FK P egy
szabélyos haromszog, amelynek min-
den oldala 3 hosszisigd. Tehdt a P 0!
pont mésodik koordinétaja 1, és igy (7) > < i
miatt az els6 koordindtija § Ezért o ) \@ s

O V3
T V3 oo 1 2/1

CcoS — = — és sin — = —.

6 2 6 2

[

Az €l6z6h6z hasonléan a 60° szoghoz tartozd x = § érték esetén azt kapjuk, hogy

s 1 LT \/3

Ccos — = — és sin — = —.
3 2 3 2

A téblazat Osszefoglalja az el6z6 neve- - - -
.. .. . x| Z s z
zetes szogekhez tartozd szinusz és ko- 6 4 3
szinusz értékeket. sin % @ §
V3| V2 1
CST |15 |3 | 2

Azt a figgvényt, amely 27 periédussal kiterjeszti a [0, 27[-beli szinusz értékeket az
egész valos szamokra, szinusz fliggvénynek nevezziik és ugyanigy sin x mdédon
jeloljik. Hasonlban értelmezziik a koszinusz fiiggvényt is. Tehdt

sin: R — [-1,1] és cos: R — [—1,1]

27 szerint periodikus fiiggvények.
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51
A kovetkez6 dbra mutatja a szinusz fliggvény grafikonjat.
Y
1 4
x % ’ % % 2ny/
/7 on 8 -7 -z z @ st €T
14

A koszinusz fiiggvény grafikonja pedig a kévetkezo.

1+Y

vl
_:‘ =+

A periodicités figyelembevételével nem nehéz megadni a fliggvények zérushelyeit:

cosx =0 = ng—klm,
sinx =0 = x=kr
minden k € Z esetén, melynek segitségével elGjel vizsgalatot hajthatunk végre:
T T
cosz >0 = —§+2k7r<x<—+2k7r,
37
cosz <0 = §+2k:7r<:1:<?+2k77,
sinz >0 <= 2km <x < m+ 2km,
sinz <0 =

—7 + 2km <z < 2k7
minden k € Z esetén.

A periodicitds miatt szintén nyilvanval6, hogy (7) kiterjeszthetd a teljes valds sza-
mok halmazara, azaz

cos’z +sin?z =1 (x € R).

(8)
A kovetkezd Osszefiiggések szintén nagyon fontos szerepet jatszanak a trigonomet-
rikus kifejezések kezelésében.
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10. Tétel (Addiciés tétel). Minden z,y € R esetén

cos(z + y) = cosz cosy — sin x sin y,

sin(z + y) = sinx cosy + cos z sin y.

Bizonyitds.

Legyenek i és j a (0,1) és (1,0) pontok-

ba mutaté egységvektorok. P, és P, az ” y Puty

egységkor keriiletének azon pontjai, ahol y. J

az (1,0) koordinétdju ponttdl az éra jara- Y \=

saval ellentétes iranyban a pontig hatarolt T

keriileti iv hossza éppen = és = + y. Ha 5 1 d
1

x vagy = + y nem eleme a [0,27[ inter-
vallumnak, akkor a megfelel6 egész szamu
27 hozzdadasaval a mértékiiket azzd tud-
juk tenni. Tovabba legyen P, az egysé@

keriiletének azon pontja, amelyre az OP,
vektor az OP, vektor 90°-o0s, az Ora jara-
sdval ellentétes iranyu elforgatasa.

Egy pont koordindtai azt jelolik, hogyan irhaté fel a pont helyvektora az i és
j vektorok segitségével. Ezért a P, pont értelmezése miatt

OP, = cosxi—+sinxj,
7 . . .
OP, = —sinzi—+ cosxj.

A P, P, ivhez tartoz6 kozépponti szog y radidn, igy az OP, és OP,, vektorok

x
altal 1étrehozott 1j koordinata-rendszerben
R s —
OP,1y = cosyOP, +siny OP,.
Az els6 két egyenletnek a harmadikba val6 helyettesitésével az

—
OPyiy = cosy(coszi+sinzj) +siny(—sinzi+ cosxj)

= (cosx cosy — sinzsiny)i+ (sinz cosy + cos x siny)j
eloallitast kapjuk. Mivel
OPpiy =cos(x+y)i+sin(z+y)j

P T
az OP, 1, vektor egy masik el6allitasa, igy a megfelelé komponensek egyenldk,
amibdl a tétel allitasa kovetkezik.

Az addicios tételnek van egy masik alakja, amely a szogek kiilonbségére vonatkozik.
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11. Tétel. Minden z,y € R esetén

cos(z —y) = cosxcosy + sinxsiny,

sin(z — y) = sinz cosy — cos x sin y.

Bizonyitdas. Az addicios tételbdl azt kapjuk, hogy
cosz = cos((z —y) +y) = cos(z — y) cosy — sin(x — y) siny,
sinz = sin((z — y) + y) = sin(x — y) cosy + cos(x — y) siny.

Ha az els6 egyenletet megszorozzuk cos y-nal, a masodikat sin y-nal és Ossze-
adjuk, akkor azt kapjuk, hogy

cos z cos y + sin zsiny = cos(z — y) cos® y — sin(x — y) sin y cos y+
+ sin(z — y) siny cosy + cos(x — y)sin’y =
=cos(z — y)(cos? y + sin’ y) = cos(z — y).

A maésodik azonossag hasonléan igazolhat6. Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

Az addicids tételbdl szinte minden trigonometrikus fliggvényekkel kapcsolatos tu-
lajdonsag igazolhatd. Rogton megallapithato vele a szinusz és koszinusz fliggvények
paritasa. Valéban, mivel cos0 =1 és sin0 = 0, igy

cos(—xz) = cos(0 — x) = cosQcosz + sin(Qsinz = cosz,

-1 -0
és
sin(—z) =sin(0 — z) = gin(Qcosx — cosOsinx = —sin x.
S~~~ S~~~
-0 =1

Ezért a koszinusz fiiggvény péros, a szinusz fiiggvény pedig paratlan figgvény. Ez
a tulajdonsag a fiiggvények grafikonjabol azonnal lathaté.

Szintén lathatd, hogy az egyik grafikonbdl megkapjuk a masikat egy x tengely
irdnyu eltolassal. Ez a

. m , . m
SN X = COS §—ZL‘ €S COS T = S1n §—ZL‘

azonossagokbdl kovetkezik, amelyeket az addicids tétel alapjan nem nehéz igazolni.
T iy
Valéban, mivel cos 5= 0 és sin 5= 1, igy minden x € R esetén
<7T ) @ 4sin T :
cos | = —x ) =cos— cosz + sin — sinx = sin z,
2 2 2

=0 =1
és
. ™ . ™ .
sin 5—90 :s1n§cos:c—cos§s1nx:cosx.

=1 =0
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10. Feladat. Igazoljuk a kovetkezé azonossdgokat minden x valds szam esetén!

cos(m — x) = —cosz, sin(m — z) = sinz,
cos(m 4+ x) = —cosz, sin(r + z) = —sinz,
cos(2m — x) = cosx, sin(2mr — z) = —sinx.

Megoldds: Az azonossagok az addicids tétel kozvetlen alkalmazdsival iga-
zolhatok, hiszen cosm = —1, sinwm = 0, cos2m = 1 és sin27 = 0. Az els6
azonossag igazoldsa a

cos(m —x) =cosmeosx +ginmwsine = —cosx
-1 -0

modon torténik. A t6bbi azonossiag hasonléan igazolhaté.

Az eddig tanult azonossagok segitségével minden érték szinuszat és koszinuszat

megkapjuk egy [0, 721 -beli érték szinuszabdl vagy koszinuszabdl. Példaul,

in<—167r>—— inm—ﬂ—— in<4 +47T)—— in4—7r—
s 5 ) = sinom =5 Tt ) =—sino =

. ( 7r> T \/3
=—sm|m+ — ) =sln— = —.
3 3 2

Az addiciés tétel masik alkalmazésa, hogy ki tudjuk fejezni vele egy érték tobb-
szorosének szinuszat és koszinuszat az érték szinuszabol és koszinuszabdl. Példaul
a jol ismert

2 2

cos2x = cos“x — sin“x és sin2x = 2sinx cosx

azonossagok a kévetkez6 mdédon igazolhatok:

2 2

cos 2z = cos(x + x) = coszcosx — sinzsinz = cos” x — sin“ z

és
sin 2x = sin(z + x) = sinx cosx + cosrsinx = 2sinx cos .

11. Feladat. Irjuk fel sin 3xz-et és cos4dx-et a sinz és cosx értékek fiigguényé-
ben!

Megoldds: Az addicids tétel segitségével felirjuk a keresett z érték tobbszo-
rosének szinuszat vagy koszinuszat az x kisebb tobbszordseinek szinuszabdl
vagy koszinuszabol. Ezt megismételjiik amig a képletben kizardlag sinx és
cos z nem marad. A végeredmény kiilénbo6z6 alakban adhaté meg.
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Ilyen médon

sin 3z = sin(2z + ) = sin 2x cos x + cos 2z sinx =

2

= 2sin 2 cosx cos z + (cos? z — sin’ z) sina =

= 3sinz cos? 2 — sin® z = 3sin2(1 — sin® z) — sin®z =

= 3sinx —4sin3x,

cos 4z = cos(2x + 2x) = cos 2x cos 2x — sin 2x sin 2z =

2 2, \2 2

= (cos®x —sin“z)” — (2sinz cos ) =

= cos*z — 6sin? zcos® x + sin*x =

= costz — 6(1 — cos® z) cos? z + (1 — cos? z)? =

= 8cos*z — 8cos?z + 1.
Egy érték felének szinuszat vagy koszinuszat is fel tudjuk irni az érték szinuszabdl
vagy koszinuszabol. Induljuk ki a kovetkezd azonossagokbdl.
cos? z +sinz =1 és cos? & — sin? & = cos 2z.

A fenti két azonossag 6sszegébdl és kiillonbségébdl a

9 1 + cos2x 3 . 9 1 — cos2x
cos“ = ——— és sin“z = ———,

2 2

x
azonossagok adodnak. Ha ezekben x helyett §_t irunk és gyokot vonunk, akkor

1+ cosx 3 1—cosx
=4/ — és =\ —F
2 2

teljestiil. Az abszolut érték elhagyasahoz meg kell vizsgalni, hogy cosg és sing

Ry
cos —
2

. T
Sin —

2

milyen elGjelil, ami fiigg attél, hogy g milyen intervallumba esik. Példaul tudjuk,

77 T om
hogy cos 1 értéke pozitiv, hiszen 0 < — < —. Ezért

12 2
T 1+ cos g 1+§ 1 V3
oS — = =1/ — /= + )
12 2 2 2 4

A kovetkezO azonossagok megmutatjak, hogyan tudjuk két szinusz vagy koszinusz
Osszegét vagy kiilonbségét szorzatta alakitani.
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12. Feladat. Igazoljuk a kovetkezé azonossdgokat minden x valds szam esetén!

sinx + siny = 2sin <:U;ry) cos (Qj2y> ,

: : [Ty Tty
sinx —siny = 2sin — cos — )

cos + cosy = 2 cos (a:—ky) cos (x —y) ,
2 2
L (rxt+y\ . [r—y
cosx — cosy = —2sin — sin — )

Megoldds: Legyen «, 8 € R. Az addicids tételbol egyszerli dtalakitasokkal a
kovetkez6 azonossagokat kapjuk

sin(a + ) + sin(a — ) = 2sin acos 3,

(
in(

- B)
sin(a + 8) — sin(a — 8) = 2 cos asin f,
cos(a + ) + cos(av — ) = 2 cos a cos f3,
cos(a + ) — cos(av — ) = —2sinasin .
Ekkor az azonossagok az a = x—;—y és 0 = % megvalasztasa mellett

kovetkeznek.

Az el6z6 feladatban szerepl6 azonossagok nagyon hasznosak trigonometrikus egyen-
letek vagy egyenlotlenségek megoldasdban. Rogton megmutatjuk, hogyan alkal-
mazhatdk a szinusz és koszinusz fiiggvények monotonitasinak és konvexitasanak
vizsgélataban.

Legyen 0 <y < z < —. Ekkor

T
-2

x+y ™

T — T 3
y<— és 0<

0< 2 2 2 <27

amibdl kovetkezik, hogy

sin (:c;y) > 0, sin (a;—;y) > 0, cos (x ;_ y) > 0.

sinx — siny = 2sin (m;y) cos <$;y> >0

fgy

és

cosT — cosy = —2sin (932y> sin (m;&y) < 0.
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Ebbdl kovetkezik, hogy a szinusz fliggvény szigorian monoton névekvé és a ko-

. .. ) . . . Y ™ .
szinusz fliggvény szigortian monoton csokkend a |0, 2} intervallumon. Ekkor a

periodicitas, illetve a 10. és a 4. Feladatban szerepld allitasok segitségével meg
tudjuk vizsgélni a szinusz és a koszinusz fliggvények monotonitasat a teljes valds

szamok halmazan.

A szinusz figgvény

e szigorian monoton névekvo a {—;T + 2k, g + 2k7r} és

3
e szigorian monoton csokkené a [g + 2k, g + 2k7T:|

intervallumokon minden k& € Z esetén. Az

o = g + 2km pontoknal helyi maximuma van (itt sinz = 1),
o = —g + 2km pontoknal helyi minimuma van (itt sinx = —1)

minden k£ € Z esetén.

A koszinusz fiiggvény

e szigortian monoton noévekvé a [—7 + 2k, 2kn| és

e szigorian monoton csokkend a [2kw, m + 2k7]
intervallumokon minden k € Z esetén. Az

e r = 2k7 pontokndl helyi maximuma van (itt cosx = 1),

e r = 7+ 2km pontoknal helyi minimuma van (itt cosz = —1)

minden k € Z esetén.

A konvexitas vizsgalatahoz vegyiik észre, hogy

sinm+siny:2sin<x;—y)cos <x2—y> <2sin< 5
cosx + cosy = 2cos (T) cos (a:;y) < 2cos (w%—y)’

hal<y<z< g, hiszen ekkor

0 < cos <$2y> < 1.

8

+

<
~__

Ebbdl kovetkezik, hogy a szinusz és koszinusz fliggvény szigorian gyengén konkav

a [0, 727} intervallumon. Mivel mindkét fiiggvény szigortian monoton, igy a 9. Tétel

szerint a szinusz és koszinusz fliggvény szigortian konkdv. A periodicitas, illetve
a 10. Feladatban és a 7. Tételben szerepl6 allitasok segitségével meg tudjuk adni

a szinusz és a koszinusz fiiggvények konvexitasi intervallumait.
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A szinusz figgvény

e szigorian konvex a |—m + 2k7, 2kn[ és

e szigorian konkav a |2km, m + 2k7|

intervallumokon minden k& € Z esetén.
A koszinusz fiiggvény

3
e szigorian konvex a ] % + 2km, % + 2k7r[ és

e szigoran konkav a } —% + 2%k, g + 2l<:7r[

intervallumokon minden k& € Z esetén.

A szinusz és koszinusz fliggvény részletes targyalasa utan bevezetjiik a tangens

fiiggvényt, mint a szinusz és a koszinusz fiiggvény hanyadosat, illetve a kotan-

gens fliggvényt, mint a koszinusz és a szinusz fiiggvény hanyadosat. Nevezetesen
sinx B cos T

tgx = es ctgr (= — .
cos T sinx

A tangens fliggvény nincs értelmezve azokon a helyeken, ahol cosz = 0 és a ko-
tangens ott, ahol sinx = 0. Ezért

tg:R\{72T+k7T:k:EZ}—>R és ctg: R\ {km: k€ Z} - R.

Tovabba a 10. Feladatban szereplé azonossagok alapjan

ez + ) = sin(z + ) _ —sinz _ taz,
cos(r+m) —cosx
ta(—z) = sin(—x) _ —sinz _tgz
cos(—x) cos
és hasonléan igazolhat6, hogy ctg(x + ) = ctgz, ctg(—x) = —ctgx. Ezért a

tangens és kotangens fiiggvények 7 szerint periodikus péaratlan fiiggvények.

A figgvények zérushelyei a kdvetkezék:
tgx =0 — sinz =0 = r = km,
ctgx =0 = cosz =0 = r=—+knm

minden k € Z esetén.
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A szinusz és koszinusz neve-
zetes értékeibdl rogton meg-

kapjuk a tangens és kotangens

fliggvények nevezetes értékeit.

A kovetkez6 dbra mutatja a tangens fiiggvény grafikonjat.

2n

A kotangens fiiggvény grafikonja pedig a kovetkezo.
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Vizsgaljuk meg a tangens fiiggvény monotonitasat! Vegyiink két —g <r<y< g
szdmot. Ekkor cosz > 0, cosy > 0 és —m < x —y < 0, amibél sin (z —y) < 0
kovetkezik. Igy

sinz siny sinxzcosy —coszsiny  sin(z — y)

tgx — t = —
& &Y cosxT  Ccosy COS T COS Y COS T COS Y

<0

T
ami azt jelenti, hogy a tangens fliggvény szigoriian monoton névekvo a ] 55 { in-

tervallumon. Hasonlbéan igazolhatd, hogy a kotangens fiiggvény szigorian monoton
csokkend a |0, 7| intervallumon. A periodicitast figyelembe véve azt mondhatjuk,
hogy a tangens fliggvény

L, i , T T
szigorian monoton névekvo a 3 + km, 5 + lm{

intervallumokon minden k € Z esetén és nincs helyi széls6értéke. Hasonldéan a
kotangens fliggvény

szigortian monoton csokkené a  |km, m + k7|

intervallumokon minden k € Z esetén és nincs helyi széls6értéke.

A tangens fiiggvény konvexitdsanak vizsgalatahoz legyen 0 < x < y < g és vegyik
észre, hogy a 12. Feladatban szerel6 azonossagokbol

; (x—l—y) _ sinz +siny
& 2 ~ cosx + cosy

kovetkezik. Ekkor

; (:L“+y>_tgm+tgy_ sinz +siny  sinz  siny
& 2 2 © cosz+cosy 2cosx  2cosy

2(sinz + siny) cosx cosy — (cosx + cosy) sinx cosy — (cosx + cosy) siny cos x

2(cos z + cos y) cos x cosy

sin  cos x cos i + siny cos x cos y — sin x cos? y — siny cos® x

2(cos z 4 cosy) cos x cosy

_ sinwcosy(cosz — cosy) — cos xsin y(cosx — cosy)

2(cos z + cos y) cos x cosy

(cosz — cosy)(sinzcosy — cosxsiny)  (cosx — cosy)sin(x — y)

2(cosx + cosy) cos x cos y 2(cosx + cosy) cos T cosy

hiszen cosz > 0, cosy > 0, cosx — cosy > 0 a koszinusz fliggvénynek a megadott
intervallumon 1évé monoton csokkenése miatt és sin(xz — y) < 0. Tehat

r+y tgx +tgy
t < ,
g<2> 2

T
ami azt jelenti, hogy a tangens fliggvény szigorian gyengén konvex a }O, 5 [ inter-

vallumon. Mivel a tangens fliggvény monoton, igy a 9. Tétel szerint a fliggvény
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szigorian konvex ezen az intervallumon. Hasonléan igazolhaté, hogy a kotangens
T
fliggvény is szigortian konvex a }O, 5 { intervallumon. A paritas (ldsd a 8. Tételt)

és a periodicitas miatt azt kapjuk, hogy a tangens és a kotangens fliggvény

szigorian konvex a }kw, g + k71'|: és

szigorian konkdav a } —g + km, k7T|:

intervallumokon minden k& € Z esetén.

Tovabbi azonossidgokat is megadhatunk a tangens és a kotangens fiiggvényekre.
Néhanyuk az 51. Feladatban lathaté. Igazoldsukhoz alkalmazzuk a szinusz és
koszinusz fiiggvény azonossagait. A kovetkezo feladat olyan azonossdgokat ad meg,
amelyek fontos szerepet toltenek be az analizis kés6bbi fejezeteiben.

13. Feladat. Igazoljuk, hogy ha t = tg g, akkor

) 2t 1-—1¢2
Sy = ———= COSTY = ———=
1+1¢2’ 14¢2°
. . 2
r = ——F> C r = .
8T =1 " & 2%

Megoldds: A sin2x és cos2x kifejezésekre vonatkozd azonossagokbdl azt
kapjuk, hogy

. LT T 2sin § cos 5
sinx = 2sin — cos — = 5

2 2 cos? § +sin

g’
2

5T . ox  cos? % —sin?
COST = COS™ — — SIn 72?
2 2 cos® 5 +sin

NSRS

. . yd 7z ’ ’ 7z ’” . :'U
Ha ezekben a kifejezésekben a szamlalét és a nevezét elosztjuk cos? =-vel |

akkor megkapjuk a feladat els6 két azonossagat. Innen pedig megkapjuk az
azonossagokat tangensre és kotangensre is, ha ezeket egymaéssal elosztjuk.

4.6. Trigonometrikus fiiggvények inverzei

A tanult trigonometrikus fliggvények nem egy-egyértelmii fiiggvények, ezért csak
egy alkalmas intervallumra vald lesziikitésiik utan invertalhatok. Olyan interval-
lumot vélasztunk, ahol az invertdlni kivant trigonometrikus fiiggvény szigortian
monoton. Az igy kapott inverz fliggvényeket arkusz-fiiggvényeknek nevezziik.

Az arkusz-fliggvények dbrazolasdhoz érdemes tjra attekinteni a 2. Részben az in-
verz fuggvényrdl szolo leirtakat. Tulajdonsiguk megadasahoz alkalmazni fogjuk
a 3. Részben tanult 3., 4. és 6. Tételeket.
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A szinusz fliggvény szigoriian monoton névekvé
™ T . . p
a 55 intervallumon. A szinusz fliggvény

ebbe az intervallumba képz6 inverzét arkusz-
szinusz fliggvénynek hivjuk és arcsinz mé-
don jeloljiik. Ekkor

arcsin: [—1,1] — [—ﬂ- W] .

Az arkusz-szinusz fiiggvény szigorian monoton
novekvo, illetve szigortan konkdv a | — 1,0] és
szigortian konvex a ]0, 1] intervallumon. Az ab-
ra mutatja az arkusz-szinusz fiiggvény grafikon-
jat.

A koszinusz fiiggvény szigortian monoton csok-
kené a [0,7] intervallumon. A koszinusz
fliggvény ebbe az intervallumba képzé inver-
zét arkusz-koszinusz fiiggvénynek hivjuk és
arccos x modon jeloljik. Ekkor

arccos: [—1,1] — [0,7].

Az arkusz-koszinusz fiiggvény szigortian mono-
ton csokkend, illetve szigorian konvex a | —1,0[
és szigortian konkav a |0, 1] intervallumon. Az
abra mutatja az arkusz-koszinusz fliggvény gra-
fikonjat.

Az tangens fliggvény szigortian monoton névekvé a ]—

NE

NE

T

NE

—_

2

,;{ intervallumon. A

tangens fiiggvény ebbe az intervallumba képzé inverzét arkusz-tangens fiigg-

vénynek hivjuk és arctg x médon jeloljik. Ekkor

arctg: R —>}—

T
272

Az arkusz-tangens fliggvény szigortian monoton névekvd, illetve szigorian konvex

a | — 00, 0[ és szigortian konkav a 0, oo intervallumon. A kovetkez6 dbra mutatja

az arkusz-tangens fiiggvény grafikonjat.

E
,

E
,
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A kotangens fiiggvény szigortian monoton csokkend a ]0, 7| intervallumon. A ko-
tangens fiiggvény ebbe az intervallumba képz6 inverzét arkusz-kotangens fiigg-
vénynek hivjuk és arcctg z médon jeldljitk. Ekkor

arcctg: R — 10, 7].

Az arkusz-kotangens fliggvény szigortian monoton csékkend, illetve szigortian kon-
kiv a | — 00, 0] és szigortan konvex a |0,00] intervallumon. A kovetkezd abra
mutatja az arkusz-kotangens fiiggvény grafikonjat.

Y

rol3

14. Feladat. Alakitsuk at a kovetkezd kifejezéseket algebrai alakidvd!

(a) cos(arcsinx), (b) tg(arcsinz), (¢) sin®(arctgz).
Megoldds:
(a) Legyen y = arcsinz. Ekkor —g <y< g és siny = z. Igy

cos(arcsinz) = cosy = /1 —sin?y = 1 — 22,

hiszen cos?y + sin?y = 1 és cosy > 0.

(b) _ '
tg(arcsinz) = sin(arcsin z) =2 (x €] —1,1])

cos(arcsinz) /1 — 22

(c) Legyen y = arctgx. Ekkor tgy = = és igy, ha x # 0

1 1 cos’y 1 —sin?y 1
T2 o2, w2 a2 = -5 L
T tg=y sin“y sin“y sin“y
amibol
1 1 1+ 22 5 2
sin?y a2 * x? sin”(arctg 7) 1+ 22

Ha x = 0, akkor is fenndll az el6zé azonossag.
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5. Fiiggvények elemi abrazolasa

Ebben a részben egy egyszeru fiiggvényabrazolasi médszert mutatunk be, amely
indulasként ismert fliggvények grafikonjat hasznalja fel, és ezek darabolasaval vagy
elemi transzformacidk segitségével adja meg a keresett grafikont. Ekkor fiiggvé-
nyek elemi abrazolasardl beszéliink. Elemi transzformacio alatt a geometri-
abol ismert sikbeli egybevagosagi és hasonldsiagi transzformaciokat értjiik, mint az
eltolasok, nagyitasok, kicsinyitések, tiikrozések és ezek egymdésutanjaként kapott
transzformaciok. A kiindulasként szolgdld fliggvények a kozépiskolabdl jol ismert
elemi fiiggvények lehetnek, mint példaul a masodfokd, az abszolut érték, a recip-
rok, az exponencialis, a logaritmus és a trigonometrikus fiiggvények. Ezeknek a
grafikonjat a tananyag el6z6 részében mutattuk meg. A kovetkezd feladatokban
torténé figgvényabrazolas ezzel a modszerrel késziilt.

15. Feladat. Abrdzoljuk a kévetkezd figguényeket!

22—1 hazx<l, 27 ha x < 0,
a) flx) =11 ha x =1, b) flx) =11 ha 0 <z <1,
logox ha x> 1. 2—2 hazx>1.

Megoldds: A feladatban szerepld fiiggvények esetekbdl allnak. A fiiggvények
megadasarol szélo 2. részben mar emlitettiink, hogy az ilyen fiiggvényeket ugy
abrazoljuk, hogy el6szor abrazoljuk az egyes esetekben szerepld hozzarendelési
szabalyokhoz tartozo fliggvényeket és az egyes grafikonokbdl ,kivagjuk” az
adott esetnek megfeleld részt. Ezutan minden goérbedarabot ,,egymas mellé”

illesztiink.
)
\ o
2—x
2

a) b)

logy @
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16. Feladat. Abrdzoljuk a kovetkezd figguényeket! A készitett dbrdk alapjin
adjuk meg a fiigguények tulajdonsdgait!

a) f(x) =z -1+ |z + 1], b) f(z) =3z —2| — |22 — 1].

Megoldds: Az abszolut értékeket tartalmazo fliggvények értelmezési tarto-
manyat felbontjuk kiilonbozé esetekre gy, hogy az egyes esetekhez tartozo
képletekben mar ne szerepeljen abszolut érték. Ehhez el6szor meghatarozzuk
minden abszolut értéken beliili kifejezés elOjelvaltasait, amik gyakran meg-
egyeznek a kifejezés zérushelyeivel. Ezek az értékek adjak a keresett esetek
hatarait. Ekkor a fliggvény képletében szerepld abszolut értékek belseje nem
tud el6jelet valtani egy adott eseten beliil. Ezért az abszolut érték helyett
csak zardjelet tesziink, ha az adott esetben az abszolut érték belseje nem ne-
gativ, illetve a zardjelen kiviil még az eléjelét is megvaltoztatjuk, ha az adott
esetben az abszolat érték belseje nem pozitiv.

(a) x — 1 zérushelye 1, és = + 1 zérushelye —1. Igy harom eset lehetséges.

I.z<—1. Ekkor x —1<0ésx+1<0, tehat
flz)=—(z—-1)—(x+1) = —2z.

II. - 1<z <1 Ekkorz —1<0ész+12>0, tehat
flz)=—(z—-1)+(z+1) =2.

III. x > 1. Ekkor x — 1 > 0és x + 1 > 0, tehat

flz)=(x—1)+ (z+1) = 2z.

Yy
e 4 4
Osszefoglalva
—2x hax < -1,
2
f(z) = 2 ha —1<z<1,
2z haz>1.
—2z 2x
Ty 1 2@

A grafikonbdl latjuk, hogy a fliggvény pozitiv, alulrél korlatos, nincsenek
zérushelyei, paros, konvex, de nem szigortan konvex, a | — oo, —1] inter-
vallumon szigortian monoton cstkkend, a [—1,1] intervallumon allandd,
az [1, 00 intervallumon szigortian monoton névekvé fiiggvény.
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(b) x — 2 zérushelye 2, és 2x — 1 zérushelye % gy harom eset lehetséges.
L 2 < 3. Ekkor £ —2 < 0 és 2z — 1 < 0, tehdt

fl2)==-3x—-2)+2r—-1)= -2 +5.
II.%<$§2. Ekkor £ — 2 <0 és 2x — 1 > 0, tehat

flx)==-3x—-2)—(2x—1)=—-bz+T.
III. z > 2. Ekkor x —2 > 0 és 2z — 1 > 0, tehat

flz)=3(x—-2)—(2z—-1) =2 —5.

ww/@

Osszefoglalva

—x+5 haxﬁ%,
flx)={-5x+7 has<az<2,
x—25 ha z > 2.

A grafikonbdl latjuk, hogy a fliggvény alulrél korlatos, két zérushelye
van: r = % és © = b5, a | — 00,2] intervallumon szigorian monoton
csokkend, a [2,00[ intervallumon szigortan monoton névekvod, az = = 2
pontnél abszolit minimuma van, a | — 0o, 2[ intervallumon konkév (nem

szigordan) és a |1, 00| intervallumon konvex (nem szigortan).

Elevenitsiik fel most a kozépiskoldban mér tanult fiiggvénytranszformaciot.
Tegyiik fel, hogy ismert a g fiiggvény grafikonja és

f(x) =cglax +b)+d

ahol a,b,c,d valés szamok, de a,c # 0. Hogyan kaphatjuk meg a ¢ fliggvény
grafikonjabdl az f fliiggvény grafikonjat? Példaul, az ismert szinusz fiiggvénybol
kiindulva hogyan tudjuk abrazolni az f(z) = —2sin(2z + 7) fliggvényt?

Kozépiskolaban azt tanultuk, hogy a g figgvény grafikonjabdl induld, egymas utan
végzett elemi transzformaciok sorozataval el tudjuk késziteni a keresett f fiiggvény
grafikonjat. A képletben szerepld a,b, c és d szamoktdl figg, hogy milyen elemi
transzformécidkkal kell dolgozni. A kovetkezd tétel pontosan ezt fogja megadni.
A tételt bizonyitas nélkiil kézoljiik.
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4 N\
12. Tétel (Fiiggvénytranszformécio).

Legyen a g valds fiigguény grafikonja ismert, a,b,c,d € R, a,c # 0. Ekkor

(a) az f(x) = g(x + b) figgvény grafikonjdt a g grafikonjinak x tengely
iranyi eltoldsdval kapjuk meg gy, hogy b > 0 esetében az eltoldst b
egységgel ,balra”, b < 0 esetében b egységgel ,jobbra” végezziik.

(b) az f(x) = glax) figgvény grafikonja a g grafikonjinak x tengely iranyid,
az y tengelytol szamitott %rszoros nytjtdsdval’ kapjuk meg, de ha még
a < 0, akkor a grafikont az y tengelyre is tikrozzik.

(c) az f(x) = cg(x) figgvény grafikonja a g grafikonjanak y tengely irdnyd,
az x tengelytdl szdmitott |c|-szoros nyijtdsdval’ kapjuk meg, de ha még
c < 0, akkor a grafikont az x tengelyre is tikrozzik.

(d) az f(x) = g(z) + d figgvény grafikonjat a g grafikonjinak y tengely
iranyi eltoldsdval kapjuk meg gy, hogy d > 0 esetében d egységgel

Hfelfelé”, d < 0 esetében d egységgel ,lefelé” toljuk el.

t1-nél kisebb pozitiv szimmal valé nyujts zsugoritdst jelent.
J

Az el6z6 tétel szerint, ha az f(z) = sin(z + m) fliggvény grafikonjat keressiik,
akkor a szinusz fliggvény grafikonjat m egységgel balra eltoljuk az x tengely men-
tén, az f(x) = sin 2z flggvény esetén pedig a szinusz fiiggvény grafikonjat felére
zsugoritjuk az = tengely mentén az y tengely felé. De mi torténik akkor, ha az

f(x) =sin(2z + )
fiiggvényt szeretnénk dbrézolni? Elészor a g1 (x) = sin(x+ ) fliggvényt abrazoljuk
az el6zben leirt médon. Mivel
sin(2x + m) = g1(2x)

igy az f(x) = sin(2x + 7) fiiggvény grafikonjat a g; fliggvény grafikonjabdl kapjuk
meg ugy, hogy felére zsugoritjuk az z tengely mentén az y tengely felé. Tehat
a szinusz fuggvénybdl kiindulva két egymasutani elemi transzforméciéval kapjuk
meg a végeredményt.

Nagyon fontos tigyelni a megfelel6 sorrendre. Ehhez vezessiik be a kévetkezo fiigg-
vényeket:
g1(x) :=g(z +b), g92(z) := g1(ax), g3(x) := cga(x).

Konnyen igazolhaté, hogy ha f(x) = cg(ax+0b)+d, akkor f(x) = g3(x)+d. Tehat
a 12. Tételben szerepld elemi transzformacidkkal egymasutan abrazoljuk a g1, gs,
g3 és f figgvényeket a kovetkezO sorrendben

b a c d
g—q — g2 —>9g3 — f
ahol a nyilak folott az a paraméter szerepel, ami az aktudlis transzformaciéért felel.

Természetesen, ha a vagy c eggyel, b vagy d nullaval egyenld, akkor a megfelel6
1épés atugorhaté.
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17. Feladat. Abrdzolja a kivetkezd figguényeket!

(a) f(z) =222 -2z —1,

(0) fla)= o=

(c) f(x) = —2sin(2z + ).

Megoldds: FEgyenként fogjuk megrajzolni a fiiggvénytranszformacié 1épéseit.
Ezek a lépések csak az animaciok elinditasakor lathatok.

1\? 3
(a) Teljes négyzetté alakitas utan f(z) =2 (:L' — 2) — 5

1 3
Ekkor a =1, b= —g = 2ésd= —5 A kiindul6 fiiggvény g(z) = x2.

[N][9M)
4

1\? 3
flx) = (5'3 - 2) )
S
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20— 2

(b) Atalakitds utén f(x) = + 1
1
Ekkor a =2,b=—2,c=1és d=1. A kiindul6 fuggvény g(x) = —.
x

Y

™

! ¢

|
|
I
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
I
|
|
|
I
|
|

+1

f(z) =
2 — 2
=)k

(¢) f(x) = —2sin(2z + 7).
Ekkor a =2, b=m, ¢c=—2 és d = 0. A kiindul6 fiiggvény g(x) = sin z.

/\/\%A
VMVV

= —2sin(2z + )

@@-BE S
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18. Feladat. Abrdzoljuk a kévetkezd figguényeket! A készitett dbrdk alapjdn
adjuk meg a fiigguények tulajdonsdgait!

a) f(z) = |=® + 1| — 2|, b) f(z) = |2® — 3z + 2| — 3|z + 3],

|z =2

J f5) =22,

d) f(z) = |3}z — 2| — 22— 1]|.

Megoldds: A 16. Feladathoz hasonlban a fiiggvények értelmezési tartoméanyat
felbontjuk kiillonb6z6 esetekre gy, hogy az egyes esetekhez tartozé képletek-
ben mar ne szerepeljen abszolat érték. Ezutan a kiilonbo6z6 esetekben szerepld
fliggvényeket figgvénytranszformacio segitségével abrazoljuk.

(a)

A mésodfoki fiiggvényekrél tanultak alapjan z2 +1 > 0, igy csak |z|-kel
kell foglalkoznunk. Ez utobbi zérushelye 0, vagyis két eset lehetséges.

I. x <0. Ekkor f(x) = 2%+ 142z = (z + 1)
II. 2 > 0. Ekkor f(z) =22 +1—2x = (z — 1)

Osszefoglalva

A grafikonbdl latjuk, hogy a fliggvény nem negativ, azaz alulrél korlatos.
Két zérushelye van: x = —1ész = 1. A ]—o0,—1] ésa [0, 1] intervallumon
szigorian monoton csokkend, a [—1,0] és a [1, oo intervallumon szigorian
monoton névekvd. Az x = —1 és az x = 1 pontoknal abszolit minimuma
van, az ¢ = 0 pontnal lokdlis maximuma van. A | — 00,0 és a ]0,00[
intervallumon szigorian konvex.

Az 2?2 — 3z + 2 képlettel megadhaté fiiggvénynek két zérushelye van: 1 és
2. A mésodfoku fiiggvényekrdl tanultak alapjan 22 —3x+2 >0, haz <1
vagy « > 2, illetve 22 — 32 +2 < 0, ha 1 < 2 < 2. Mésrészt  + 3 > 0,
hax >-3ésx+3<0,haxz< -3 A —3,1és 2 pontok alapjan négy
esetre fogjuk bontani a feladatot.

I. # < —3. Ekkor f(z) = (2> =32+ 2) + 3(z +3) = 22 + 11.

II. -3 <2 <1. Ekkor f(z) = (2> =32 +2) —3(z +3) = 2% — 62 — 7.
II. 1 < x < 2. Ekkor f(z) = —(2%2 — 3z +2) — 3(zx +3) = —2? — 11.
IV. x > 2. Ekkor f(z) = (22 —32+2) —3(z +3) =22 — 60— 7.

Vegyiik észre, hogy a II. és a IV. eset ugyanahhoz a fliggvényhez ve-
zet. A fiiggvényt gy abrazoljuk, hogy elészor a a2 + 11, 22 — 6z — 7
és —x? — 11 képlettel megadhaté fiiggvényeket abrazoljuk a mar tanult
fliggvénytranszformacié segitségével, majd ezekbdl a megfelel§ gorbesza-
kaszokat kivalasztjuk a mar leirt esetek alapjan.
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Azt latjuk, hogy a fliggvény alulrdl korlatos, abszolit minimuma van az
x = 3 helyen, mert ez megegyezik az 22 —6x —7 képlettel megadhato fiigg-
vény minimumbhelyével. Két zérushelye van: x = —1ésx =7. A ]—00,3]
intervallumon szigorian monoton csékkend, a [3, oo intervallumon szigo-
rian monoton novekvs. A | — oo, =3[, | — 3,1[ és a |2, oo intervallumon
szigortian konvex, és az |1, 2] intervallumon szigorian konkav.

r—2>0,haz>2¢é -2 <0, ha x < 2. Ezért két esetre fogjuk
bontani a feladatot.

L o < 2. Ekkor f(z) = =222 = —14 5.

T3
II. z > 2. Ekkor f(@:%:lfﬁ‘

Ezutédn a mar megtérgyalt médon abrézoljuk a fiiggvényt (piros szinnel).

Azt 1atjuk, hogy a fiiggvény nem korlatos. Zérus helye van az x = 2 pont-
ban. A ] — oo, =3[ és | — 3, 2] intervallumon szigortian monoton csokkend,
a [2, oo[ intervallumon szigortian monoton névekvé. Helyi minimuma van
az x = 2 helyen. A |—o00,—3[ és a |2, 00| intervallumon szigortian konkév,
illetve az | — 3, 2] intervallumon szigorian konvex.
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Y
(d) A g(z) = 3|z —2|— |2z —1| fuggvény \

abrazolasaval mar foglalkoztunk a g
16. Feladatban. Mivel ennek abszo-

lat értékekét kell 4brazolnunk, ezért

annyi a teendd, hogy grafikonja ne-

gativ részét tiikkrozzik az x tengely-

re. A végeredményt az adbran talal-

juk. -1

Azt latjuk, hogy a fiiggvény nem negativ, azaz alulrél korlatos. Két

zérushelye van: = = I és x = 5. Ezek a fiiggvény minimumbhelyei is. A

5
] — 00, %] és a [2,5] intervallumon szigortian monoton csdkkend, a [£,2]
és az [5, 0o[ intervallumon szigortian monoton névekvé. A | — oo, Z[ és a

]Z,5[ intervallumon konkdv, az |3, 2[ és a ]2, oo| intervallumon konvex.



6. Nevezetes egyenlotlenségek

Ebben a részben az analizis tovabbi fejezeteiben el6forduld nevezetes egyenlétlen-
ségeket fogjuk kimondani és igazolni. A koézépiskolaban mar tanult szdmtani és
mértani kozepek kozotti egyenlétlenséggel kezdiink, de jéval altalanosabb formé-
ban, s6t tovabbi kozepeket is tanulunk majd a rdjuk vonatkoz6 egyenlotlenséggel
egytitt.

14. Definicié. Legyen n € N és x1,...,%y pozitiv valds szdmok. FEzen
szamok

— szamtani kozepének mondjuk a kovetkezé szamot:

T1+ T2+ + T,
- .

A, =

— mértani kozepének mondjuk a kovetkezé szamot:
G, = Vo129 ... 7)Yy

— harmonikus kozepének mondjuk a kovetkezd szamot:

— négyzetes kozepének mondjuk a kévetkezd szamot:

0, = \/x%+x§+~-+x%
= :

n

G _J

A szamtani kézepet aritmetikai k6zépnek is szoktak nevezni. Gyakran talal-
kozunk vele a mindennapjainkban, pl. amikor eredményeket atlagolunk, ezért ezt
egyszerlien atlagnak is mondjak. A mértani kdzép masik elnevezése geometriai
kozép a geometriai jelentésége miatt. Példaul, a magassagtétel azt mondja ki,
hogy derékszogii haromszogben az atfogbhoz tartozd magassagvonal hossza az at-
fogd két szeletének mértani kézepe. A harmonikus kézép elnevezése onnan ered,

hogy az
1+1+1+1+
2 3 4

un. harmonikus sorban minden tag a két szomszédjanak harmonikus kozepe. A
harmonikus kézéppel ki tudunk szdmolni egyforma hosszisdgu szakaszokon kii-
16nb6z6 sebességekkel mozgd test atlagsebességét. A négyzetes kozepet gyakran
hibaszéamitaskor alkalmazzdk. A szamtani és a négyzetes kozepek tetszdleges sza-
mokra, mig a mértani kozép nem negativ szamokra is értelmezheto.

A szamtani és a mértani kozepek kozott fennall a kévetkezd hires egyenlétlenség.
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13. Tétel. Legyen n € N és x1,...,x, pozitiv valds szdimok. Ekkor
G, < A,.
Tovdbbd az eqyenldség akkor és csak akkor dll fenn, ha x1 = x9 = -+ = x,.

Bizonyitdas. Az allitast teljes indukciéval bizonyitjuk. Az allitas nyilvanvalo-
an teljestil n = 1 esetén.

Tegyiik fel, hogy az allitas teljesiil valamely n € N esetén, azaz tetszéle-
ges n darab x1,x9,...,x, pozitiv valés szdm esetén G, < A, teljesil és
az egyenl6ség akkor és csak akkor all fenn, ha 1 = z9 = --- = z,. Ve-
gylink tetszéleges n+ 1 darab pozitiv valds szamot és rendezziik ket névekvo
r1 <xg < -+ < xneq sorrendbe. Egyszerd atalakitdsokkal azt kapjuk, hogy

At _ (acl + 9 +-~~+xn+xn+1>”+1 _ (nAn+xn+1>”+1 _
nl n+1 n+1

(A +xn+1 A >n+1.
n+1

Mivel x,+1 a legnagyobb a szamok koziil, igy

T1+T2+ -+ Ty _ Tpgl +Tpgl + o0+ g
Ay = n < n = Tn+1

és az egyenlGség akkor és csak akkor all fenn, ha z,11 = x1, Tpy1 = Ta,. ..,
Tptl = T, azaz

Tpy1 — Ap >0 és Tpt1 —Ap=0 <= 11 =Z9=" - =Tpy1.

Ekkor a binomidlis tételbol kovetkezik, hogy

A n+1 n+1 _|_ 1 Tpil — A k
Antl (A In+1 — > _ Atk < n+ > >
ntl + n+1 Z n+1 =
> AP b AR (21 — Ap),

hiszen ez ut6bbi két tag a binomidlis Osszeg els6 két tagja (k = 0és k =1
esetén). A tobbi tag nem negativ, ezért ezeket a tagokat az alsé becslésben
elhagytuk. Igy a G, < A, indukcids feltevés miatt
AP > AT 4 AN (21 — Ap) = Alopg1 > Glanyr = G

Ebbél a gyokvonas egyértelmiisége miatt kovetkezik, hogy Gpi1 < Apy1.
Tovabba a fenti gondolatmenetben kisebb vagy egyenld helyett egyenlGséget
csak akkor irhattunk, ha z,.1 — A, =0 és G,, = A,,, azaz abban az esetben,
ha ©1 = 29 = -+ = w41 teljesil. Ez azt jelenti, hogy az &llitas teljesiil
n+ l-re is. Ezért teljes indukci6 alapjan az allitas igaz minden n € N esetén.
Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.
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Egyszeriibb médon is tudjuk igazolni a szamtani és a mértani koézepek kozot-
ti egyenlGtlenséget n=2 esetén, azaz két pozitiv x1 és z9 szam esetén, tudniillik
négyzetre emelés és atrendezés utan

T+ x1 + 12)?
T1T2 S % <= r1T2 S (142> =
<— Adxixo < x% + 22129 + x% <= 0< m% —2x1T9 + x%

Ez utébbi ekvivalens a 0 < (z1 — 22)? egyenlStlenséggel, ami nyilvanvaléan igaz,
és az egyenl6ség akkor és csak akkor teljesiil, ha z1 = xs.

A szédmtani és a mértani kézepek kozot- C
ti egyenl6tlenségnek van egy geometriai

interpretaci6ja is n = 2 esetén. Tegyilink ) \
egymdsutdn egy a és b hosszusdgu sza- 2 /<
kaszt, hogy ez egy Thalész-kor atmérdje

legyen és alkalmazzuk az abran talalha- Vab
t0 jeloléseket! Mivel a kor atmérdjének a b
hossza a + b, igy az OC' szakasz hossza 4 19 T B
“T'H’, hiszen ez a kor sugara. Mivel az

APB haromszog derékszogl, igy a magassagtétel szerint a PT' szakasz hossza
Vab. Azonban nyilvinvalé, hogy a PT szakasz hossza kisebb vagy egyenld,
mint az OC' szakasz hossza, és az egyenléség csak akkor allhat fenn, ha a T
és az O pont egybeesik, azaz a = b. Ez pontosan a szamtani és a mértani
kozepek kozotti egyenlotlenséget jelenti.

A szamtani és a mértani kozepek kozotti egyenlStlenségbdl azonnal kovetkezik a
harmonikus és a mértani kézepek kozotti egyenlétlenség.

14. Tétel. Legyen n € N és 1, ..., x, pozitiv valos szdmok. Ekkor
H, <G,.
Tovabbd az eqyenldséq akkor és csak akkor dll fenn, ha x1 = x9 = -+ = xy,.

Bizonyitdas. Alkalmazzuk a szamtani és a mértani kézepek kozotti egyenlot-

, 1 .
lenséget az —, ..., — szamokra, azaz
T In
1 P 1
1 _ g1 1 wn:1’
Gn €1 Tn n H,

esetben teljesiil.
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A szdmtani, mértani és a harmonikus kozepek kozotti egyenlétlenség segitségével
sok altalanos egyenlOtlenség igazolhatd.

19. Feladat. Igazoljuk, hogy minden a,b,c pozitiv szam esetén:

a) a®> +b% + c* > ab + ac + be,

be | ca
a b

c) (a+b+ c)(ab+ be+ ca) > 9abe.

wf?+- >a+b+ec,

Megolddas:

a) Alkalmazzuk a szdmtani és mértani kozepek kozotti egyenlStlenséget az

z1 = a?, xy = b? szadmok esetén. Ekkor

a’® + bv? 9 9
ab = Va2b? < 5 — a® 4+ b > 2ab

Alkalmazzuk a fenti eredményt a b, ¢ és az a, ¢ parokra! gy
b + 2 > 2bc és a’ + 2 > 2ac
Adjuk 6ssze az el6z6 harom egyenlGtlenséget!
242 + 2b% + 2¢2 > 2ab + 2ac + 2be,

amibdl kettovel osztas utan az igazolandd egyenlotlenséget kapjuk.

b) Alkalmazzuk a szamtani és mértani kozepek kozotti egyenlétlenséget az

ab ab )
r1 = —, r9 = — szamok esetén. Ekkor
c c

afb—k@z%/a—b@:%.
& a ca

Innentdl ugyanigy jarunk el, mint az el6zé feladat: alkalmazzuk a fenti

c ca , ab ca
eredményt a —, — és —, — parokra, 6sszeadjuk a kapott harom egyen-

16tlenséget és osztunk kettovel.

c) Alakitsuk &t az igazoland6 egyenlétlenséget a kovetkezd médon!

a+b+c 3
3 > 1 1 1-
atrTe

Ez nem més, mint a szamtani és a harmonikus kézepek kozotti egyenlot-
lenség x1 = a, xo = b, x3 = c esetén.
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Egy masik nevezetes egyenlGtlenség a Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-féle egyen-
16tlenség.

4 )
15. Tétel (Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-féle egyenl6tlenség).

Legyen n € N és xp,yr € R, ahol k =1,2,...,n. Ekkor

(&) < (E4) (E)

Bizonyitds. Ha > }_, xi = 0, akkor mindegyik x; = 0, igy az allitas trividli-
san teljesiil. Ellenkez6 esetben legyen

n
ft) = (zt +y)®  (teR). (9)
k=1
A négyzetosszeg miatt f(t) > 0 minden t € R esetén. Az f fiiggvény a

kovetkez6 modon irhatd at
n n n
ft) = (Z m%) 249 (Z xkyk> t+ Z y,%,

azaz [ egy maéasodfokd fliggvény. A mésodfoka figgvényrdl tanultak alap-
jan ennek nem lehet két kiilonb6z6 zérushelye, hiszen nem vehet fel negativ
értékeket. Igy a diszkrimindnsa nem lehet pozitiv, azaz

amibdl atrendezés és néggyel vald osztas utan az igazolandé egyenlétlenséget
kapjuk.

Fontos megjegyezni, hogy a Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-féle egyenl6tlenség-
ben az egyenloség akkor és csak akkor teljesiil, ha mindegyik z; = 0 vagy a tétel
bizonyitasaban szereplé f masodfoku figgvény D diszkrimindnsa nulla, és igy az
f fuggvénynek van zérushelye. Az f fiiggvény (9) megaddsa miatt ez utébbi ak-
kor és csak akkor lehetséges, ha van olyan ¢ szam, hogy zpt 4+ yr = 0 minden
k=1,2,...,n esetén.

Figyeljik meg, hogy n = 2 vagy n = 3 esetén a Cauchy—Bunyakovszkij—
Schwarz-féle egyenlétlenségnek van egy geometriai vetiilete. Ha x és y azok
a vektorok, amelynek koordinatai x = (z1,...,2,) ésy = (y1,...,Yyn), akkor
az egyenlotlenség baloldala a két vektor skalaris szorzatanak négyzete, jobb-
oldala a két vektor hosszanak négyzete egymadssal Osszeszorozva. Ezért az
egyenlGtlenséget megkaphatjuk az ismert

xy = |x|ly| cosa

Osszefiiggés négyzetre emelésébdl is, ahol a a két vektor altal bezart szog,
hiszen |cosal? < 1.
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A Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-féle egyenlétlenséget el6szér Cauchy pub-
likalta 1821-ben ,,Cours d’Analyse Algébrique”cimii kényvében. 1859-ben Bu-
nyakovszkij, aki Cauchy-nak volt tanitvanya, dltalanositotta az egyenlotlensé-
get végtelen Gsszegekre és integralokra, és publikalta a Szentpétervari Tudoma-
nyos Akadémia Kézleményeiben. 1988-ban Schwarz egyik munkajahoz sziik-
sége volt az egyenlGtlenség integralos alakjara, de nem ismerte Bunyakovszkij
munkajat, ezért az egyenlétlenségre adott egy teljesen mas bizonyitast és sa-
jatjaként publikalta. Emiatt az egyenlGtlenséget az orosz matematikai iroda-
lomban Cauchy—Bunyakovszkij-féle, angol nyelvteriileten Cauchy—Schwarz-féle
egyenl6tlenségként ismerik.

A Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-féle egyenlotlenség egyik kévetkezménye a szam-
tani és négyzetes kozepek kozotti egyenlGtlenség.

16. Tétel. Legyen n € N és x1,...,x, pozitiv valds szdmok. Ekkor
An S Qn~
Tovabbd az egyenldség akkor és csak akkor dll fenn, ha x1 = 9 = - - - = xy,.

Bizonyitas. Alkalmazzuk a Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-féle egyenlot-
lenséget abban az esetben, ha yr = 1 minden k = 1,2,...,n esetén! Igy

(£) = (So) < (S) (£) < (£) o

és az egyenloség akkor és csak akkor teljesiil, ha van olyan ¢ szam, hogy
zpt+1 =0 minden k = 1,2,...,n esetén, azaz minden x; érték egyenld. Az
eléz6 egyenlétlenség n’-tel valé osztasa utan azt kapjuk, hogy

(5m) < ()
— T < — x|,
nk=1k n k:lk

ami gyokvonds utan az igazoland6 egyenlétlenséget adja.

Osszefoglalva, azt igazoltuk, hogy pozitiv szdmok harmonikus kozepe kisebb vagy
egyenld, mint a szadmok mértani kézepe, ami egyben kisebb vagy egyenld, mint a
szamok szamtani kozepe, és ez utébbi kisebb vagy egyenls, mint a szdmok négy-
zetes kozepe, azaz

Tovabba az egyenlGségek akkor és csak akkor allnak fenn, ha a szdmok egyenl6ek.

Még hatra van egy nevezetes egyenlGtlenség.


https://hu.wikipedia.org/wiki/Augustin_Cauchy
https://hu.wikipedia.org/wiki/Viktor_Jakovlevics_Bunyakovszkij
https://hu.wikipedia.org/wiki/Viktor_Jakovlevics_Bunyakovszkij
https://hu.wikipedia.org/wiki/Hermann_Amandus_Schwarz
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17. Tétel (Bernoulli-féle egyenl6tlenség). Legyen x > —1 egy valds szam
ésn € N. Ekkor
1+x)">14+nx

és az eqyenldség akkor és csak akkor dll fenn, ha n =1 vagy © = 0.

Bizonyitds. A bizonyitas teljes indukcioval torténik. Az allitds nyilvanvalo
n = 1 esetén. Tegyiik fel, hogy van olyan n, amire igaz az allitas, azaz

(1+2)">14+nx

minden x > —1 esetén, és az egyenléség akkor és csak akkor all fenn, han =1
vagy © = 0. Ha x > —1, akkor 1 + 2 > 0, és igy

1+2)"" P =0+2)"A4+2)>1+nz)(1+2z) =14+ (n+ 1)z + nz?
>1+(n+1)z,

ahol az egyenloség akkor és csak akkor all fenn, ha x = 0. Ezért n + 1-re
is igaz az allitdas. Tehat a teljes indukcié alapjan allithatjuk, hogy az allités
teljesiil minden n € N esetén.

A matematikdban és a fizikdban tobb helyen is taldlkozunk a Bernoulli név-
vel, azonban ez nem csak egy személyt jelent, hiszen a Bernoulli csalad tobb
kivalé matematikust adott a vildgnak. A fenti egyenlétlenség a svajci mate-
matikus Jakob Bernoulli (1654-1705) nevét orzi. Jacob Bernoulli nem csak
kiemelt szerepet jatszott az analizis fejlesztésében, hanem a sorelméletben,
differencidlegyenletekben és a valészinuségszamitasban is kivalo eredményeket
ért el. O hasznélta eloszor az integrél elnevezést és annak [ jelét. Testvére
Johann Bernoulli (1667-1748) id6sebb batyjatdl sajatitotta el az analizis for-
télyait, bar tehetsége miatt nagyon hamar egyenrangi matematikusok lettek,
és kezdeti egyiittmukodésiik rossz rivalizalassa fajult. Johann Bernoulli az
analizisen kiviil jelentos eredményeket ért el hiirok rezgéseinek vizsgalataban,
differencidlegyenletekben, koordinatageometriaban és csillagaszatban is.


https://hu.wikipedia.org/wiki/Jakob_Bernoulli_(1654%E2%80%931705)
https://hu.wikipedia.org/wiki/Johann_Bernoulli_(1667%E2%80%931748)

7. Egyenlotlenségek megoldasa

A fennmarado részben egyenlétlenségek megoldasaval fogunk foglalkozni. Az el-
sajatitandé modszereket konkrét példak megoldasan keresztiil fogjuk bemutatni.
Tobb példa esetében kiilonb6zo megoldast is adunk.

20. Feladat. Oldjuk meg a valds szamok halmazdn a kovetkezd egyenlitlensé-
geket!

1 22—z 1
1] — - <=
(0) 32 +1] = Je] < 3. o) 22| <2,
2e+5 _r+10
< V2—1— 1
022 <2t (@ VE—o-VE>1,
(e) log,(2* +2 —4) <1, (f) sinz +cosx > 1.

Megoldds:

(a) 1. megoldas. A fiiggvények elemi dbrazolasardl szolo részben lattuk
hogyan érdemes abszolut érteket tartalmazé kifejezéseket kiilonbozé ese-
tekre bontani gy, hogy az egyes esetekhez tartozd képletekben mar ne
szerepeljen abszolat érték. A 3x 41 és az x kifejezések zérushelyei —% és
0, amelyek szerint harom esetet kiilonboztetiink meg.

ILx< —%. Ekkor

1 3
]3x+1\—\m|:—(3:1:+1)+:c:—2x—1<§ = z> =7
Ezért

3< < 1
—— <z <=
4 -3

1
II. —3 <z < 0. Ekkor

1 1
|3m—|—1]—]a:\:(3x+1)+x:4x+1<§ = T <-g
Ezért
1 << 1
<<=
3~ 8
III. x > 0. Ekkor
1 1
|3:L’—|—1]—]x\:(3$+1)—x:2x+1<5 = z <=7
Ezért ez az eset nem ad megoldést.
. 3
Osszefoglalva, az egyenl6tlenség megoldasa: ~1 <z < —3
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2. megoldas. Abrazoljuk az
flz) =3z + 1] — |z]

fuggvényt! Az abrabdl azt latjuk,
hogy a fliggvény ott veszi fel az %
értéket, ahol

1 1
—2r—1=- ¢és 4 1=-
T 5 es x + 5’

azaz r = —% és x = —%.

Az abrabdl is latjuk, hogy a két szam kozott 16vo értékek adjak a feladat
) 3

megoldasa, azaz —1 <z < ~3!

204+ 1#0 = x # —%. Az abszolut érték tulajdonsagai miatt

2—zx 1 . 1< 1
20 +1 2 2 7 2x+1 " 2

<

azaz két egyenl6tlenséget kapunk, ahol az abszolit érték mar nem szere-
pel. Ezek kiilénb6z6 mdédon oldhaték meg.

1. megoldas. Oldjuk meg kiiloén az egyenlGtlenségeket és nézziik meg a
két megolddshalmaz metszetét!
1 x—2 T —2 1 dr — 3
<

—= == 0< ——+ = —.
27 2x 41 _2x+1+2 22z +1)

Azaz dx —3>0és2x+1>0vagy de —3<0és2x+1 < 0. Az elso
esetben x > % és a masodik esetben z < —%. Masrészt

8

|
[\
—_

T — 2 1 -5

<= — 0> —_——= .
204+1 7 2 “2xr+1 2 22z+1)

amibdl 2¢ + 1 < 0, azaz © > —% kovetkezik. Igy a két egyenlétlenség

megoldasanak kozos része: |x > 1l

2. megoldas. Kezeljiik egyszerre az egyenlGtlenségeket és szorozzunk
végig 2x + 1-gyel. Ez egy elterjed modszer egyenletek esetén, de egyenl6t-
lenségeknél csak akkor tehetjiik meg, ha tudjuk a szorzo kifejezés eléjelét,
hiszen ha negativ, akkor a reldcié irdnya megvaltozik. Igy két esetet kell
vizsgalni.

Lx< —35- Ekkor 22 +1 < 0. A szorzas és 2 hozzdadasa utan azt kapjuk,
hogy
> > el
x + x> x+
2 - - 2’

ami nem lehetséges.
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II. x > —%. Ekkor 2x+1 > 0. A szorzas és 2 hozzdadasa utan azt kapjuk,
hogy
" 3 <r<a+ )
—r+=-<ax<lz+ =
2 = 2’

ami a feladat megoldasat adja: |z >

=~

Atrendezés és kozos nevezdre hozas utan:

S2+5 w410 r? — 2z z(r —2)

T o+l z+2  (p+1)(z+2) (z+1)(x+2)

Vizsgaljuk meg az x, r — 2, x + 1 és = + 2 kifejezések elbjeleit. Azok az x
szamok, ahol paratlan darab kifejezés negativ, megoldasai a feladatunk-
nak. Tovabba z = 0 és x = 2 is megoldasai a feladatnak.

r< 2| 2<zx<—-1]|-1l<x<0|0<z<2|2>2
T —2 — — — — +
T — — — + +
r+1 - — + + +
x+2 — + + + +

El6jel vizsgalat utdn a megoldas: | —2 <z < 1vagy 0 <z < 2|

A feladatot négyzetre emeléssel fogjuk megoldani, de vigydzzunk, egyen-
l6tlenségeket csak akkor szabad négyzetre emelni, ha biztosak vagyunk
abban, hogy minkét oldala nem negativ.

A gyOkvonas értelmezési tartomanyabdl azt kapjuk, hogy 0 < z < 2.
Emeljink négyzetre az dtrendezett /2 —x > 1 + /= egyenl6tlenséget,
amelynek mar minkét oldala nem negativ. Ekkor

2—2>1+2/7+ 1 S 1- 22> 2z,

ami csak az 1 — 2z > 0 feltétel mellett lehetséges, azaz r < %, hiszen jobb
oldala nem negativ. Ezzel az egyenlGtlenség megoldasat a 0 < z < %
intervallumon kell keresni. Mivel ilyen x értékek mellett a kapott egyen-

16tlenség mindkét oldala nem negativ, igy Ujra négyzetre tudjuk emelni.
1 —da +42® > 4z = 47 — 8z +1 > 0.

A fenti masodfoki egyenlétlenség megolddsa: x < 1— @ vagy r > 1+§.

V3

A megkotések figyelembe vételével a megoldas: |0 <z <1 — >
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()

A logaritmus értelmezésébél 22 +x —4 > 0, z > 0 és x # 1 adédik. A

méasodfoku egyenl6tlenség megoldasa x < _1_2‘/ﬁ, vagy T > _H'T‘/ﬁ gy
az Osszes feltétel figyelembe vétele utan x > 71%@
A logaritmus alapjat cserélhetjiik le 2-re, igy
lo 2 —4
log, (22 +z —4) < 1 e tz=4)
logy x
és mivel a kapott = értékekre logy x > 0 teljesiil, hiszen x > _l%‘/ﬁ > 1,

és a 2-es alapt logaritmus szigortian monoton névekvo fiiggvény, igy
logy (2% 4+ — 4) < logy x = e —4<u

Atrendezéssel az 22 —4 < 0 masodfoki egyenlétlenséget kapjuk, amelynek
megoldasa: —2 < x < 2.

—1 1
—1ViT

2|
5 <

A két feltételt Osszevetve a megoldas:

1. megoldas. Négyzetre emeléssel oldjuk meg a feladatot. Rendezziik
at az egyenlOtlenséget a

sinx >1—-cosx

moédon. Mivel 1 — cosx > 0, igy a sinx > 0 feltételnek teljesiilnie kell,
ami a 2km < x < 7+ 2k7 (k € Z) értékek mellett teljesiil.

Négyzetre emelés utan azt kapjuk, hogy sin® x > 1 —2cos x + cos® z, azaz
l1—cos’z>1—2cosz+cos’z = 2cos’x—2cosz < 0.

A t = cosz valtoz6 bevezetése utdn a t2 —t < 0 masodfoki egyenl6tlen-
séget kapjuk, amelynek megoldasa 0 <t < 1, azaz 0 < cosx < 1. Ennek
megolddsa: —3 + 2km <z < § + 2k (k € Z).

Igy az egyenlétlenség megolddsa: | 2km < x < g +2km (ke Z)|

2. megoldas. Négyzetes tagokat négyzetre emelés nélkiil is kaphatunk
az x = 2y helyettesitéssel

sin2y +cos2y >1 =  2sinycosy -+ cos’y —sin’y > 1.
Az 1 = cos? y + sin? y atirds és atrendezés utan
2sinycosy — 2sin’y >0 =  siny(cosy —siny) > 0.

Ekkor két eset lehetséges
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L. siny > 0 és cosy —siny > 0. A masodik feltétel sin y-nal valé osztassal
atirhat6 ctgy > 1 médon. A két feltétel megoldasa:

2k7r<y<%+2k:7r (k € Z).

IT. siny < 0 és cosy—siny < 0. A méasodik feltétel sin y-nal vald osztassal
atirhaté ctgy > 1 médon. A két feltétel megolddsa:

7T—|-2/<:7T<y<%r—|—2k7r (ke Z).

Az el6z6 két megoldast Gssze lehet vonni a kr < y < § 4+ kn (k € Z)

médon, azaz | 2k < x < g + 2km (k € Z) |, ami a feladat megoldésa.

3. megoldas. Alkalmazzuk a szorzatta vald atalakitdast! Tudjuk, hogy

cosz =sin (§ — ), igy

. . . ™
sinx + cosx = sinx + sin <2 :c) =

= 2sin (m—&—g—x) oS (x_ (g—x)> =
= 2sin <Z> cos (x—Z) = V2cos (m— er)

Ezért az egyenl6tlenségiink cos (z — %) > ? alakban {rhaté, amelynek

megolddsa —5 + 2km < x — § < § +2kr (k € Z), amibdl a feladat

megoldasa kovetkezik: |2km < 2 < g +2km (ke Z)|

4. megoldas. Alkalmazzuk az addicids tételt! Szorozzuk meg az egyen-
l6tlenséget Q—Vel

2 2 2 2
sinx\2[+cosx\2f>\2f - sin (w—i—Z) >\2f,

hiszen sin 7 = cos § = @ A fenti egyenlGtlenség megoldasa

T T 3T
—+2 — < —+2 Z
4—1- k7r<x+4<4+k7r (k € Z),

amibél a feladat megoldasa kovetkezik: | 2km < x < g +2kn (ke Z)|




8. Feladatok

21. Feladat. Igazoljuk, hogy ha f egy valés fiiggvény és c egy valés szam, akkor
() (@) =cf)T(@) & (cf) (z) =c(f) (@),
ha ¢ > 0, illetve
()T (@) =—c(f) (@) & (cf) (2) =—c(f) (@),
ha ¢ < 0 minden = € Dy esetén!

22. Feladat. Igazak-e a kovetkezo allitasok minden f és g valds fiiggvény esetén?

L (f+9)T(z) = fT(z) + g* () minden = € Dy esetén.
2. (fg)*(x) = fT(x)¢g" (z) minden = € Dy esetén.

23. Feladat. Igazoljuk, hogy ha f feliilrél korlatos, akkor f+ korlatos, és ha f
alulrdl korlatos, akkor f~ korlatos!

24. Feladat. Igaz-e, hogy minden korlatos fliggvény inverze is korlatos?

25. Feladat. Igazoljuk, hogy ha f korlatos és g egy tetszdleges valéds fliggvény,
akkor f o g is korlatos!

26. Feladat. Adjunk példat két, nem korlatos fiiggvényre, amelyre f o g korlatos!

27. Feladat. Vizsgaljuk a kovetkezé fiiggvényeket korlatossdg szempontjabol!
(@) f: R—=R, f(z) =22 - [z + 1| = [z - 1],

ha0<x <1,
ha z > 1,

)

(b) f:[0,00] = R, f(x) :{

gl 8

x

:R—=R =—.

(© f @) =
28. Feladat. Legyen f és g két monoton csokkené fiiggvény és ¢ > 0. Igazoljuk,
hogy ekkor cf és f 4 g szintén monoton csékkend fiiggvények. Tovabba, ha még f

és g nem negativ fliggvény, akkor fg szintén monoton csokkend fliggvény.

29. Feladat. Lehet-e két nem monoton fliggvény Osszege szigortian monoton no-
vekvo?

30. Feladat. Adjunk példat két monoton névekvé fiiggvény, amelynek szorzata
monoton cstkkend!

31. Feladat. Adjunk meg olyan fiiggvényt, amely invertalhat6, de nem monoton!

32. Feladat. Legyen f egy paros (péaratlan) fliggvény, amely monoton névekvd
az ]a, b intervallumon, ahol 0 < a < b. Igazoljuk, hogy ekkor a fiiggvény monoton
csokkend (névekvd) a | —b, —a[ intervallumon! Mondjuk ki és igazoljuk az el6z6nek
megfeleld allitas, ha f monoton csokkené az |a, b] intervallumon!
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33. Feladat. Igazoljuk, hogy

(a) ha f és g két nem pozitiv, azonos szigori monotonitasi, konkédv fiiggvény az
I intervallumon, akkor fg szigortian konvex az I intervallumon.

(b) ha f és g két nem pozitiv, kiilonb6z6 szigori monotonitasi, konvex fliggvény
az I intervallumon, akkor fg szigortan konkav az I intervallumon.

(¢) ha f és g két nem negativ, kiillonb6z8 szigorit monotonitésa, konkav fuggvény
az I intervallumon, akkor fg szigortan konkav az I intervallumon.

34. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a 6. Tételben f szigorian monoton cstkkend és
(szigoruan) konkav, akkor f|; inverz fiiggvénye (szigorian) konkav f(I)-n. Més-
részt ha f szigortan monoton novekvd és (szigortan) konkav, vagy f szigorian
monoton csokkend és (szigorian) konvex, akkor f|; inverz fiiggvénye (szigoruan)
konvex f(I)-n.

35. Feladat. Legyen g egy szigortian konvex (konkév) fiiggvény az I nyilt interval-
lumon, illetve I* egy olyan nyilt intervallum, amire g(I) C I* teljesiil. Igazoljuk,
hogy ha f egy olyan fiiggvény, amely szigortian monoton névekvé és konvex (kon-
kév) az I'* intervallumon, akkor az f o g fiiggvény szigorian konvex (konkav) az I
intervallumon.

36. Feladat. Legyen g egy konvex (konkdv) egy-egyértelmi fiiggvény az I nyilt
intervallumon, illetve I* egy olyan nyilt intervallum, amire g(I) C I* teljesiil.
Igazoljuk, hogy ha f egy olyan fliggvény, amely monoton névekvo és szigortan
konvex (konkév) az I* intervallumon, akkor az f o g fliggvény szigortian konvex
(konkav) az I intervallumon.

37. Feladat. Legyen g egy konvex (konkav) figgvény az I nyilt intervallumon,
illetve I* egy olyan nyilt intervallum, amire g(I) C I* teljestl. Igazoljuk, hogy ha
f egy olyan fliggvény, amely monoton csokkend és konkav (konvex) az I* interval-
lumon, akkor az f o g fiiggvény konkav (konvex) az I intervallumon.

38. Feladat. Legyen g egy szigortian konvex (konkav) fliggvény az I nyilt interval-
lumon, illetve I* egy olyan nyilt intervallum, amire g(I) C I* teljesiil. Igazoljuk,
hogy ha f egy olyan fiiggvény, amely szigorian monoton csokkend és konkav (kon-
vex) az I* intervallumon, akkor az f o g fiiggvény szigortan konkav (konvex) az I
intervallumon.

39. Feladat. Legyen g egy konvex (konkdv) egy-egyértelmi fiiggvény az I nyilt
intervallumon, illetve I* egy olyan nyilt intervallum, amire g(I) C I* teljesiil.
Igazoljuk, hogy ha f egy olyan fiiggvény, amely monoton csokkend és szigortan
konkav (konvex) az I* intervallumon, akkor az f o g fiiggvény szigorian konkdv
(konvex) az I intervallumon.

40. Feladat. Igazoljuk, hogy ha az f fiiggvény pozitiv és konkav egy nyilt inter-
vallumon, akkor a fiiggvény reciproka konvex az intervallumon!

41. Feladat. Igazoljuk, hogy a reciprok fiiggvény pératlan, illetve a | — 0o, 0[ és
a ]0, oo[ intervallumon kiilon-kiilon szigorian monoton csdkkend, de nem monoton
csOkkend az egész értelmezési tartomanyan!
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42. Feladat. Az a, b, ¢ és d szamok segitségével allapitsuk meg az

pRAVS R s -

linearis tortfiiggvény monotonitasi és konvexitasi szakaszait!

ar +b
cr +d

(¢ #0,bc # ad)

43. Feladat. Igazoljuk, hogy minden linearis tortfiggvény invertalhaté, és inverze,
az el6zo feladatban szerepld jelolés mellett

AR EI TS e

44. Feladat. Készitsiik el nagyon vazlatosan a kovetkez6 fliggvények grafikonjat!

B —dx +0b

cx—a

a) f(z) = 2® + 2* — 6,
) f(z) =zt + 423 + 422,

2 -1

b) f(z) =a® —at,
d) f(z) = z(z - 2)*(a* + 1),

©) fla) = ———. D@ =57

T 1/'3
g)f(x):m7 h)f<33):m,
o (@—1) Lo @1y
1)f($)—ma J)f(x)—x<m_3>7
_z(w+ 1) 2 (a?+1)
k)f($)—m7 l)f(x)—m-

45. Feladat. Igazoljuk az exponencidlis fiiggvény 9. Feladatbél kimaradé alaptu-

lajdonsagait!

46. Feladat. Igazoljuk a logaritmus fiiggvény alaptulajdonsagait!

47. Feladat. Fejezziik be a 10. Feladat megoldésabdl hianyzd azonossiagok igazo-

lasat!

18
48. Feladat. Szamoljuk ki sin (;) és cos (67T> pontos értékét!

49. Feladat. Bontsuk fel tényezék szorzatara a sin x + cos x kifejezést!

50. Feladat. Bontsuk fel tényez6k szorzatdra a sinx — cos x kifejezést!

51. Feladat. Igazoljuk, hogy az alibbi azonossdgok érvényesek olyan x és y szé-
mok esetén, amelyekre az azonossagok értelmezhetdk!

0) talrty)= 7o EL b) tele—y) = 1o B
1—tgxtgy’ 1+tgortgy’
¢) cte(z +y) = ctgrctgy — 1 d) cta(z — y) = ctgretgy +1
ctgx +ctgy ctgy —ctgx ’
2tgx ctgxr —tgx
tg2e = ———— tg2r = ————
e) tg2x ey f) ctg2z 5
3tg$—tg3m T 1 —rcosx
tg3r = ——5—, h) te= = ———
9) tg3r 1—3tg?x ) g2 sinx
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52. Feladat. Igazoljuk, hogy ha x + y 4+ z = 7 teljesiil, akkor

a) sin 2x + sin 2y + sin 2z = 4sin x sin y sin z,

b) tgx +tgy +tgz = tgxtgytg 2, ha még az is igaz, hogy z, y, 2 pozitiv, 5-tdl
kiilonb6z6 szamok.

53. Feladat. Szamitsuk ki a tobbi trigonometrikus fiiggvény értékét, ha tudjuk,

hogy . ;
a) sinz = —, b) cosz = ——, c) tggj:—i‘

3 5
54. Feladat. Alakitsuk at a kévetkezo kifejezéseket algebrai alakuval

a) cos(2arcsin ), b) tg(cosz), c¢) sin(2arctgx).

55. Feladat. Abrazoljuk a kovetkezd fiiggvényeket és vizsgaljuk meg a tulajdon-
sagaikat!

a) f(zx) = |z| = 22 + 1], b) f(x) = 4fx — 3| — 21 — 2z[ — 4,
¢) f(z) =2lz| - 22+ 1]+ |z —1|, d) f(z)=]3—2z|+|z+3]—12,
¢) f(z) = |2® + 4| + 1, f) fa) =2 =20 +1],
9) f(z) = x|z —2|, h) f(z) = |2 + 3z — 4] — |2 + 22 — 3|,
) 20 — 2 ) T
|22 + 5| B+’ -2
m) f(z) = sin (3x—g), n) f(x) = 3sin(2z — ) + 1,
T
0) f(z) =|2cos (3x+§)‘—1, p) f(x) = |tg2x],
9) f(x) = logy a?, r) fla) =217
56. Feladat. Igazoljuk, hogy minden a, b, ¢ pozitiv szim esetén:
) (a+b)(b+0)(c+a) > Sab =+t >
a) (a c)ct+a abc -t —+—>
- ’ ab  bec ac” 2(a+b+c)
11 1 1 1 1 a+b b+c cH+a
44> d >6
@a+b+c_¢%+¢%+¢@, ) Tt =26
ab be ca a+b+c 4 4. 4
< >
e)a+b+b+c+c+a_ 5 , f)a®+b*+c +d* > 4abcd,

g) (a®b + b%c + *a)(ab® + bc? + ca®) > 9a*b?c?, h) a* + b + 2 > 4ab,

' b b+ b%c+ c*a) > 9ab ) a® > 1
i) (a4 b+ c)(a®b+ b*c+ c“a) > 9abe, j)a +a2+1_ ,
a b 1 1 4
k) — ->2 D —+=>
)a+b+c+c_’ )a+b_a+b
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57. Feladat. Igazoljuk, hogy a szamtani és mértani kdzepek kézotti egyenlotlenség
szintén teljesiil nem negativ szamok esetén!

58. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a > b és ab = 1, akkor

a? + b? > 9/3.
a—1b

59. Feladat. Igazoljuk, hogy

1 1

logy * log,. 2 > 2
60. Feladat. Igazoljuk, hogy
n+1\"

n! < ( 5 ) .
61. Feladat. Legyen n € N és x; > —1 valds szdmok minden ¢ = 1,...,n esetén.
Tovabba sign x; = - -+ = sign x,,. Bizonyitsuk be, hogy

n

[T +2) > 1+ixi.

i=1 i=1
62. Feladat. Tegyiik fel, hogy az f fliiggvény konvex az I intervallumon és legyen
T1,T2,...,Ty € I, valamint Ay, Ao,..., A, legyenek olyan pozitiv valés szdmok,
amelyekre A\; + Ao + -+ - + Ay, = 1 teljesiil. Igazoljuk, hogy ekkor az

fazr + Xaxa + - 4+ Apwn) < A f(z1) + Ao f(z2) + -+ A f(zn)

un. Jensen-egyenlotlenség teljesiil. Igazoljuk tovabbé, hogy ha f szigortan konvex
fliggvény, akkor az egyenléség akkor és csak akkor teljesiil, ha z1 = 20 = -+ = x,,.
(Utmutaté: Ez egyenlétlenséget teljes indukciéval igazoljuk és alkalmazzuk a

n+1 n+1 )‘k
Z)\k$k=)\1$1+(1—/\1)21 h\ Tp
k=1 k=2 M

atalakitds az indukciés 1épésben!)

63. Feladat. Alkalmazzuk a Jensen-egyenlGtlenséget a szamtani, mértani és négy-
zetes kozepek kozotti egyenlStlenségek bizonyitdsdhoz az f(x) = 22, illetve az
f(x) = —log, x fiiggvények segitségével.

64. Feladat. Oldjuk meg a valds szamok halmazan a kévetkezd egyenlétlensége-
ket!

(a) |z + 2] —|2z| > 0, (b) ||2x—|—1| — |x—1|| < 2,

3 3
© 27 <1, () 20 + 1] < o],

r—1

4z — 2 20+ 1 r+21 3x+7

> 0

() e 332 22 N3t 723270
(9) V3z+1—+z—1>2, (W) V3—a+V8—2>Vr+2,
(1) logyx +logyz > 1, §) logy 22 + log, |z| < 3,

(k) sin3xz — cos2x +sinz < 1, (I) sinz +2cosz > 1.
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Addiciés tétel, 52 n-edik gyokfiggvény, 43
arccos x fiiggvény, 62 n-edik hatvanyfiiggvény, 42
arcsin z fiiggvény, 62

arcctg x fiiggvény, 63 polinomok, 31

arctg x fiiggvény, 62
’ racionalis tortfiggvények, 37

Bernoulli-féle egyenlétlenség, 79 reciprok figgvény, 38

Cauchy—Bunyakovszkij-Schwarz-féle egyen- szinusz fiiggvény, 50

16tlenség, 77 L
tangens fiiggvény, 58

Dirichlet-féle fiiggvény, 9, 20 trigonometrikus fliggvények, 49
egyenl6tlenségek megoldasa, 80 valos fiiggvények, 6
elemi fiiggvények, 31 Viete-formulak, 34

els6foku fiiggvény, 31
exponencialis fliggvény, 45

fuggvény
Osszetett, 15, 19, 24
abszolut szélsGértéke, 17
grafikonja, 8
gyoke, 12
gyengén konvexitésa, 26
helyi széls6értéke, 17
inverze, 16, 19, 24
Jensen-konvexitasa, 26
konvexitasa, 21
korlatos, 12
monotonitasa, 14, 27
paritasa, 18, 25
periodicitdsa, 20
pozitiv, 11
zérushelye, 12
fliggvénytranszformacié, 66, 67

kozépek
harmonikus, 73, 75
mértani, 73-75
négyzetes, 73, 78
szamtani, 73, 74, 78
konstans fiiggvények, 31
koszinusz fliggvény, 50
kotangens fiiggvény, 58

linearis tortfiiggvény, 38
logaritmus fiiggvény, 47

masodfoku egyenlotlenségek, 34

masodfoku fiiggvény, 32
miveletek fliggvényekkel, 7
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