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1. Bevezetés

A sorozat a matematikai analizis egyik legfontosabb, de mégis jél érhetd és hasznal-
haté fogalma. Sorozatot kapunk, amikor egy halmazbdl egymas utan kivalasztunk
elemeket gy, hogy ugyanaz az elem t6bbszor is kivalaszthaté. Ha csak véges sok
elemet valasztunk ki, akkor véges sorozatrdl beszéliink. Azonban az analizisben
kizarélag végtelen sorozatokkal foglalkozunk, azaz amikor végtelen sok elem ke-
rill kivalasztasra. Természetesen, ez utébbi nem valésithatd meg a gyakorlatban,
ezért végtelen sok elem kivalasztasan egy olyan szabalyt értiink, amivel meg tud-
juk mondani, hogy az n-edik 1épésben melyik elem keriil kivilasztasra. Ezért a
sorozatokat fiiggvényként érdemes értelmezni, amelyet a pozitiv egész szamokhoz
hozzarendeli a széban forgd halmaz elemeit.

Az el6z6 szemléletes értelmezést nem nehéz megérteni. Olyannyira, hogy a valés
szamokbodl all6 sorozatok, az tn. valés szamsorozatok a kozépiskolai tananyagnak
fontos részét képezi. Bar ekkor zommel két specidlis sorozattipussal foglalkozunk,
a szamtani és a mértani sorozatokkal, a sorozatokat mar helyesen értelmezik, el-
lentétben mas intuitiv médon megadott fogalmakkal, mint a fliggvény vagy va-
16s szamok halmazanak fogalma. Egyszerl értelmezésiik ellenére az alkalmazasi
teriiletiik igen széles. Tobb olyan matematikai fogalom és szamitds van, amely
visszavezethetd sorozatokra. Ezt latni is fogjuk majd kés6bbi tananyagokban, de
ehhez sziikséges a sorozatokat és azok tulajdonsagainak alapos megismerését.

Kozépiskolai tanulményainkban méar megismerkedtiink a szamsorozatok két fontos
tulajdonsagaval, a korlatossaggal és a monotonitassal. Ezekhez most jon a konver-
gencia, amin azt értjliik lényegében, hogy a sorozat elemei egyre kézelebb tudnak
kertilni egy értékhez (in. hatarértékhez) gy, hogy egy id6 utan alig tapasztalhato
kiilénbség a sorozat elemeinek értéke és a hatarérték kozott. Az el6zé értelme-
zés természetesen nem lehet a konvergencia definicidja, hiszen az ,egy id6 utan”
és az ,alig tapasztalhaté kiillonbség” kifejezésekre nem lehet preciz matematikai
fogalmakat épiteni. Igy a matematikai analizis egyik legfontosabb feladata, hogy
pontos értelmet adjon a hatarértéknek, illetve hasznalhaté matematikai eszkézoket

adjon annak kiszdmitasahoz.

A konvergencidval szdmos geometriai és fizikai jelenség magyardzhaté. Olyan fo-
galmak esetén kell konvergenciat alkalmazni, melyek ,szabalyos” vagy ,elemi” ob-
jektumokon természetszeriien értelmezhetéek és fokozatos kozelitéssel ki tudjuk
terjeszteni mas objektumokra is. Példaul teriiletszamitas esetén, ahol az elemi
alakzatok a téglalapok, teriiletiik természetesen két szomszédos oldaluk szorzata,
azonban mas sikbeli alakzat teriiletét ugy szamithatjuk ki, hogy fokozatosan egy-
masba nem nyld téglalapokat helyeziink az alakzat belsejébe és az egyre névekvo
téglalap-Osszteriiletnek vessziik a hatarértékét. Hasonl6 fogalmak még az érinto, a
pillanatnyi sebesség, a térfogat, a silypont, stb. Az eléz6 fogalmak gyakorlati fon-
tossaga azt eredményezte, hogy sokdig a matematikusok nem tudtak elszakadni
a konvergencia geometriai eredetétol és csak a 19. szazad kozepén sikeriilt el6-
szor Cauchy-nak és utana teljes precizitdssal Weierstrass-nak a hatarérték olyan
fogalmat megalkotni, ami mar analitikus jellegli, ahogyan ez a tanagyagunkban is
szerepel.
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A matematika fejlédésével a konvergenciat minden olyan téren értelmezik, ahol
tavolsdg megadhatd. Mi a tavolsdgot a valés szamok halmazan fogjuk el6szor ér-
telmezni, ahol két szdm kozotti természetes tavolsag a kiilonbségiik abszolut értéke.
Igy a tananyagot nem régton a konvergencia fogalméaval kezdjiik, hanem egy olyan
résszel, ahol megadjuk a tavolsag pontos matematikai fogalmat és megalapozzuk a
vele kapcsolatos ismereteket. Ilyen példaul a kornyezet és egy halmaz bels6, kiilso,
hatar- és torlodasi pontjainak fogalma.

A 3. Részben mar a konvergencia fogalmét vizsgaljuk a sorozatok két masik tulaj-
donsagaval egyltt, azaz a monotonitassal és a korlatossaggal. Itt mar talalkozunk
konkrét példakkal, de vizsgalataink inkdbb a definicién alapszanak, és még nem
mutatunk be hatékony eszkozt a hatarérték kiszamitasara. Ennek a mddszernek
a teljes kidolgozasa a kovetkezé tananyagunk célja. Az 5. Részben megismerjik a
részsorozat fogalmat, és megtanuljuk hogyan érdemes néhany sorozatot diszjunkt
részsorozatokra bontani ahhoz, hogy meg tudjuk vizsgdlni az eredeti sorozat a
monotonitds, korlatossag és konvergencia szempontjabol.

A tananyag utolsé részeiben a konvergencia szigoru koévetelményén probalunk va-
lamelyest gyengiteni. Eloszor kiterjesztjiik a hatarértéket a végtelen és a minusz
végtelen felé. Ezutédn a hatarérték fogalmat azzal gyengitjik, hogy végtelen (és
nem egy index utdn minden) sorozatbeli elem legyen egy érték koriil. gy kap-
juk meg a sorozat torlodasi pontjanak fogalmat. A torlédasi pontok segitségével
bevezetjik az alsé és fels6 hatarértékek fogalmat, és részletesen foglalkozunk ezek
kiszamitasaval divergens sorozatok esetén. Végiil a tananyag utolsé részében egy
a konvergenciaval ekvivalens tulajdonsaggal taldlkozunk, a Cauchy-sorozat fogal-
méval.

A tananyag feldolgozasanak moddszere a mar kidolgozott

1. Halmazok, relacidk, figgvények [10]
2. Val6s szémok [11]

3. Valos fliggvények [12]

cimli tananyaghoz hasonld, azaz a matematikaban szokasos négyes tagozodasbol
all: definicié, tétel, bizonyitds, alkalmazas (feladatok). A jobb megértést eldsegi-
ti, hogy a definicidkat egyszerii példakkal szemléltetjiik. A definidlt fogalmakra
tételeket mondunk ki, és precizen bizonyitjuk ezeket. A tananyag teljes elsajati-
tasdhoz tobb mintafeladatot oldunk meg, néhanyukat dbraval is illusztralunk. Az
utolsé részben feladatokat tiiziink ki megoldas nélkiil, melyek a lehetséges gyakor-
lati foglalkozasok anyagat képezhetik. Megoldasuk el6tt javasoljuk a tananyagban
megoldott feladatok tanulmanyozasat és megértését.

A fejezetben N, Z és R szimbdlumokkal jeloljik a természetes, egész és valds
szamok halmazat. Ha kiilon nem jeloljiik, akkor az eléfordulé betiik (latin, gorog)
mindig valds szamokat jelentenek.


http://bit.ly/toledo-halmazok
http://bit.ly/toledo-tananyag-valos_szamok
http://bit.ly/toledo-tananyag-valos_fv

2. A valés szamok metrikus tulajdonsagai

A val6s szamok halmazédval a ,Valés szamok” ciml tananyagban foglalkoztunk
részletesen. Megmutattuk, hogy a valds szamok egy ,elég Osszetett” struktura,
melynek harom axiémarendszernek kell megfelelnie, a test-, a rendezési és a tel-
jességi axiomaknak. Ezek az axiomak garantdljak azokat a tulajdonsigokat és
nevezetes atalakitasokat, amelyeket szamitdsaink soran teljes természetességgel
alkalmazni szoktunk.

Korabbi tanulméanyainkban szamos tulajdonsagot igazoltunk, amely jellemzi a va-
16s szamokat és a beldliik alkotott halmazokat. Ebben a részben egy masik aspek-
tusbdl vizsgaljuk a valés szamokat, mégpedig a koztiik levé tavolsdg szemszogébol.
Két valdés szam tavolsagat, tekintettel a szamegyenesen valé természetes elhe-
lyezkedésiikkel ugy kapjuk meg, hogy a nagyobbikbdl kivonjuk a kisebbiket. Mas
szavakkal vessziik a két szam kiilonbségének abszolut értékét. Ennek figyelembe-
vételével tekintsiik a kovetkezo fiiggvényt:

d(may) = |.%' - y| (SU,y € R)7

amelyet metrikdnak vagy tavolsagfiiggvényének nevezziink. Ez a figgvény teljesiti
a kovetkez6 tulajdonsagokat.

4 \
1. Tétel. d: R? — R gy, hogy minden x,y,z € R esetén teljesiil

(i) d(z,y) 20 és d(z,y) =0 & z =y,

(ii) d(z,y)
. (iii) d(z,y) < d(x,z) 4+ d(z,y) (hdromszog egyenldtlenség).

d(y,x) (szimmetria),

J

Bizonyitdas. Nyilvanvaléan d egy két valtozés valds fliggvény, amely tetszo-
leges két valés szamhoz egy valés szdmot rendel, azaz d: R? — R. A ,Valos
szamok” cimii tananyagban igazoltuk az abszolut érték kovetkezd tulajdon-
sagait: minden x,y € R esetén igaz, hogy

(a) x| >0,és |z| =0 < z =0,

(b) |zy| = [=[lyl,

(€) |z +yl < |+ lyl.

A fenti tulajdonsagokbdl azonnal kévetkezik, hogy
(i) lz—yl>0 é |r—y|=0 <<= 2—-y=0 <= z =y,
(i) [z =yl = (=D —2)| = [(=Dlly — 2 = |y — =],

(iii) |z —yl =z —-2)+ -y < |z —z[+]z—yl,

amelyek a tétel allitasait igazoljak.


http://bit.ly/toledo-tananyag-valos_szamok
http://bit.ly/toledo-tananyag-valos_szamok
http://bit.ly/toledo-tananyag-valos_szamok
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A kovetkezdekben latni fogjuk, hogy szamos, a tavolsdgot érint6 allitas van,
amely kozvetleniil az el6z6 tételben szerepld tulajdonsagokbdl koévetkezik, és
nem a konkrét tévolsagfiiggvényt definialé d(z,y) = |z — y| képletbsl. Igy
ezek az allitasok érvényesek maradnak olyan fliggvények esetén, amelyek eleget
tesznek ezeknek a tulajdonsagoknak, de mas a definialé képletiik. Nem nehéz
igazolni példaul, hogy

d(z,y) = /lr—yl  (v,y €R)

egy ilyen fiiggvény, de szamos mas példa is megadhatd. Ez lehetéséget biz-
tosit arra, hogy a matematikai analizisben altalanositjuk a tavolsdgfiiggvény
fogalmat. Nevezeten, minden két valtozds nem negativ fiiggvény, amely ki-
zarélag akkor nulla, ha egy pont énmagatdél vett tavolsagardl van szd, tovab-
ba szimmetrikus és teljesiti a haromszog egyenlGtlenséget, azaz érvényesek ra
az 1. Tételben szereplé tulajdonsagok, tavolsagfiggvénynek tekinthetd. A téa-
volsagfiiggvényekkel ellatott struktirakkal, az i.n. metrikus terekkel, egy
kés6bbi tananyagban foglalkozunk. Jelen tananyagban az x és y elemek tévol-
sdga kizardlag az |z — y| értéket jelenti.

A téavolsig ismeretével értelmezhetjiik egy valés szdm kornyezetének fogalmat. Ez
olyan halmaz, amely elemeinek tavolsaga a széban forgd valds szamtol kisebb, mint
egy adott szam.

1. Definicié. Legyen a és r > 0 két valdos szdm. Ekkor a
K(a,r):={x € R: |z —a| <7}

halmazt az a kozépponti r sugari kornyezetnek nevezziik.

Mivel
|t —al<r <<= —r<z—a<r <<= a—-r<z<a+r,
ezért
K(a,r)=la—ra+r[

Ezért valéjaban a kornyezetek olyan véges hossziisagi nyilt intervallumok, ame-
lyeknek kozéppontja megegyezik a kornyezet kozéppontjaval, és hossza a kornyezet
sugaranak kétszerese. Forditva, minden véges hossziisagu nyilt intervallum koézép-
pontjanak kornyezete.

Példaul, a K (3,1) kornyezet nem més, mint a ]2,4[ intervallum, illetve a | — 1, 5[
intervallumot K(2,3) médon is jelolhetjiik.

A kornyezetekre a kévetkezd, un. Hausdorff-féle tulajdonsagok érvényesek.
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4 )

2. Tétel (Hausdorff-féle tulajdonsagok).

(a) Minden szam sajat kornyezetének eleme:
Va € R ésVr >0 esetén a € K(a,r).

(b) Ugyanannak a szamnak két kérnyezete tartalmazza a szam egy kornye-
zetét:
VYa € R és Vri,r9 > 0-hoz Ir > 0, hogy K(a,r) C K(a,r1), illetve
K(a,r) C K(a,rs).

(c) Minden kérnyezet tartalmazza tetszéleges elemének egy kornyezetét.
Va e R, Vr >0 és Vb e K(a,r)-hez 3r; >0, hogy K(b,r1) C K(a,r).

(d) Minden két kilonbozé szam szepardlhaté két diszjunkt kornyezettel:
Va,b € R, a # b-hez 3r1,r9 > 0, hogy K(a,r1) N K(b,r3) = 0.

Bizonyitds. A bizonyitdsban alkalmazzunk a tavolsagfiiggvény tulajdonsagait
(lasd az 1. Tételt).

(a) Igaz, mert |[a —al =0 < 7.
(b) r :=min{ry,ro}-re az allitds nyilvanvaldan teljesiil.

(c) Legyenry :=r—|a—b| ésx € K(b,r1). Ekkor |x —b| < 7 és a haromszog
egyenlGtlenség szerint

|zt —a| <|z—b+b—a|l<r+|b—a|l=r,

azaz |x — a| < r, amibdl z € K(a,r) kovetkezik.

(d) Legyen rq := 19 := @. Tegyiik fel, hogy = € K(a,r1) és x € K(b,r2).
Ekkor |x —a| < r1 és |z — b| < 7o, és igy a hdromszog egyenlétlenség
szerint

la—b| <|z—a|l+|x—0b <ri+r2=|a—Dbl.

Mivel egy szam nem lehet sajat maganal kisebb, igy ellentmondashoz
jutottunk.

Ezzel a tétel allitasait igazoltuk.

A Hausdorff-féle tulajdonsagok azért fontosak, mert ahogy a tavolsdgnil nem a
tavolsdgfiiggvényt definidlé képleten, hanem a tulajdonsidgokon mulik az allitdsok
igazolasa, a kornyezet lényegét a Hausdorff-féle tulajdonsigok adjik, és ezzel a
kornyezet fogalma is altalanosithato.

Korabbi tanagyagunkban mar tanultunk a halmazok korlatossagardl. Definicidja
a kovetkezo:
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-
2. Definicié. Legyen A C R.

— Akkor mondjuk, hogy A alulrél korldtos halmaz, ha ki € R, amire
igaz, hogy © > k1 minden x € A elem esetén. FEkkor a ki szdmot az A
halmaz also korlatjanak nevezziik.

— Akkor mondjuk, hogy A feliilrél korldtos halmaz, ha Jky € R, amire
igaz, hogy x < kg minden x € A elem esetén. Ekkor a ko szdmot az A
halmaz felsé korldatjanak nevezzik.

— Ha A alulrél és felulrdl korldtos, akkor korldtosnak mondjuk.

\ W,

A korlatossag olyan fogalom, amely a tavolsaghoz kapcsolédik. Lényegében egy
halmaz korlatos, ha része a tér valamely kornyezetének. Valdban, az el6z6 definicié
szerint egy halmaz korlatos, ha része egy véges hosszusigu intervallumnak, ami
mindig egy véges hossziisagu nyilt intervallumba helyezhetd. Ez utébbiak pedig a
tér kornyezetei.

1. Feladat. Vizsgdljuk meg korldtossag szempontjabdl a kovetkezd halmazokat!

(a) A:={x € R: x>+ 5z —6 <0},

() B = 1({1,00]), abol f(@):= (5)

(c) C:={(-1)"n:n € N}.

Megoldas:

(a) Az f(x) = 22 4 52 — 6 masodfokn fiiggvény féegyiitthatéja pozitiv, és két
gyoke van: 1 = —6 és xo = 1. Ekkor a masodfoki egyenldtlenségekrol
tanultak figyelembe véve az egyenlGtlenség megoldasa —6 < xz < 1, azaz
A =] —6,1[. Ezért A korlatos halmaz.

(b) Az exponencialis fiiggvényrdl tanultak alapjan B = ]0, %}, ezért korlatos.

(c) Ha n péros, akkor (—1)"n = n, ami feliilr6l nem korlatos. Ha n paratlan,
akkor (—1)"n = —n, ami alulrél nem korlatos. Ezért C se felulrél, se
alulrél nem korlatos.

A valés szamok axiémarendszerében 1év6 teljességi axidéma azt mondja ki, hogy
ha egy nem fires halmaz feliilrél korlatos, akkor a halmaz fels6 korlatai koziil van
legkisebb. Ezt fels6 hatarnak vagy szuprémumnak nevezziik. A fels§ hatar lehet
a halmaznak eleme, példaul zart intervallumok esetében. Ekkor ez lesz a halmaz
legnagyobb eleme, és szuprémum helyett a maximum kifejezést is hasznalhatjuk.
Ha a felsé hatar a halmaznak nem eleme, példaul nyilt intervallumok esetében, ak-
kor a szuprémum ,,tetszoleges pontossaggal megkozelithetd” halmazbeli elemekkel.
Ekkor a halmaz elemei ,,siirtisddnek” a szuprémum baloldalan.
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Az el6z6 allitdsok hasonldéan megfogalmazhaték alulrédl korlatos halmazok esetén.
A halmaz als6é korlatai koziil mindig van legnagyobb, amit alsé hatdrnak vagy
infimumnak nevezziik. Ha az infimum a halmaznak eleme, akkor ez lesz a halmaz
legkisebb eleme, és infimum helyett a minimum kifejezést is hasznalhatjuk. Ha
az alsé hatar a halmaznak nem eleme, akkor az infimum ,tetszéleges pontossaggal
megkozelitheté” halmazbeli elemekkel és a halmaz elemei ,,stirtisédnek” az infimum
jobboldalan.

A kovetkez6 fogalom pontosan értelmezi mit értiink azon, hogy elemek stirtisédnek
egy szam koriil.

3. Definicié. Legyen A C R és a € R. Azt mondjuk, hogy az a szam
torlodasi pontja az A halmaznak, ha ¥Yr > 0-hoz dx € A, x # a, hogy
|x —a| <r. Az A halmaz torléddsi pontjaibol dllé halmazt A*-gal jeloljiik.

Mas szavakkal, az a szam torlédési pontja az A halmaznak, ha ¢ minden kérnyezete
tartalmaz téle kiillonbozd A-beli elemet, tehat

a€ A" < Vr>0esetén (K(a,r)\{a})NA#0.

A torlodéasi pontot mésképpen siirtisodési pontnak is szokds nevezni.
Lassunk néhany példat!

r

1
Legyen A := {n:nEN}. 0 T 1
3 2
Az abran lathat6, hogy a halmaz elemei siirtisédnek a 0 szdm jobboldaldn. Va-

l6ban, minden r > 0 esetén van olyan ng természetes szam, hogy ng > —. Ezért
r

1 1 .

0 < — < r minden n > ng esetén, azaz — € K(0,r). Igy a 0 torlédési pontja az A
n n

halmaznak. Mivel t6bb torlédasi pontja nincsen, igy A* = {0}.

Legyen B :=)0, 1]. Nyilvanvaléan minden 0 < z < 1 szdm torlodési pontja B-nek,
hiszen ha r := min{z, 1 —x}, akkor a K(z,r) kdrnyezet minden eleme B-beli elem
is. Azonban 0 és 1 is torlodasi pont, mert a 0 minden kdrnyezetének jobboldali
része, és az 1 minden kornyezetének baloldali része tartalmaz B-beli elemet. Ez
mutatja, hogy a torlédasi pontok lehetnek halmazbeli és nem halmazbeli elemek
is. Mivel t6bb torlédasi pontja nincsen, igy B* = [0, 1].

Nem nehéz igazolni a kdvetkez6, a torlédasi pont fogalméval ekvivalens allitast.

3. Tétel. Legyen A C R ésa € R. Az a szam akkor és csak akkor torloddsi
pontja az A halmaznak, ha a minden kornyezete tartalmaz végtelen sok A-
beli elemet.
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Bizonyitds. Ha a minden kornyezete tartalmaz végtelen sok A-beli elemet,
akkor lesz koztiik olyan, amely nem a-val egyenld, ezért a torlédési pontja
A-nak.

Forditva, legyen a torlodasi pontja A-nak és r > 0. A definici6 értelmében
dz, € K(a,r), hogy =1 € A és x1 # a. Jeldlje r; := |x; — a|. Ugyanigy
dzo € K(a,m1), hogy zo € A és x9 # a. Mivel |xg —a| < |z1 —al, igy ©2 # 21.
Jelolje rg 1= |9 — al.

Az el6z6 eljarast folytatva, ha méar kivdlasztottunk az x1, 2o, ..., z,_1 eleme-
ket, akkor Jz,, € K(a,ry—1), hogy z,, € A és x,, # a. Mivel

|xy —al <|zp—1 —a| <--- <|z1 —al,

ezért minden xy,...,x, elem kilonb6z6. Az {x,: n € N} halmaz, amely-
nek elemeit az el6bbi eljarassal kaptuk, egy olyan végtelen, A elemeibdl all6
halmaz, amely a K(a,r) kornyezetnek részhalmaza. Ezzel a tétel allitdsat
igazoltuk.

"o

Az el6z6 tételbdl kovetkezik, hogy csak végtelen halmaznak lehet torlodasi pontja.
Nyilvanvaléan az allitdas megforditdsa nem igaz, azaz nem minden végtelen hal-
maznak van torlédasi pontja. Erre a természetes szamok halmaza jé ellenpélda.

A kovetkez6 tétel azt allitja, hogy ha egy végtelen halmaz korlatos, akkor az elemei
valahol siirtisédnek.

4. Tétel (Bolzano—Weierstrass-tétel). A valds szdimok minden korldtos, vég-
telen részhalmazanak van torloddsi pontja.

Bizonyitds. A tétel bizonyitasdban a Cantor-féle metszet-tételt fogunk alkal-
mazni. Ezt a tétel a ,Valés szamok” cimili tananyagban igazoltuk, és azt
allitja, hogy egymaésba ,skatulydzott” zart intervallumok metszete nem iires.
Pontosabban, ha (a,): N — R és (b,): N — R két valds sorozat ugy, hogy

an < Qptl, by > bn+17 an < by
teljesiil minden n € N esetén, akkor

ﬂ [an, bn] # 0.

neN

Legyen A egy valds szamokbdl all6 korlatos, végtelen halmaz. Jel6lje aq és by
az A halmaz also és felsé korlatjat. Ekkor A C [aq,b1].
Felezziik meg az [a1, by] intervallumot! Ekkor az

a1 + by a1 + by
arg, ) 5 ) abl



http://bit.ly/toledo-tananyag-valos_szamok
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intervallumok koziil az egyik biztosan tartalmaz végtelen sok A-beli elemet,
hiszen A végtelen halmaz, és eléall a két intervallum A-beli elemei uniéjaként,
igy mindkett6 nem tartalmazhat csak véges sok A-beli elemet. Ha mindketto
végtelen sok A-beli elemet tartalmaz, akkor tetszdleges mdédon valasszunk
egyet a kett6 koziil. Jeldlje [ag, ba] az igy kivalasztott intervallumot. Ezt Gjra
megfelezzik, és az eljardst ugy folytatjuk, hogy ha az [ay,by,] intervallumot
mar kivalasztottuk, akkor jelolje [an+1,bnt1] a

o3
> 2 )

an + by,
bn,
—

intervallumok koziil azt, amely végtelen sok A-beli elemet tartalmaz. Nyilvan-

valéan az [an, by] (n € N) intervallumok kielégitik a Cantor-féle metszet-tétel

feltételeit. Jelolje tehat a az intervallumok metszetének egy elemét.

Legyen r > 0 tetszOleges szam. Mivel az intervallumok felezési eljarassal ké-
b1 —a

szultek, ezért b, — a, = 12n711 minden n € N esetén. Mivel a a metszet

eleme, igy minden intervallumon megtalalhato, azaz a, < a < b, és igy

blfal <b17a1

a—ap < on—1 n — a

— 9n—1
minden n € N esetén. Legyen ng € N olyan, amire teljesiil

b1 — a1

no > log, +1,
b1 —a
2n0—1
intervallumot, ami végtelen sok A-beli elemet tartalmaz. Igy a torlédasi
pontja az A halmaznak. Ezzel a tétel allitdsat igazoltuk.

L < r. Ekkor az la —r,a + r| kérnyezet tartalmazza az [an,, bn,]

azaz

A Bolzano—Weierstrass-tétel a matematikai analizis egyik fontos tétele. A
tételt el6szor Bernard Bolzano (1781-1848) cseh matematikus és filozéfus iga-
zolta. A pragai egyetemen vallastorténet professzora volt, de &llasabdl el-
mozditottak és minden nyilvanos szerepléstél eltiltottak, mert a cseh nemzeti
onallésdg eszméjét hirdette az osztrak elnyoméssal szemben. Igy matematikai
eredményeit sem kozolhette, pedig Bolzano tobb matematikai fogalmat irt le
és tételt igazolt olyan matematikai szigorral, amivel tobb neves matematikust
megeléz6tt. Sajnos tobb kéziratat csak a haldla utén taldltdk meg. Igy fordul-
hatott el6, hogy Weierstrass nem ismerte Bolzano munkajat, de 6 is igazolta
a tételt, ami ma mindkét matematikus nevét visel.

A Bolzano—Weierstrass-tétel bizonyitasabdl lathato, hogy a 1étezé torlodasi pont
eleme az [aj, b1] zart intervallumnak, amely maga az A halmazt is tartalmazza. A
kovetkezo allitas megadja az el6z6 allitas altalanos megfogalmazasat.


https://hu.wikipedia.org/wiki/Bernard_Bolzano
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5. Tétel. Legyen A egy valds szamokbol dllo halmaz, valamint a,b € R. Ha
A C [a,b], akkor A* C [a,b].

Bizonyitds. Indirekt médon tegytik fel, hogy = torlédési pontja az A halmaz-
nak, de = ¢ [a, b].

e Ha x < a, akkor legyen r := a — z. Ekkor a K(z,r) kornyezet nem
tartalmaz A-beli elemet,

e Ha x > b, akkor legyen r := x — b. Ekkor a K(z,r) nem tartalmaz
A-beli elemet.

Ezek szerint mindkét esetben talalunk z-nek olyan kornyezetét, ahol nincs
A-beli elem, ami ellentmond annak az allitdsnak, hogy x torlédédsi pontja az
A halmaznak. Ezzel a tétel allitdsat igazoltuk.

Mar lattuk, hogy egy torlédasi pont lehet halmazbeli vagy nem halmazbeli elem
is. Ha egy halmazbeli elem nem torlédasi pontja a halmaznak, akkor van olyan
kornyezete, ahol egyediil csak 6 eleme a halmaznak.

4. Definicid. Legyen A C R ésa € A. Azt mondjuk, hogy a izoldlt pontja
az A halmaznak, ha a nem torléddsi pontja A-nak.

Egy A halmaz izoldlt pontjai tehat azok az a € A elemek, amelyekhez van olyan
r >0, hogy K(a,r) N A= {a}. Példdul az A :=[0,1] U {2} halmaz esetében 2 az
egyediili izoldlt pont.

2. Feladat. Adjunk példat olyan valos szamokbdl allé végtelen halmazra, amely-
nek

(a) mincs torléddasi pontja,

(b) pontosan 1 torléddsi pontja van,

(c) pontosan két torléddsi pontja van,

(d) torléddsi pontjainak halmaza R,

(e) nincs izolalt pontja,

(f) pontosan 1 izoldlt pontja van,

(g) végtelen sok izoldlt pontja van.
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Megolddas:
(a) N, hiszen két természetes szam tavolsaga legaldbb 1.

1
(b) A := {: n € N ¢ torlédasi pontja csak a 0. Valéban, A € [0,1] tehét

n
az 5. Tétel szerint, ha a torlédasi pontja A-nak, akkor 0 < a < 1. Azonban
ha a > 0, akkor dng > %, azaz % < 5 minden n > ng esetén. Ezért a
K (a, §) kornyezet nem tartalmazhat végtelen sok A-beli elemet, azaz nem
torlédasi pont.

© Bi={(-1)r

n—1

'n € N} torlodasi pontjai —1 és 1, hiszen
n

(=1 =

n

nn—l_{l—}l ha n paros,

-1+ % ha n pératlan.

Ekkor az el6z6 feladathoz hasonléan igazolhatd, hogy csak a —1 és 1
torlédasi pontja a halmaznak.

(d) Q, hiszen két valds szam koézott mindig van raciondlis.
(e) Minden intervallum.
(f) A [0,1] U {2} halmaznak egyetlen izolalt pontja a 2.

(g) Ha egy végtelen halmaznak nincs torlédési pontja, akkor minden eleme
izolalt, ezért az IN természetes szamok halmaza jra a feladat megoldasa.

3. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy (AU B)* = A* U B* !/

Megoldds: FEloszor azt igazoljuk, hogy (AU B)* C A* U B*. Indirekt médon
tegytik fel, hogy Ja € R, hogy a € (AU B)*, de a ¢ A*U B*, azaz a ¢ A* és
a ¢ B*. Tovabba,

a¢ A* < Ir >0, hogy (K(a,r1)\ {a})NA=0.

a ¢ B* < Jry >0, hogy (K(a,r2)\ {a}) N B =0.

Ekkor r := min{ry,ro}-re (K(a,r) \ {a}) N (AU B) = 0, ami ellentmond
annak a feltételnek, hogy a € (AU B)*, azaz annak, hogy a torlodési pontja
AU B-nek.

Most az A* U B* C (AU B)* éllitast fogjuk igazolni. Ha a € A* U B*, akkor
a € A* vagy a € B*. Masrészt,

a€A* < Vr>0esetén (K(a,r)\{a}))NA#0) =

= (K(a,r)\{a}) N(AUB)#0 = a€ (AUB)*.

Ha a € B*, akkor az el6bbihez hasonléan igazolhatd, hogy a € (AU B)*.

A tévolsag ismeretében egy adott halmaz hiarom kiilonb6z6 részre bontja a valds
szamegyenest.
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~
5. Definicié. Legyen A egy valds szdmokbol dllé halmaz és a € R.

— Azt mondjuk, hogy a belsé pontja az A halmaznak, ha van olyan r > 0,
hogy K (a,r) C A. Az A halmaz dsszes belsé pontjainak halmazat int A-val
jeloljik.

— Azt mondjuk, hogy a kiilsé pontja az A halmaznak, ha van olyan r > 0,

hogy K(a,r) C A. Az A halmaz dsszes kiilsé pontjainak halmazdt ext A-
val jeloljiik.

— Azt mondjuk, hogy a hatdrpontja az A halmaznak, ha minden r > 0
esetén K(a,r) N A # 0 és K(a,r) N A # 0. Az A halmaz dsszes hatdr-
pontjainak halmazdat mar A-val jeléljik.

G

Mas szavakkal, a belsé pontja az A halmaz-

nak, ha A tartalmazza az a pontot egy kor- 0 1

nyezetével egyiitt. Ekkor nyilvan a € A, de

nem feltétleniil minden A-beli elem belsé pontja lesz az A halmaznak. Példaul,
ha A :=]0, 1], akkor int A =]0,1[. « = 1 halmazbeli pont, de nem belsé pontja a
halmaznak, mert minden kérnyezetének jobboldala ,kilég” a halmazbdl.

Hasonlbéan a kiilsé pontja A-nak, ha A tartalmazza az a egy kornyezetét. Ekkor
a ¢ A, ezért nincs olyan pont, amely belsé és kiils§ pont lenne egyszerre. Példaul,
ha A :=]0, 1], akkor ext A =] — 00, 0[U]1, oo[. Hasonléan = = 0 nem kiilsé pontja a
halmaznak, mert minden kérnyezetének jobboldala tartalmaz halmazbeli elemet.

Végiil a hatarpontja A-nak, ha se nem belsd, se nem kiilsé pontja. Példaul, ha
A :=]0, 1], akkor mar A = {0, 1}.

Az elézbek alapjan latjuk, hogy minden A halmaz esetén az
{int A, ext A, mar A}

halmazrendszer egy osztalyozasa a valds szdmok halmazanak, azaz az int A, ext A
és mar A halmazok paronként diszjunktak, és uniéjuk R.

4. Feladat. Igazoljuk, hogy azint A = ext A egyenldséq igaz minden A halmaz
esetén!

Megoldds: Mivel A = A, igy a€intA <= 3r >0, hogy K(a,7) CA <=
<= Ir >0, hogy K(a,r) CA <= a € extA.

Az el6z6 feladat 4llitasabol kovetkezik, hogy ext A = int A és mar A = mar A.

5. Feladat. Igazoljuk, hogy ha A C B, akkor int A C int B /
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Megoldds: a € int A = Jr > 0, hogy K(a,r) C A. Mivel A C B, igy
K(a,r) C B, azaz 3r > 0, hogy K(a,r) C B. Ezért a € int B.

6. Feladat. Hatdrozzuk meg az alabbi halmazok torloddsi, belsd, kiilsé és ha-
tarpontjait!

(a) A= [_5’ _2] U [_17 2[U{3}’ (b) Q,
1
(c)B:—{n:neN}, (d) N.

Megoldds: Csak a végeredményeket kozoljilk, ezek igazoldsit az olvasoéra
bizzuk.

(a) A*=[-5,-2]U[-1,2], intA=]—-5,-2[U]—1,2],
ext A =] — oo, —5[U] — 2, —1[U]2, 3]U]3, o0,
mar A = {—5,-2,—1,2,3}.

(b) Q* =marQ =R, intQ=extQ =10.
(¢) B*={0}, intB=0, marB=BU{0}, extB=BU{0}.

(d) N*=intN =0, marN=N, extN=N.

Az A :=|a,b] nyilt intervallumok egyik tulajdonsdga az, hogy int A = A, azaz a
nyilt intervallumok minden eleme bels6 pontja lesz az intervallumnak. Ez a tulaj-
donsag nem csak nyilt intervallumokra igaz, példaul két diszjunkt nyilt intervallum
unidjéra is teljesiil. Azok a halmazok, amelyeknek minden pontja bels6é pont fontos
szerepet toltenek be tavolsagfiiggvénnyel ellatott terekben.

6. Definicié. Egy halmazt nyiltnak nevezzik, ha minden eleme belsé pont-
ja a halmaznak.

Mivel egy halmaz eleme csak bels6é vagy hatarpont lehet, igy egy halmaz akkor és
csak akkor nyilt, ha nem tartalmazza hatarpontjait.

A kornyezetek nyilt halmazok, hiszen nyilt intervallumok. A | — oo, a és |b, 0]
intervallumok is nyilt halmazok. A 6. feladatban szereplé halmazok kozill egyik
sem nyilt halmaz. A definicié segitségével gy igazoljuk, hogy egy A halmaz nyilt,
ha tetszéleges a elemét véve igazolni tudjuk, hogy

Ir > 0, hogy K(a,r) C A.

A kovetkez6 4llitasok teljesiilnek nyilt halmazok esetén.
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s N
6. Tétel.

(a) O és R nyilt halmaz,

(b) nyilt halmazok unidja nyilt,

. (c) véges sok nyilt halmaz metszete nyilt.

Bizonyitds.

(a) Mivel minden A halmaz esetén int A C A, igy int() C ), azaz int ) = ().
Ez azt jelenti, hogy () nyilt halmaz. Masrészt Vo,r € R, r > 0 esetén
K(z,r) C R, azaz R minden eleme bels6 pontja R-nek. Ez azt jelenti,
hogy R nyilt halmaz.

(b) Legyen {A,: v € TI'} egy nyilt halmazokbdl all6 halmazrendszer. Ha
a € Uyer 4y, akkor 3yp € T, hogy a € A,,. Mivel Ay, nyilt halmaz,
igy a bels6 pontja A, -nak, azaz Ir > 0, hogy K(a,r) C A,,. Azonban
Ayy € Uyer Ay, azaz K(a,r) C U, er Ay, amibél kévetkezik, hogy a belsé
pontja az (J,cr Ay halmaznak. Mivel a tetszdleges volt, ezért |, ep A,
csupa belsé pontokbdl all, azaz nyilt halmaz.

(c) Legyenn € N és{A,...,A,} egy nyilt halmazokbdl 4ll6 halmazrendszer.
Ha a € N}, A;, akkor a € A; minden ¢ = 1,...,n esetén. Mivel minden
A; halmaz nyilt, minden ¢ = 1,...,n-hez Ir; > 0, hogy K(a,r;) C A;.
Jelolje r := min{r;: i =1,...,n}. Ekkor

K(a,?“)gK(a,m-)gAi (izlv"'vn)v

igy K(a,r) C N1, A;, amib&l kovetkezik, hogy a bels6é pontja a (-, A;
halmaznak. Mivel a tetszéleges volt, ezért (), A; csupa belsé pontokbdl
all, azaz nyilt halmaz.

Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

Az el6z6 tétel végtelen sok nyilt halmaz metszetérol nem &llit semmit, hiszen ez

= 1
lehet nyilt és nem nyilt halmaz is. Példaul ﬂ }O, [ = (), azaz nyilt halmaz, de

n=1 n

pa 1

ﬂ }—1, — { =] — 1,0], ami nem nyilt halmaz.
n

n=1

A kovetkezo &llitas jellemzi a nyilt halmazokat.

7. Tétel. Minden nyilt, nem dres halmaz egyértelmien elédllithaté meg-
szdamldlhatoan sok, pdronként diszjunkt nyilt intervallum unidjaként.
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Bizonyitds. Legyen x a kérdéses A nyilt halmaznak egy eleme. Mivel x belsd
pontja A-nak, Ir > 0, hogy x €]z — r,z + r[C A. Tekintsiik az Gsszes olyan
]a, b] intervallumot, amelyre igaz, hogy = €la,b[C A, és jelolje a az Osszes
ilyen a szam infimumat és § az Osszes ilyen b szam szuprémumat. Ekkor
x €la,BIC A, azaz |a, 3] a legtdgabb z-et tartalmazé intervallum, amely
része A-nak. Vegyiik észre, hogy « lehet minusz végtelen és 3 lehet végtelen,
azaz az |a, O] nyilt intervallum lehet végtelen hosszisagu.

Az A\]a, B[ halmaz nyilt, hiszen az el6bbi halmaz minden y eleme a nyilt A
halmaz is eleme, igy 3s > 0, hogy y €]y — s,y + s[C A. Azonban

]y —5Y + s[ﬂ]a,ﬁ[: wa

mert ellenkezd esetben |y—s, y+s[U]a, 5[ egy x-et tartalmazé nyilt intervallum
lenne, amely része A-nak, és igy |o, 5[ nem lenne a legtdgabb ilyen feltételeket
teljesitd intervallum.

Mivel A\]a, 8] nyilt halmaz, az eléz6 eljaras folytathaté. Végiil az A halmaz
szétesik diszjunkt nyilt intervallumokra, amib6él megszamlalhatéan sok van,
hiszen az eljaras egymasutan generdlja Oket. Az el6allitas egyértelmii, hiszen
diszjunkt intervallumokrél van sz6. Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

Olyan halmazok is igen fontos szerepet toltenek be, amelyek bizonyos szempontbol
yellentétesek” a nyilt halmazok sajatsdgaival. Ezek az un. zart halmazok.

[ 7. Definicié. Egy halmazt zartnak neveziink, ha komplementere nyilt hal—]
maz.

Az ellentétes sajatossag nem olyan értelemben értendd, hogy egy zart halmaz nem
lehet nyilt (latni fogjuk, hogy 0 és R nyilt és zdrt is egyszerre) vagy egy halmaz
nyiltnak vagy zartnak kell lennie (az [a, b] intervallumok se nem nyiltak és se nem
zértak), hanem a kovetkez6 értelemben.

8. Tétel. Egy halmaz akkor és csak akkor zdrt, ha tartalmazza minden
hatdrpontjdt.

Bizonyitds. Legyen A egy valos szamokbdl allé halmaz. Tudjuk, hogy egy
halmaznak és komplementerének kézos hatdrpontjai vannak, ami azt jelenti,
hogy mar A = mar A. Azt is tudjuk, hogy egy halmaz akkor és csak akkor
nyilt, ha hatdrpontjai nem elemek a halmaznak. Ezért A zdrt <= A nyilt
— (marA)NA=() < (marA)NA=( <= marAC A.

Az el6z8 tétel kovetkeztében minden zart intervallum zért halmaz, de zartak a
véges halmazok is. A 6. Feladatban szereplé halmazok koziil csak az N halmaz
zart. Az

{;:neN}U{O}

halmaz is zart.
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Zart halmazok esetén ki tudunk mondani egy a 6. Tételhez hasonlé, de bizonyos
értelemben ellentétes allitast.

s N
9. Tétel.

(a) O és R zdrt halmaz,

(b) zdrt halmazok metszete zdrt,

(c) véges sok zdrt halmaz unidja zart.

Bizonyitds.
(a) Mivel ) = R és R = () nyilt halmazok, ezért a két halmaz zart.

(b) Legyen {A,: v € I'} egy zart halmazokbdl 4ll6 halmazrendszer. Ekkor
A, nyilt minden v € I esetén. A De Morgan azonossagok miatt

ﬂ Ay = U fTw
yel’ vyel’

ami a 6. Tétel szerint nyilt halmaz, azaz a komplementere (,cp A, zért
halmaz.

(c) Legyenn € N és {Ay,..., Ay} egy zart halmazokbdl 4ll6 halmazrendszer.
Ekkor A; nyilt minden i = 1,...,n esetén. A De Morgan azonossigok
miatt

n

i=1

i=1
ami a 6. Tétel szerint nyilt halmaz, azaz a komplementere (J;'; A; zart

halmaz.

Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

c sz

> 1 1 > 1 1
U {—2+,2—] =]-2,2[ & {—2—,2+} = [-3,3]
ne1 n n ne1 n n

példakbdl lathatd, hogy az eredmény lehet nyilt vagy zart halmaz.

7. Feladat. Legyen A egy nyilt, B pedig egy zart halmaz. Igazoljuk, hogy A\ B
nyilt és B\ A zart halmaz.
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Megoldas: Az allitas rogton kévetkezik a 6. és a 9. Tételbél az
A\ B=ANB, B\A=BnA

atalakitassal, hiszen A zart, B pedig nyilt halmaz. Azt alkalmazunk, hogy
két nyilt halmaz metszete nyilt és két zart halmaz metszete zart.

A zart halmazokra nem érvényes olyan jellemzé el6allitds, mint amit a 7. Tétel
biztosit a nyilt halmazokra, azaz nem minden zart halmaz esik szét diszjunkt
zart intervallumokra. Sét el6fordul, hogy egy zart halmaz nem tartalmaz egyetlen
intervallumot sem. Ez torténik a véges halmazok, a természetes szamok halmaza,

valamint az {% n e N} U {0} halmaz esetében.

A kovetkezdekben kapcsolatot kerestink az eddig vizsgalt metrikus fogalmak ko-
z0tt. Elészor megjegyezziik, hogy egy halmaz bels6 pontja torlodési pont is egyben,
Ez azért igaz, mert a kornyezetek intervallumok, azaz végtelen halmazok, és ha a
bels6é pontnak van olyan kérnyezete, amely csupa halmazbeli pontokbdél &ll, akkor
ez érvényes az anndl kisebb sugart kornyezetere is. Ebbdl az kovetkezik, hogy ha
egy halmazbeli elem nem torlédasi pont, azaz izolalt pont, akkor nem belsé pont,
azaz hatarpont. Ezért ha egy halmaz minden pontja izolalt és tobb hatarpontja
nincs, akkor a halmaz zart. Ez a helyzet a véges halmazok és a természetes szamok
halmaza esetében.

Erdekes, hogy az {%: ne N} halmaz szintén izolalt elemekbél 4ll, de nem zart.
Ha hozzdadjuk megmaradt hatarpontjat, a 0-at, akkor zart lesz. A 0 egyben tor-
16déasi pont. A kovetkezo allitas szerint, ha egy halmazhoz hozzdadjuk a torlédéasi
pontjait, akkor zart halmazt kapunk.

10. Tétel. Egy halmaz akkor és csak akkor zart, ha tartalmazza minden
torloddsi pontjdt.

Bizonyitds. Legyen A egy zart halmaz, és indirekt mdédon tegyiik fel, hogy
van A-nak olyan a torlédasi pontja, amely nem eleme a halmaznak, azaz
Ja € A*, hogy a € A. Mivel A nyilt, ezért Ir > 0, hogy K(a,r) C A. Ez
ellentmond annak, hogy a torlédasi pontja A-nak, mivel van olyan kérnyezete,
amely nem tartalmaz A-beli elemet.

Legyen most A olyan halmaz, amely minden torlédési pontjat tartalmazza,
azaz A* C A, és legyen a az A halmaznak egy hatarpontja. Ekkor Vr > 0
esetén K (a,r) tartalmaz A-beli elemet, és ha még igaz lenne, hogy a € A,
akkor ez azt jelentené, hogy a torlddasi pontja az A halmaznak, hiszen ekkor
a minden kornyezete tartalmaz téle kiillonb6z6 A-beli elemet. Azonban a
nem lehet torlédasi pontja az A halmaznak, mert feltételezésiink szerint A
tartalmazza az Osszes torlédési pontjat, azaz a € A. Az el6bbi okfejtésbél
kovetkezik, hogy A minden hatarpontja az A halmaznak eleme, ezért A zart
halmaz.

Ezzel a tétel allitdsat igazoltuk.
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Az el6z6 tétel szerint az A* C A feltétel azonos azzal, hogy A zart halmaz. Nyilvan
egy zart halmaznak lehetnek még izoldlt pontjai, és ekkor A* C A. Ez torténik az

A=0,1]U{2}

példandl, ahol A* = [0,1] és a 2 eleme izolalt.

Mit mondhatunk egy halmazrol, amelynek nincsenek izolalt pontjai, azaz teljesiil
az A C A* forditott relaci6é? Ilyen halmazok példaul az intervallumok, melyek
lehetnek nyiltak, zartak, vagy egyik sem, de a racionalis szamok halmaza is ren-
delkezik ezzel a tulajdonsaggal pedig tudjuk, hogy megszamlalhaté halmaz.

8. Definicié. Az A halmazt perfektnek nevezziik, ha zdrt és nincsenek
izoldlt elemei, azaz A* = A.

A zart intervallumok perfekt halmazok, de az [a, 00| és | — 0o, b] intervallumok
szintén azok. Az lires halmaz is perfekt halmaz.

( 11. Tétel. Egy nem iires perfekt halmaz nem megszamldlhato. )

Bizonyitds.  Allitisunkat a Cantor-féle metszet-tétellel igazoljuk. Indirekt
modon tegyiik fel, hogy A egy perfekt, de megszamldlhaté halmaz. A nem
lehet véges, mert van torlédasi pontja. Ha A megszamlilhatéan végtelen hal-
maz, akkor A felirhaté az {z,: n € N} médon. A minden eleme torlédasi
pontja a halmaznak, azaz Va € A és Vr > 0 esetén a K (a,r) kornyezet végte-
len sok A-beli elemet tartalmaz.

Legyen y; egy x1-t6l kiillonbo6z6 A-beli elem és 1 := |y1 — x1|. A K(y1,71)
kornyezet végtelen sok A-beli elemet tartalmaz, de nem tartalmazza az x1-et.
Legyen y2 € K (y1,71) egy, az y1-t6l és xo-t6l kiillonboz6 A-beli elem, tovabba
ro olyan pozitiv szdm, hogy K(ya2,7r2) C K(y1,71), és a K(y2,72) ne tartal-
mazza az Y1 és ro elemeket. Ekkor ro < %1

Folytassuk az el6z6 eljarast! Minden n € N esetén, ha ismertek az y1,...,Yn
A-beli elemek és az 71, ...,r, pozitiv szdmok, akkor valasszunk a K (y,, )
kornyezetbél egy olyan A-beli elemet, amelyet y,,+1-gyel jelolink, és y,-tol és
Tpy1-t0l1 is kiilonbozik. Ilyen elem mindig van, hiszen vy, torlédédsi pontja A-
nak, azaz K (y,,r,) végtelen sok A-beli elemet tartalmaz. Legyen 7,41 olyan
pozitiv szam, hogy K(Yn+1,Tn+1) C K(Yn,mn), és & K(yp+1,7mn+1) ne tartal-
mazza az i, . - . , Yo elemeket, sem az x1, ...,z 1 elemeket. Ekkor ry,q < 2.
Mivel az eljards soran

Tn—1 Tn—2 1
rn < 5 Tp—1 < 5 ,7‘2<5
is teljesiilt, ezért
1
Tnel < —.

2n
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Az [yn, — rn, Yn + 1] intervallumok kielégitik a Cantor-féle metszet-tétel fel-
tételeit, gy Npen|Yn — Tns Un + 7n) # 0. Jelolje a a metszetnek egy elemét, és
legyen r > 0 egy tetszéleges szam. Ekkor a minden intervallumban megtalal-
haté, azaz

Yn —Tn S a < Yp + T

Legyen ng € N olyan, amire teljesiil, hogy ng > log, n + 2, vagyis
r

S |
2710—1 - 277,0—2

2rpy < 2- <7

Ekkor a K(a,r) kornyezet tartalmazza a K(yn,,7n,) kOrnyezetet, hiszen a
K(a,r) kornyezet sugara nagyobb, mint a K (yn,, 7 n,) kOrnyezet atméréje.
De ez utébbi kornyezet végtelen sok A-beli elemet tartalmaz, és igy K(a,r)
szintén végtelen sok A-beli elemet fog tartalmazni. Ezért a torlédasi pontja
A-nak, de A = A*, igy a € A. Mivel A = {z,: n € N}, ezért Im € N,
hogy a = x,, de ez lehetetlen, mert a € K(yn,7,) minden n € N esetén és
ZTm & K(Yn,rn), ha n > m. Ezzel ellentmondashoz jutunk.

A zart intervallumok kontinuum szamossiaguak és perfekt halmazok. A koévetke-
zOben egy tanulsagos példaval fogunk olyan perfekt halmazt bemutatni, amely
egyetlen teljes intervallumot sem tartalmaz. Ehhez induljunk ki a [0, 1] zart in-

tervallumbdl, és hagyjuk el beldle az } %, % [ nyilt k6zépsé harmadat. Az eredmény

azZ 1 2
Ey =10, -1
! [0’3] N {3’ ]

halmaz, ami két zart intervallum uniéja. Az el6z6 két zart intervallumbdl szintén
elhagyjuk a nyilt kézéps6 harmadukat, amibdl az

e B[

négy zart intervallum unidjat kapjuk. Az FEs halmazban szerepld zart interval-
lumaibdl elhagyjuk a kozépsé harmadukat, ezzel az E3 halmazt kapjuk, és igy
tovabb. Az eljaras folytatasaval sorra kapjuk az Ei, Es, E3, Ey, ...halmazokat,
amelyekre nyilvanvaléan E1 D FEo D E3 D FEy D ... teljestl. Ezért az eljaras
minden hataron tuli folytatasa utdn megmaradé halmaz megegyezik az

oo
E:= () En,
n=1

halmazok metszetével, amit Cantor-féle triadikus halmaznak nevezziik.

Az FE, halmazok elédllnak 2™ darab, Sin hosszusagu zart intervallum unidjaként.
Ezeknek a zart intervallumoknak a hatarait nem hagyjuk el az eljaras soran, ezért
az F halmaz nem {ires. Az F,, halmazok zartak, mert el6allnak véges sok zart inter-
vallum unidjaként, és igy F is zart halmaz, mert el6all zart halmazok metszeteként

(lasd a 9. Tételt!).

Most igazolni fogjuk, hogy az E halmaznak nincs izolalt pontja. Ehhez vegyiik
a € FE a halmaznak egy tetsz6leges pontjat, és legyen r > 0 egy tetszoOleges szam.
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Mivel a az F, halmazok metszetének egyik eleme, ezért a € E,, minden n € N
esetén. Valasszuk olyan ng szamot, amire teljesiil hogy

1
370 <r.
Mivel a € E,,, igy megtalalhaté az egyik zart intervallumaban, melynek hossza
3%0, tehét része a K(a,r) kornyezetnek. Masrészt tudjuk, hogy a zart intervallum
mindkét hatara az F halmaz eleme. Ez azt jelenti, hogy K(a,r) tartalmaz egy
a-t6l kilonb6zé E halmazbeli pontot, azaz a torlédédsi pontja az E halmaznak.
Mivel a egy tetszbleges F halmazbeli pont volt, igy F csupa torlédasi pontokbdl
all, egyik sem izolalt. Osszefoglalva E zart és nincs izoldlt pontja, azaz perfekt

halmaz.

A Cantor-féle triadikus halmaz azért nem tartalmazhat egy teljes intervallumot

sem, mert az eljarasbol lathaté, hogy minden n € N és k = 0,1,...,3" 1 — 1
esetén a
3k+1 3k+2
3n 7 3

nyilt intervallumok nem tartalmazzak F-nek egyetlen egy pontjat sem. Azonban
minden |o, B[C [0,1] nyilt intervallum tartalmaz egy, a fenti alakba irhaté inter-
vallumot. Valéban, ha ng olyan pozitiv egész szam, amire

1 8 —«a
30 S g

teljesiil, akkor van olyan k, amire igaz, hogy

3k+1
3n0 >«

Ilyen példdul a k = 370~ — 1 szédm, hiszen

31<:+1_3(3”0*1—1)+1_3no—2_1 2
g 3n0 T 3w 3w
>1f2~”6:0‘:1fa;ﬁ+a>a,

tudniillik # az |a, B[ intervallum kozépértéke, amely nyilvanval6an kisebb, mint
1. Ha kg az a legkisebb pozitiv egész szdm, amire (1) teljesiil, akkor ez a ko — 1
szamra mar nem érvényes, ezért

Bko—2  B(ko—1)+1 _

a0 a0 <a.
fey 3ko+2  3ko—2 4 B
0 _ 9oko — —a
g T g g oot =6
Osszefoglalva, azt igazoltuk, hogy
3ko+1  3ko+2
o < 2RO + < oo + < B,

3no 3no
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azaz az |a, O] intervallum nem allhat csupa E-beli elemekbdl, mert tartalmazza a

3kog+1 3ky+ 2
3o 7 3no

intervallumot, amiben egyetlen egy E-beli elem sincsen.

Mivel a Cantor-féle triadikus halmaz perfekt, ezért nem megszamlalhaté. Igazol-
hatd, hogy a halmaz kontinuum szamossagti. A bizonyitas nagy vonalakban gy
torténik, hogy a Cantor-féle triadikus halmaz minden eleme azonosithaté egy 0
6s 1 elemekbdl allé sorozattal. Ugy térténik a hozzarendelés, hogy ha az elem a
halmaz konstrukciéja n — 1-dik 1épésében az egyik fennmaradé intervallum elso
harmaddban van, akkor a sorozat n-dik eleme 0, ha az utols6 harmadaban van,
akkor 1. A [0,1] intervallum hasonléképpen azonosithaté egy 0 és 1 elemekbél
4ll6 sorozattal, ha intervallum-felezést alkalmazunk. Ezért a Cantor-féle triadikus
halmaz és a [0, 1] intervallum azonos szamossagu halmazok.
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3. Sorozatok f6bb tulajdonsagai

A sorozat nem 1j fogalom szdmunkra, hiszen kézépiskolaban mér foglalkoztunk a
szamtani és a mértani sorozatokkal. A sorozat fogalma mar akkor is kell6 precizi-
tassal keriilt értelmezésre.

9. Definicié. Egy a: N — R fiigguényt R-beli sorozatnak vagy valds
szdmsorozatnak (réviden sorozatnak) nevezink.

A sorozatok tehat a természetes szamok halmazan értelmezett valds értéki fiigg-
vények, azonban nem tugy kezeljiik, jeloljiik vagy abrézoljuk 6ket, mint ahogyan
a fuggvényeket szokas. Eleve a sorozat ,valtozéjat”, azaz az n-t, indexként sze-
repeltetjiik és nem tessziik zaréjelek kozé, ahogy a fliggvény valtozdjat szoktunk,
és a tovabbiakban indexként hivatkozunk ré. Ez azt jelenti, hogy az a: N — R
sorozatndl az a(n) helyet az a,, jelolést alkalmazzuk, ahol n egy tetszbleges pozitiv
egész szam lehet. Ezenkivil az a: N — R fliggvényjelolés helyett az (a,) jelolést
fogjuk alkalmazni.

A kiilonb6z6 indexek a felvett értékiikkel egyiitt a sorozat tagjait vagy elemeit
alkotjak. Nem csak az a fontos, hogy a sorozat milyen értékeket vesz fel, hanem
az is, hogy melyik helyen, azaz melyik indexnél. A sorozat tehat tobb, mint az
értékkészletén vett elemek Osszessége, amely véges halmaz is lehet, mikézben a
sorozatnak mindig végtelen sok eleme van.

Az (ay) sorozatnél azt mondjuk, hogy a,, a sorozat altalanos tagja, ami egy n-t6l
flige6 valés szamot jelenti. Ezért a sorozat altaldnos tagja nem maga a sorozat,
de ha olyan Osszefiiggést adunk, amibdl egyértelmiien meg tudjuk mondani, hogy
adott n indexhez melyik a, értéket rendeljiik, akkor ez meghatarozza az (ay)
sorozatot. Ilyen amikor a fiiggvényekhez hasonldéan, in. zart képlet segitségével
adjuk meg a sorozat altalanos tagjat.

Példaul, az

1
an = 27
zart képlettel azt az (a,) sorozatot értelmezziik, aminek az elemei
1 1 1 1 1 1
al) ‘= —7 = < ao = —(& = — A = — = —
1 o1 9’ 2 92 4’ 3 23 ] )

és igy tovabb. Tehat zart képlettel megadott sorozatok esetén tgy kapjuk meg a
sorozat elemeit, hogy az n helyére behelyettesitiink pozitiv egész szamokat.

Jarhato 0t, hogy a sorozatot nem zart képlettel, hanem néhany elem felsorolasaval
adjuk meg, ha kézenfekvd az a szabaly, amelyet a felsorolt elemek sugallnak. Ha
példaul 6t elemet adunk meg, akkor a sorozatra az (a1, az,as,as,as...) jelolést
alkalmazzuk. Sajnos ez a modszer nem rendelkezik kell6 matematikai szigorral,
mert minden esetben tobb zart képlet adhaté meg, amely eléallitja a felsorolt
elemeket. Ezért csak akkor szabad alkalmazni, amikor mindenki szaméara teljesen
egyértelmii a szabdly.
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Valéban, ha egy sorozatbdl csak az elsé x1, xo, ..., z, elemet ismerjiik, akkor
tetszéleges A érték esetén az

T

an.—ZxZHn_k —|—AH n—k

k;z
képlet eléallitja az ismert elemeket tgy, hogy a1 = =1, as = x9,...a, = T,
de az r nagyobb indexekhez tartézé elemek értékei fliggnek a klvalasztott A
értéktol. Az el6zbek miatt elemek felsoroldassal ritkdn adunk meg sorozatokat.

Példaul, az

sorozat (helyesen zart képlettel értelmezett (a,,) sorozatot kellett volna irni, de ezt
ezentul roviditeni fogjuk) is megadhat6 elemei felsoroldséval a kovetkezé médon

(an) <1 11 1 >

an) =( =, =, =, —, ... ).

" 27478 16

A természetes szamok sajatossaga, hogy a veliik kapcsolatos fogalmakat rekurziv
modon adhatjuk meg. Ezzel a ,Valos szamok” cimi tananyagban teljes részletes-
séggel foglalkozunk. A rekurzié olyan Gsszefiiggés, amely megadja, hogyan kaphato

meg a sorozat n-edik eleme a kisebb indexii sorozatbeli elemekbdl, feltéve, hogy
ismeriink elég elemet a sorozat elejérél. Példaul az el6z6

1
Ay — 27
sorozat a kovetkez6 mddon is megadhaté:
1 1
a = 5, Qp 3= 5 - An-1 (n>1).

A rekurziv megadasnak az a hatranya, hogy egy konkrét elem kiszamitasdhoz
ismerni kell az 6t megel6z6 Osszes elemet, és ezek kiszamitasa nagy indexek esetén
sok id6t igényelhet. Azonban a rekurzids szamitas hatékony lehet, ha eleve ki kell
szamitani a sorozat Gsszes elemét egy megadott indexig, tovabba a teljes indukcid
jol alkalmazhaté ezeknél a sorozatoknél.

Ha sziikséges megprébalkozhatunk azzal, hogy a rekurziv megadésbdl kiindulva
zart képletet keressiink a sorozatnak, de ez nagyon nehéz feladat lehet, ha van
egyaltalan egy ilyen képlet. Ezen a teriileten vannak hires eredmények, példaul a
rekurziv médon értelmezett

ap =1, az =1, ap = ap-1 +an-2 (n>2),

Fibonacci-sorozatnak van zart képlete, mégpedig az

VB - (VB
n \/S . 2n .
Ez ut6bbit Binet-formuldnak nevezziik. A rekurziv megadasbol zart képletet kereso
moédszerekkel, feladatokkal jelen tananyag nem foglalkozik.
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A sorozatok &brazolasiara altaldban nem aq as as a4
célszerli a fuggvényeknél megismert modot ' _ '
valasztani, bar néha ez is hasznos lehet.
A sorozat bizonyos tulajdonsigait sokszor jobban szemléltethetjiik, ha elemeit a
szamegyenesen helyezziik el, és a kapott pontsorozatot a sorozat képének tekintjiik.

0

A sorozat fogalméaban azt latjuk, hogy minden pozitiv egész szam indexként sze-
repel a sorozatban a természetes sorrendben. Azonban talidlkozhatunk olyan zart
képletekkel, amelyek nem értelmezheték az Gsszes pozitiv egész szamon, vagy egy-
szerlien szeretnénk kizarni néhany elemet. Néha célszerii megengedni, hogy az in-
dexek egész szamok legyenek névekvé sorrendben. Példéul (a_7,a_4,a_1,a9,...)
sorozatnak tekinthet6. Ha szigortian szeretnénk venni a sorozat fogalmat, akkor az
indexek dtirdsdval a sorozatot atjelolhetjitkk a méar megengedett (b1, ba, b3, by, ... )
modon, bar az atirdsi szabaly sok esetben elég bonyolult lehet. A fenti példaban
az atirasi szabdly egyszerli: b, = as,—10 minden n € N esetén.

Minthogy a sorozatok specidlis fliggvények, ezért a fiiggvényekkel kapcsolatban
mar bevezetett fogalmak sorozatokra is alkalmazhaték, igy nem sziikséges ezeket
ujra értelmezni. Ilyen fogalom a sorozat értékkészlete, a sorozatok Gsszege, szorza-
ta, kiillonbsége és hanyadosa. Fontos megjegyezni a sorozatok hanyadosanal, hogy
ha a nevezébe keriilé sorozat valamely eleme 0 értékii, akkor az elem indexe kikeriil
a hanyadossorozat indexei koziil.

A monotonitas és a korldtossag szintén két olyan tulajdonsag, amely a fliggvények
tulajdonsigaira vezethet6 vissza. Fontossaguk miatt Gjra megadjuk e két fogalmat
a sorozatokndl alkalmazott jelolés segitségével.

10. Definicié. Legyen (ay) egy valds szamsorozat. Akkor mondjuk, hogy a
sorozat

e monoton novekvd, ha a,+1 > a, minden n € N esetén,
e monoton csokkend, ha an+1 < a, minden n € N esetén,
e szigorian monoton novekvd, ha a1 > a, mindenn € N esetén,

e szigorian monoton csokkend, ha an,i1 < a, minden n € N ese-
tén,

e (szigoridan) monoton, ha (szigorian) monoton névekvd vagy csok-

L kend. )

A monoton névekvd sorozatok tehit azok,

amelyeknél az index novekedésével az ele- ay as as ay

mek értéke nem csokken. Szigoriian mono- ’ 0 ’ ’ ’

ton novekvo sorozatok esetén ezek az érté-

kek novekszenek, nem lehetnek egyenléek. Ekkor a sorozat abrazolasakor minden
elem az el6z6 elemtdl jobbra esik. Monoton csokkend sorozatok esetén mindez
forditva torténik.
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Annak eldéntésére, hogy egy sorozat monoton-e vagy sem, gyakran az altaldnos
an+1 — Gy killonbséget vizsgaljuk. Ha minden n index esetén

> 0, akkor a sorozat szigortian monoton noévekvd,
>0, akkor a sorozat monoton névekvo,

Ap4+1 — Qn . , .. 1
< 0, akkor a sorozat szigortian monoton csékkend,

<0, akkor a sorozat monoton csokkend.

a
Pozitiv tagt sorozatok esetén azt is vizsgalhatjuk, hogy az ntl

hanyados nagyobb
n

egyenl6 vagy kisebb egyenl6 mint 1.
Példaul az

sorozat szigorian monoton csékkend, mert

! 1
An1 _ onFr 4 <1
a, L 9 ’
n on

Itt érdemes volt az a,41 és a, hadnyadosat vizsgdlni a kiilonbségiik helyett, mert
egyszerilibb szdmoldst igényelt. Azonban az
2n —1
Qp =
" n+1

sorozat esetén inkabb a kiilonbséget vizsgaljuk:

2n+1)—-1 2n—-1 2n+1 2n—-1

It = fn = m+1)+1 n+l1 n+2 n4+l1
_@n+n+1)-2n—1)(n+2) 3 >0
N (n+2)(n+1) C (n+2)(n+1) "7

azaz a sorozat szigorian monoton novekvd. Tovabbi megoldott példak a 8. Fel-
adatban taldlhatok.

Konkrét sorozatok vizsgalatakor azt javasoljuk, hogy szamitsuk ki a sorozat elso
négy-ot elemét. Ha azt 1latjuk, hogy az értékiik egyszer névekszik és ezutan csckken
vagy forditva, akkor azt allithatjuk, hogy a sorozat nem monoton és ezzel a vizs-
galat véget ér. Ellenkez6 esetben csak az el6z6ben bemutatott dltaldnos kiilonbség
vagy hianyados vizsgalata alapjan tudjuk eldonteni a sorozat monotonitast.

Erdemes a monotonitds fogalmat kiterjeszteni azokra az sorozatokra is, amelyek
csak egy bizonyos index utan lesznek monotonok. Ez akkor torténik, ha a monoto-
nitas definicidéjaban taldlhaté egyenlotlenségek csak egy bizonyos ng-nal nagyobb
index esetén érvényesek, azaz a monotonitds csak véges sok elemtdl eltekintve tel-
jestl. Ez utébbi észrevétel megkonnyiti a sorozat tovabbi vizsgalatat.

A kovetkez6 fontos tulajdonsag a sorozatok korlatossaga.
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11. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (a,) szdmsorozat alulrdl korldtos, ha
értékkészlete alulrol korlatos, azaz k1 € R, hogy a, > k1 minden n € N
esetén. Hasonléan az {(ay) szamsorozat felilrél korldtos, ha értékkészlete
feliilrdl korldtos, azaz ko € R, hogy a, < ko minden n € N esetén. Ha
egy sorozat egyszerre alulrol és felilrél korldtos, akkor a sorozatot korldtos

sorozatnak nevezzik.
\_ J

A fenti definici6 értelmében (a,,) egy korla-

tos sorozat, ha Jki, ks € R, hogy ayaz asas  ag
—_—t¥t
k1 < an < ks k1 k2

minden n € N esetén, azaz van olyan intervallum, amely tartalmazza a sorozat
értékeit. Ez egyenértékii azzal, hogy 3k > 0, hogy |a,| < k minden n € N
esetén, hiszen a [k1, ko] intervallum mindig belefoglalhaté egy [—k, k] szimmetrikus
intervallumba.

A sorozatok korldtossdgahoz kapcsolédoé fogalmakat és tulajdonsagokat teljes egé-
szében a kordbbi tananyagokban tanult halmazok korlatossagara vezetjilk vissza
ugy, hogy az értékkészletiiket vessziik alapul. Ezzel konnyen értelmezhetjitk a
sorozatok alsé és fels6 korlatjanak fogalmat.

12. Definicié. Azt mondjuk, hogy a ki wvalés szdm az {(ay) szdmsorozat
also korldtja, ha k1 also korldtja a sorozat értékkészletének, azaz a, > ki
minden n € N esetén. Hasonldan a kg valds szam az (an) szdmsorozat
felsé korldtja, ha ko felsé korldtja a sorozat értékkészletének, azaz a, < ko
minden n € N esetén.

A halmazok szuprémumat gy értelmeztiik, mint a halmaz felsé korlatjai kozil a
legkisebbiket. Létezésérol a valés szamokra vonatkozd teljességi axiéma gondosko-
dik. Hasonlbéan a halmazok infimuma nem mas mint a halmaz alsé korlatjai kéziil
a legnagyobbik. Sorozatok esetében e két fogalom nem valtozik 1ényegesen.

13. Definicié. Legyen (a,) egy valés szdmsorozat. Ha van olyan f* € R,
amely teljesiti a kévetkezo két feltételt:

i) B* felsé korldatja az (ay) sorozatnak,

it) ha B felsé korldtja az {ay) sorozatnak, akkor § > [*,

akkor azt mondjuk, hogy B* fels6 hatdra, pontos felsé korldtja, vagy

szuprémuma az (a,) sorozatnak, és ezt a szamot sup a,-val jeloljik. Ha
neN
az {ay) sorozat felilrdél nem korldtos, akkor ezt sup a, = oo mddon jeloljik.

L neN )
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~

14. Definicié. Legyen (a,) egy valés szamsorozat. Ha van olyan o € R,
amely teljesiti a kovetkezo két feltételt:

(i) «* alsé korldtja az {(an) sorozatnak,

(i) ha a alsé korldtja az (an) sorozatnak, akkor a < o,

akkor azt mondjuk, hogy o* alsé hatdra, pontos also korldtja, vagy
infimuma az (a,) sorozatnak, és ezt a szimot in1£I an-val jeloljik. Ha az
ne

(an) sorozat alulrdél nem korldtos, akkor ezt inlf\T an, = —o0 madon jeloljik.
ne

G w,

Lassunk néhany példat! Vizsgaljuk meg korlatossdg szempontjabdl az

sorozatot! A sorozat pozitiv elemekbdl all, azaz 0 < a,, igy alulrél korlatos. Mivel
mér igazoltuk, hogy a sorozat monoton csokkend, igy elsé eleme a; = 3 egyben
felsé korlatja a sorozatnak, sét ez a sorozat szuprémuma is. Osszefoglalva

—_

0<an§§

minden n € N esetén, azaz a sorozat korlatos.

Az el6bbi példdaban lathaté monotonitas és korlatossag kozotti kapcsolat mindig
teljestiil. Nevezetesen, ha egy sorozat monoton csékkend, akkor feliilrél korlatos
és szuprémuma a sorozat els6 eleme. Ugyanigy, ha egy sorozat monoton névekvo,
akkor alulrél korlatos és infimuma a sorozat els6 eleme. Azonban a sorozat kor-
latossdgabdl nem koévetkeztethetiink a monotonitasara. S6t, egy monoton sorozat
nem feltétlentil korlatos (alulrdl és felulrdl is egyszerre). Példdul az a,, = n sorozat
szigortian monoton novekvo, de nem korlatos.

Vizsgaljuk meg korlatossdg szempontjabél az

2n—1
Ay, =
" n—+1

sorozatot! Mivel igazoltuk, hogy a sorozat monoton névekvé, ezért a sorozat alulrél
korlatos és infimuma a1 = % A sorozat monotonitasabdl nem tudunk kovetkeztetni
arra, hogy feliilrél korlatos-e vagy sem. Ha felirjuk a sorozat néhany nagy indexi
elemét, mint az

aiopo ~ 1, 97029, a1000 ~ 1, 99700, a10000 ~ 1, 99970, (2)

akkor megsejthetjiik, hogy ko = 2 a sorozat fels6 korlatja. Ezt igazolni tudjuk a
kovetkez6 levezetéssel:

2n —1

n+1

<2 == 2n —1<2n+42 <= -1<2,
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vagy a

n+1 n+1

atalakitdssal. Osszefoglalva, a sorozat korldtos és
1 2n-1

2 n+1

om—1 3
n 2

<2

minden n € N esetén.

A korlatossag megéllapitdsa nem mindig kénny( feladat, f6leg ha ezt elemi uton,
iigyes atalakitdsokkal tessziik. Az elézé sorozattal nem volt nehéz dolgunk, de ez
csak annak volt készonthetd, hogy a sorozatot definidlé képlet nem til bonyolult.
Mégis segitségiinkre volt néhdny nagy indexii elemének kiszamitdsa (2), amivel
megsejthettiik a sorozat fels6 korlatjat. Azt figyeltiik meg, hogy a kiszamitott
értékek egyre jobban, tetszéleges pontossaggal megkozelitik ezt a felsé korlatot.
Ez a felismerés az analizis egyik legfontosabb fogalmahoz, a hatarértékhez vezet.

~
15. Definicié. Azt mondjuk, hogy az {(a,) szdmsorozat konvergens, ha

van olyan a valos szam, hogy
Ve > 0-hoz Ing € N dgy, hogy ha n > ng, akkor |a, — a|] < e.

Ekkor az a szdmot a sorozat hatdrértékének nevezzik, és azt mondjuk,
hogy a sorozat konvergdl, vagy tart az a-hoz. FEzt réviden az a, — a
modon jeloljiik. A hatdrértéket a nh_}ngo an modon is szokds jeldlni. Ha egy

sorozat nem konvergens, akkor divergensnek mondjuk.

G W,

Mit is jelent pontosan az, hogy az (a,) sorozat tart az a szamhoz? Vegyiik észre,
hogy a definiciéban szerepld |a, — a| < € egyenl6tlenség ekvivalens az

a—e<ap<a-+e

tulajdonsaggal, ami azt jelenti, hogy a, eleme az a kézépponti e sugaria K(a,e)
kornyezetnek. Ezért egy szdm akkor és csak akkor lesz hatarértéke egy sorozatnak,
ha a szdm barmely ¢ sugart kornyezetéhez (azaz minden kornyezetéhez) taldlunk
olyan ng indexet (in. kiiszobindexet) tigy, hogy minden ennél nagyobb indexii
sorozatbeli elem értéke beleesik ebbe a kornyezetbe. Mivel a kiiszobindex el6tt
csak véges sok index van, igy masképpen is meg tudjuk fogalmazni a konvergencia
fogalmét.

»Az (a,) szdmsorozat akkor és csak akkor tart az a szdmhoz, ha az a
minden kornyezetébdl legfeljebb véges sok sorozatbeli elem marad ki.”

A fenti allitasbol kovetkezik, hogy a sorozat konvergenciajat véges sok elem elha-
gyasa vagy megvaltoztatasa nem befolyasolja.

Miel6tt konkrét példakat néziink, meg kell jegyeznem, hogy a hatarérték egyértel-
milen meghatarozhatd, ha létezik. Ezt mondja ki a kovetkezo tétel.
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[ 12. Tétel. Ha egy sorozat konvergens, akkor nincs két kilonbézd hat(irér—]
téke.

Bizonyitds. Legyen (a,) egy konvergens sorozat, a,b € R, és indirekt moé-
don tegyik fel, hogy a, — a, a, — b, de a # b. Legyen a konvergencia

—b
definiciéjaban szerepl6 ¢ := ‘GQ‘. Ekkor
la — bl
ap, —a = dn; €N, hogy |a, —a|] < ha n > nq,
és
|a —b|
ap —b = dng €N, hogy |a, —b| < ha n > ns.

Vegyiik olyan n indexet, amely egyszerre nagyobb mint az nj és no, azaz
n > max{ni, no}. Ekkor a hdromszog egyenl8tlenségbdl kovetkezik, hogy
la —b] |a—b

la —b| < |an —a| + |an, — b < 5 + 5 = la — 1|,

ami nem lehetséges, mert az |a — b| szdm nem lehet szigortan kisebb sajét
maganal. Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

Térjiink vissza az

2n—1

n+1
sorozathoz. Azt tapasztaltuk, hogy a nagy indexil elemek értékei egyre jobban
megkozelitik a 2-es szdmot. Azt sejtjiik tehat, hogy ez lesz a sorozat hatarértéke.
Hogyan tudjuk ezt igazolni?

Ay 1=

A konvergencia fogalma szerint minden € > 0 szdmhoz keresiink egy e-tdl fiiggé
no kiiszobindexet, hogy ha n > ng, akkor |a, — a| < e. Vizsgaljuk meg azokat az
n indexeket, amelyek kielégitik az |a, — a| < € egyenl&tlenséget!

Ekvivalens atalakitasokkal azt kapjuk, hogy

2n —1 ‘ '2n—1—2n—2
-2l<e <= <eg <
n+1 n+1
’— ‘ 3 3
<~ <e <= <e <<= n>--1L
n+1 n+1 €
Tehét jelen sorozatndl |a, — a| < € ekvivalens azzal, hogy
3
n>-—1
€

Azonban g — 1 nem lehet kiiszobindex minden e szamhoz, mert nem feltétleniil
pozitiv egész szam. Ezt a problémat technikailag tgy oldjuk meg, hogy kiiszob-
indexnek vessziik a % — 1 szam egész részét, ha ez a szdm nagyobb vagy egyenl6
mint 1, illetve 1-et, ha a 2 — 1 szdm egész része nulla vagy negativ. Osszefoglalva:

e
no—max{[g—l},l},
€
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Ekkor ha n > ng, akkor

>3 1 ., ‘Qn—l
n> - — és 1
’ &8y n+1

—2’<€,
€

azaz |ap, —a| < ¢ teljestl. Ez azt jelenti, hogy jelen sorozat esetén az a = 2 kielégiti

c sz

definiciéban bevezetett jelolésekkel azt is irhatjuk, hogy
2n — 1
lim —— =2
n—oo n 4+ 1

Az elébbihez hasonléan nem nehéz igazolni, hogy az

1
n = o
sorozat nullahoz tart. Valéban, az
1 1 1
2—n—0 < € — 2—n<£ — n > —logye,

atalakitasokbodl lathatd, hogy
no = max {[—logy €] , 1}
kiiszobindex tetszOleges € > 0 esetén.

Szeretném megjegyezni, hogy egy sorozatot nullsorozatnak nevezziik, ha konver-
gens és hatarértéke 0.

s sz

v6 szamrol tudunk megbizonyosodni, hogy hatarértéke-e a sorozatnak. Léteznek
olyan moddszerek, amelyekkel ki tudjuk szamitani a hatarértéket kozvetleniil a so-
rozatot definidlé képletbél a benne szerepld miiveletek alapjan. A sorozatok ha-
tarértékszamitasaval egy masik tananyagban fogunk részletesen foglalkozni.

A hatérérték fogalmahoz egy maésik feladat kapcsolodik, amelyet kiiszobindex-
szamitasnak fogunk hivni. Az a feladat, hogy konkrét e érték mellett meghataroz-
zuk a hozzatartozo6 legkisebb kiiszobindexet, ami azt mutatja, milyen , gyorsan”
konvergal egy sorozat a hatarértékéhez. A kiiszobindex-szamitas altalaban ugyan-
ugy zajlik, mint annak bizonyitdsa, hogy a sorozat konvergens. Annyi az eltérés,
hogy egy konkrét ¢ érték mellett konkrét ng kiiszébindexet kapunk.

Szamitsuk ki az eléz6 példik esetében a kiiszobindexet az ¢ = 1073 érték mel-
lett! Mivel mar kiszdmoltuk a kiiszobindexeket ¢ fiiggvényében, igy csak be kell
helyettesiteni az ¢ = 1073 értéket a végeredményekbe:

_2n—1
on+1

® a,:

3
té =|—s-1 =2
esetén ng {10_5 ] 999,
— 1 A — 1 =371 — —
o ay = 5o esetén ng = [—log, 107%] = [9,965] = 9.

A kovetkezdekben azt vizsgaljuk, hogy milyen kapcsolat van az eddig tanult tulaj-
donsagok kozott.
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( 13. Tétel. Ha egy sorozat konvergens, akkor korldtos. )

Bizonyitds. Legyen (a,) egy konvergens sorozat, amelynek a a hatarértéke.
Vélasszuk a definicioban szerepl6é e-t 1-nek, és legyen ng az ehhez tartozo
kiiszobindex. Igy ha n > ng, akkor

a—1<a, <a+1,
azaz |a,| < max{|a — 1|, |a + 1|}, ha n > ny. Tovabbd legyen
K = maX{|a1|7"'a|an0|7 ‘a_ 1‘7 |CL+1|}

Ilyen maximum létezik, mert a halmaznak véges sok eleme van. Ekkor nyil-
vanvaléan |an| < K minden n € N esetén, azaz a sorozat korlatos. Ezzel a
tétel allitasat igazoltuk.

A tétel megforditdsa nem igaz. Vannak olyan korldtos sorozatok, amelyek nem
konvergensek. Ilyen példdul az

sorozat, amelynek értékkészlete {—1,1}, azaz korlatos sorozat, de nem tarthat
semmilyen szdmhoz, mert barmely 1 hosszisadgi nyilt intervallumbdl (azaz barmely
€= % sugaru kornyezetb6l) a sorozat minden masodik eleme biztosan kimarad, ami
végtelen sok sorozatbeli elemet jelent.

Az a, := n sorozat mutatja, hogy egy monoton sorozat nem feltétleniil konvergens.
A kovetkezo tételbél az dertl ki, hogy ennek oka az, hogy a sorozat nem Kkorldtos.

( 14. Tétel. Ha egy sorozat monoton és korldtos, akkor konvergens. )

Bizonyitds. Legyen (ay) egy monoton névekvd korlatos sorozat. A korla-
tossadg miatt a sorozatnak van szuprémuma, amelyet a-val jeloliink. Legyen
€ > 0 egy tetszlleges szam. Ekkor a — e méar nem szuprémum, azaz Ing € N,
hogy a — e < ayp, < a. Mivel a sorozat monoton novekvd, igy an, < a, < a
minden n > ng esetén. Osszefoglalva, minden € > 0-hoz taldltunk olyan
ng € N indexet, hogy ha n > ng, akkor

a—e<ap,<a<a-+e,

azaz |a, — a| < e, ami azt jelenti, hogy a sorozat konvergens és hatarértéke
a-val egyenld.

A bizonyitds hasonlé monoton cstkkend sorozatok esetében. FEzzel a tétel
allitasat igazoltuk.
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Természetesen nem monoton sorozat is lehet konvergens. Az

sorozat nem monoton, hiszen minden maéasodik eleme eléjelet valt. Azonban a
definicié alapjan nem nehéz igazolni, hogy a sorozat tart a nullahoz. Valéban, a

’(1)"

1
< € — n > -
€

1
n )

—0’<£ <=
n

ekvivalens atalakitasokbdl kévetkezik, hogy az

(2]

kiiszobindex tetszbleges € > 0 esetén.

A 13. és a 14. Tétel szerint a monoton sorozatokkal két lehetséges eset all el6. A
sorozat korldtos és konvergens, vagy a sorozat nem korlatos és divergens. A 14. Té-
tel bizonyitdsabdl kovetkezik, hogy ha az (a,) sorozat monoton névekvé és feliilrél
korlatos, akkor a sorozat szuprémuma egyben a sorozat hatarértéke is, illetve ha
a hatarértéket a-val jeloljiik, akkor

ar <ap<a minden n € N esetén.

Hasonléan, ha az (a, ) sorozat monoton cstkkend és alulrél korlatos, akkor a sorozat
infimuma egyben a sorozat hatarértéke is, illetve ha a hatarértéket a-val jeloljik,
akkor

a<a, <a minden n € N esetén.
Szigort monotonitas esetén a fenti egyenlétlenségekben a,, # a.

A fenti allitasok j6l mutatjak, hogy a sorozat monotonitasa leegyszeriisiti a tovabbi
vizsgalatokat, ezért érdemes a sorozatok vizsgalatat a monotonitassal kezdeni. Ha
a sorozat csak egy bizonyos index utdn monoton, akkor ezt a tényt is jol tudjuk
hasznélni a sorozat tovabbi vizsgdlatahoz, mert véges sok elem nem valtoztat a
sorozat konvergenciajan vagy korlatossdgan, bar korlatossag esetén modosithatja
a pontos alsé és fels korlatokat.
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4. Kidolgozott feladatok

8. Feladat. Vizsgdljuk meg monotonitds, korldtossdag és konvergencia szem-
pontjdabdl a kévetkezd sorozatokat! Ha konvergensek, szamitsuk ki aze = 1073-
hoz tartozé kiiszobindezet!

3n + 2 2n+1
(@) =1 ®) an =135,
dn +1 2n+1
@) an = ons @) o=yt
2n
(€) ap:i=——, (f) an:=+vn+1—+/n.
3-2n —1
Megolddas:
3n + 2
(8) Jan := 2n —1

a1 =5, as = %, asz = %, a4 = %. Mivel a kapott értékek csokkennek, igy

ha a sorozat monoton, akkor csak monoton cstkkené lehet.

3n+1)4+2 3n+2 3n+5 3n+2
2(n+1)—1 2n—1 2n+1 2n—1
Bn+5)2n—1)— (Bn+2)(2n+1)

(2n+1)(2n —1)

—7
@t nen-n -

Gp41 — An =

hiszen 2n +1 > 0 és 2n — 1 > 0 minden n € N esetén. Ezért a sorozat
szigorian monoton csokkend. Az

_3n+2_3+
S m—1 2-—

Qy, :

atalakitasbél sejthetd, hogy a sorozat hatarértéke %, hiszen az % mennyi-
ség elég kicsi, ha n elég nagy. Tovabb4,

3n+2 3‘<6 67”L+4—6n+3‘<8
2n—1 2 2(2n —1)
< ‘ ‘<5 <~ 7 <€ < >277€+1
_— _— n> £,
2(2n —1) 2(2n—1) 2
Ekkor van -
=41
no—max{ % ,1}
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e-t0l fliggd kiiszobindex, azaz a sorozat konvergens és hatarértéke %

7
_ , v s——3+1
e = 1073 esetén a kiiszébindex ng = {2'10 23

A sorozat korlatos, mert konvergens, és monotonitdsa miatt

3
5 < ap < 5.
2n+1
Qp =
" 1-3n
a1 = —%, as = -1, az3 = —%, a4 = —1%. Mivel a kapott értékek noveked-

nek, igy ha a sorozat monoton, akkor csak monoton névekvo lehet.

~2n+1)4+1 2n4+1  2n4+3  2n+1
1-3(n+1) 1-3n —-2-3n 1-3n
5

= GniGnon

an41 — an

hiszen 3n +2 > 0 és 3n — 1 > 0 minden n € N esetén. Fzért a sorozat
szigordan monoton névekv6. Az

m+1 241
T 1-3n 1-3

an

atalakitasbol sejthetd, hogy a sorozat hatérértéke —2.

3
27’L+1+2‘<6 6n+3+2—6n —
1-3n 3 3(1 —3n)
< ‘ < € <~ d < € < >%+1
_— _— n> X
3(1 —3n) 3(3n—1) 3
Ekkor van

5
= +1
no—max{l‘%;_ ],1}

e-t6l fiiggd kiiszobindex, azaz a sorozat konvergens és hatarértéke —2.

3

5
3.10—3 +1

e = 1073 esetén a kiiszobindex ng = { = 555.

A sorozat korlatos, mert konvergens, és monotonitdsa miatt
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4. Kidolgozott feladatok
in+1
Qp =
" 2n-5
ay = —%, as = —9, ag = 13, azaz a sorozat nem monoton. Azonban
4n+1)+1 4n+1 4n+5 4n+1
Gnp41 — An = = - =

2n+1)—5 2n—5 2n—3 2n—5

B —22 0
- (2n—3)(2n —5) =

ha 2n —3 > 0 és 2n — 5 > 0, azaz ha n > 2. Igy a sorozat szigortian
monoton csokkend, ha n > 2. Az

4dn + 1 4+
Ap 1= =
" oan—5 92—

33—

atalakitasbél sejthetd, hogy a sorozat hatarértéke % = 2. Han > 3, akkor

‘471—1—1 o] < dn+1—4n + 10 <
— £ <= €
2n —5 2n —5
’<5 (229 1 .. = n>%+5
2n—5 2n—5 2
Ekkor van

11
=45
nozmax{[‘f; 1,3}

e-t0l fligegd kiiszobindex, azaz a sorozat konvergens és hatarértéke 2.
11

145
e = 1073 esetén a kiiszébindex ng = {IO_SJF] = 5502.

A sorozat korlatos, mert konvergens és a 3. elemtdl kezdve monoton
csOkkend, igy ezek az elemek a 3. elem értéke és a hatarérték kozott
vannak, azaz 13 és 2 kozott. Az elsé két elem figyelembevételével

-9<a, <13.

. 2n+1
T o241

an

a] = %, ag=1,a3 = %, a4 = %. Mivel a kapott értékek csokkennek, igy
ha a sorozat monoton, akkor csak monoton cstkkené lehet.

2n+1)+1 2n+1  2n+3  2n+41
(n+1)24+1 n2+1 n242n+2 n2+1

an4+1 — Ap =

- 2n? 4+4n —1 <0
242+ 2)(n2+ 1) ’
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hiszen az n? +1 > 0 és n? 4+ 2n +2 > 0, illetve
2n? +4n—1>4n—1>3>0

minden n € N esetén. Ezért a sorozat szigortian monoton csckkend.
Fontos megjegyezni, hogy nem mindig lehet egyszerii becslésekkel meg-
allapitani, mikor pozitiv egy méasodfoku kifejezést. A maéasodfoku egyen-
16tlenségek megoldasardl a ,Valos fliggvények” cimii tananyagban olvas-
hatunk. Ha ezt alkalmazzuk, akkor azt kapjuk, hogy a 222 +42 — 1 > 0
masodfokt egyenl6tlenség megoldasa

6 6
x<—1—\2[ és :L">—1+\2[.

Mivel

V6

7’L21>—1+7%O,22,

igy 2n% +4n — 1 > 0 minden n € N esetén.

Az
m+1 2+%
n = 75 = 1
7’L+1 1+?

atalakitasbol sejthetd, hogy a sorozat hatarértéke 0.

2n+1

<e <= O<en?—2n+e—1
n?+1

‘ 2n+1 ’

—— 0 <e <=
n?+1

A fenti masodfoku kifejezés féegytitthatdja pozitiv (€ > 0) és diszkrimi-
nénsa 4 —4e(e —1). Ezért ha a diszkrimindns negativ, akkor a masodfoku
kifejezés csak pozitiv értékeket vehet fel. A

4—4e(e—1)= -4’ +4ce+4<0 = 2—-ec-1>0

egyenl6tlenségbdl kovetkezik, hogy

1 5
és 5>7+£.

<
© 27" 72

N =
[\
S

Tehét ha ¢ > % + ﬁ, akkor a masodfoku kifejezés értéke pozitiv minden

n € N, azaz ng = 1. Masrészt ha 0 < e < % + @, akkor a diszkriminans
nem negativ, és igy a masodfoku kifejezés pozitiv, ha n nagyobb, mint a
legnagyobb gytke, azaz

2+ 4 —4e(e—1)

n > .

2¢e
nog = max {

Ekkor van

2+ /4 —4de(e — 1)] 1}

2¢e
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e-t0l fliggd kiiszobindex, azaz a sorozat konvergens és hatarértéke 0.

2++4/4—4-10-3(10-3-1) — 9000

2-10-3

e = 1072 esetén a kiiszébindex ng =

A sorozat korlatos, mert konvergens, és monotonitdsa miatt

3

27L

T g

a, = %, as = %, as = 2%, ay = }1—?. Mivel a kapott értékek csokkennek,

igy ha a sorozat monoton, akkor csak monoton csdkkend lehet.
2n+1 on 9.9n n

T3.omfl 1 3.1 6.2n—1 3-2n—1

2n
TG r-nar_n "

an+1 — Qn

hiszen 6 - 2" —1 > 0és 3-2" —1 > 0 minden n € N esetén. Ezért a
sorozat szigoriian monoton csékkend. Az

atalakitasbol sejthetd, hogy a sorozat hatarértéke %

‘ 2m 1‘< PN 3.2”—3-2"+1< —
3 € €
3-2n—-1 3 3(3-2m—1)
<— ;<s <— n>lo é+1
3(3-2n — 1) 82
Ekkor van

++1
ng = max{ [logQ 38; .1

e-t0l fligegd kiiszobindex, azaz a sorozat konvergens és hatarértéke %

1
= t+1

e = 1073 esetén a kiiszébindex ng = {logz 3‘103 = 6.

A sorozat korlatos, mert konvergens, és monotonitdasa miatt

<ap <

W=
S INN



4. Kidolgozott feladatok

41

f) lan :=vn+1—yn

a1 =~ 0,42, as =~ 0,32, ag ~ 0,27, a4 ~ 0,24. Mivel a kapott értékek
csOkkennek, igy ha a sorozat monoton, akkor csak monoton csckkend
lehet. A sorozat csak pozitiv értékeket vehet fel, igy

ny1  Vn+2—+vn+1
G, vn+ —\/ﬁ
_Vnt2-Vn+l Vatr2+Vntl Vntlt+yn
Vn+l—yn  Vn+2+vn+1 Vn+1+yn
Vn+14+yn
Vn+2+vn+1

<1

minden n € N esetén. Ezért a sorozat szigortian monoton csékkend.

A
1

1
<
vn+1+yn  2yn

atalakitasbol sejthetd, hogy a sorozat hatarértéke 0. Négyzetre emeléssel

Vi — yh=

‘\/n+1—\/ﬁ—0‘<5 — Vn+l<e+vn

1—¢
— n+l<et+n+2e/n <= Vn> 5

Ha ¢ > 1, akkor a fenti egyenl6tlenség igaz minden n € N esetén, azaz
no = 1. Mésrészt ha 0 < € < 1, akkor a fenti egyenl6tlenség ekvivalens

az
> (1 )2
" 2e

egyenl6tlenséggel. Ekkor van

w-me{5)] )

e-t6l fliggd kiiszobindex, azaz a sorozat konvergens és hatarértéke 0.

. g 1-10-3)2
e = 1073 esetén a kiiszobindex ng = {(2_10_3) ] = 249 500.
A sorozat korlatos, mert konvergens, és monotonitdsa miatt

0<a,<VvV2-—1.
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5. Részsorozatok

Az el6z6 részben szerepld sorozatok vizsgalatat a monotonitds nagyon megkénnyi-
tette, de lesznek olyan sorozatok, amelyekkel nehezebb dolgunk lesz. Ezekben az
esetekben a sorozatot felbontjuk olyan ,kezelhet6” részekre, amelyek koévetik az
eredeti sorozat menetét. Ezek a részek szintén sorozatok, amelyek az eredeti soro-
zat elemeibdl épiilnek fel gy, hogy véaltozatlan marad az eredeti sorozatban 1évo
sorrendjiik.

16. Definicié. Legyen p: N — N eqy szigorian monoton novekvd leképezés
és (an) egy szamsorozat. Ekkor a

bn = Ay(n); (n € N)

mdédon kapott (b,) sorozatot az (a,) sorozat részsorozatdnak nevezzik.

Részsorozathoz jutunk, ha egy sorozatbdl az index szerint névekvo sorrendben
valasztunk ki végtelen sok elemet, azaz ha kivalasztunk egy elemet, akkor ezutan
csak magasabb indexili elemekbdl valaszthatunk. Részsorozatot kapunk akkor is,
ha egy sorozatbdl kihagyunk elemeket ugy, hogy megtartunk végtelen sok elemet
az eredeti sorrendben.

A fenti definiciéban szerepld ¢ leképezés azt a szabélyt irja le, hogy hogyan va-
logatottunk ki a részsorozat elemeit az eredeti sorozatbdl. Példdul, ha az (a,)
sorozatbdl ki szeretnénk valogatni minden masodik elemét, és ezzel csak a paros
index(i elemeket megtartani, akkor a ¢(n) = 2n szabdllyal a b, = ag, mdédon
értelmezett (b,) részsorozatot kapjuk. Ez lesz az

(az, a4, ap,as, aio, a2, aid, ... )

sorozat, amely az (a,) sorozat egyik részsorozata. Azonban az

<a2, as, a4, a6, a10, 412, @14, - - - )

sorozat mar nem részsorozata az (a,) sorozatnak, hiszen az elemek az (a,) soro-
zattdl eltéré sorrendben kovetik egymast. Az a tény, hogy a részsorozat elemei az
eredeti sorozattal azonos sorrendben kovetik egymast, abbol kovetkezik, hogy az
elemek kivalasztasat leiré ¢ leképezés szigortian monoton névekva.

Fontos megjegyezni, hogy minden sorozat sajat magénak részsorozata, hiszen a
©(n) = n szabéllyal kivilogatjuk a sorozat Osszes elemét.

Nézziik egy konkrét példat! Az

2n —1
R
" n—+1
sorozatnak
m?—1 ) 4n — 3
by :=a,2 = —5—— és Cp = Qop—1 =

n?2 +1 2n
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két kiilonbozé részsorozata, amelyeket ugy kaptunk meg, hogy az eredeti (ay)
sorozat képletében az n index helyett n?-et frtunk a (b,) részsorozat esetén, illetve
2n — l-et irtunk a (c,) részsorozat esetén. Ezt azért tehettitk meg, mert mind a
két kifejezés (n? és 2n — 1) szigortian monoton névekvd az n valtozéjira nézve.

Felvet6dik a kérdés, hogy a részsorozatok oroklik-e az eredeti sorozat tulajdonsa-
gait. Ha ez igaz, akkor ez tobb sorozat vizsgalatat konnyitene meg. Példaul, az
el6z6 részben megvizsgaltunk az

2n —1
n—+1

G 1=

sorozatot, és az deriilt ki, hogy a sorozat szigorian monoton névekvd, korlatos,
pontos alsé korlatja %, pontos felsé korlatja 2, illetve konvergens és hatarértéke 2.
Jelentés munkat spérolnank meg, ha mindezek a tulajdonsidgok igazak lennének
példaul a )
by, = 72712 — 1

n*+1
sorozatra pusztdn csak azért, mert részsorozata az (a,) sorozatnak. Vizsgaljuk
meg tehat a feltett kérdést 1épésenként.

Abbdl a ténybdl, hogy egy részsorozat elemei az eredeti sorozattal azonos sorrend-
ben kovetik egymast, nyilvanvaléan kévetkezik, hogy a részsorozat monotonitiasa
azonos az eredeti sorozat monotonitasaval. Hogyan tudnank ezt az allitast precizen
igazolni? Tegyiik fel, hogy az (a,) sorozat monoton névekvd, és legyen by, := a, ()
az egyik részsorozata. Mivel a ¢ leképezés szigoriian monoton névekvo, és pozitiv
egész értékeket vesz fel, igy

p(n+1) = p(n) +1> p(n)
minden n € N esetén. Ekkor az (a,) sorozat monotonitdsa miatt

bpy1 = Ap(n41) > Ap(n)+1 > Qp(n) = bn,

teljesiil, ami azt jelenti, hogy a (b,) részsorozat is monoton névekvs. A tobbi
monotonitasi eset hasonldan igazolhat6. Szeretném megjegyezni, hogy egy nem
monoton sorozatnak mindig van monoton részsorozata.

Hasonl6 a helyzet a korlatossaggal, nevezetesen egy korlatos sorozat 0sszes rész-
sorozata is korlatos. Tovabbé, ha egy sorozat alulrél vagy feliilrél korlatos, akkor
ez szintén igaz minden részsorozatara. Kz abbol kovetkezik, hogy a részsoroza-
tok értékkészlete az eredeti sorozat értékkészletének részhalmaza, és a sorozatok
korlatossaga egyenértékii az értékkészletének korlatossagaval.

Azonban egy részsorozat pontos alsé és fels6 korlatja mar nem feltétleniil egyezik
meg az eredeti sorozat alsé és felsd korlatjaval. Gondoljuk példaul egy szigorian
monoton névekvod (a,) sorozatra, és tekintsiink az

(as,as, as,as, a6, a7,as, . .. )

részsorozatara. A monotonitas miatt (a,) infimuma az a; elem értéke, de a részso-
rozat infimuma az ao elem értéke, amik nem egyenléek a szigorii monotonitas miatt.
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Fontos még megjegyezni, hogy vannak olyan nem korlatos sorozatok, amelyeknek
egyik részsorozata sem korlatos, illetve vannak olyan nem korlatos sorozatok, ame-
lyeknek van korlatos részsorozata. Az elsé esetet jol példazza az a, := n sorozat,
a masodikat az

n  ha n paros szam,

n = ’ 7’

1 ha n péaratlan szam

sorozat. Ez utdébbi példaban a b, := as,_1 = 1 korlatos részsorozat.

A részsorozatok konvergencidjara vonatkozé allitas igazolasa mar valamivel nehe-
zebb, mint a kévetkezd tétel bizonyitasaban lathaté.

15. Tétel. Egy sorozat akkor és csak akkor konvergens, ha minden részso-
rozata konvergens és ugyanehhez a hatdarértékéhez tart.

Bizonyitds. Legyen (ay) egy konvergens sorozat, amely az a valés szdmhoz
tart, és
bn = o)

az egyik részsorozata. A konvergencia fogalma szerint
Ve > 0-hoz Ing € N, hogy ha n > ng, akkor |a, —a| < e.

A p(n+1) > ¢(n)+1 egyenlétlenség alkalmazasaval nem nehéz igazolni teljes

indukciéval, hogy ¢(n) > n minden n € N esetén. Ez utébbibdl kiovetkezik,

hogy ha n > ng, akkor ¢(n) > ¢(ng) > ng, hiszen ¢ monoton névekvé. Igy
la

o) —al <&, azaz |b, —a| <e.

Ez azt bizonyitja, hogy b, — a.

Forditva, ha minden részsorozat konvergens, akkor az eredeti sorozat is az
lesz, hiszen minden sorozat sajat magénak részsorozata.

Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

Az el6z6 tételbdl kiovetkezik, hogy ha egy sorozatnak van divergens részsoroza-
ta, vagy van két konvergens, de nem ugyanahhoz a szamhoz tarté részsorozata,
akkor a sorozat divergens. Megjegyzem, hogy vannak olyan divergens sorozatok,
amelyeknek van konvergens részsorozata. Valéban, az

n  ha n paros szam,
n = . ‘
1 ha n paratlan szam.
sorozat divergens, de a b, := ag,_1 = 1 részsorozata konvergens.

A részsorozatok tulajdonsagaira vonatkozé eredményeket egy mondatban Ossze
tudjuk foglalni: a részsorozatok oroklik a monotonitast, a korlatossagot és a kon-
vergenciat, de a pontos alsé és fels6 korlat értéke nem mindig ugyanaz. Az el6zd

2 —1
"ozl
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példahoz visszatérve a (b,) sorozat szigorian monoton névekvé és korlétos, illetve
konvergens és hatarértéke 2, hiszen részsorozata az
2n—1
ap 1=
n+1

sorozatnak, igy ezeket a tulajdonsdgokat 6rokli t6le. A monotonitds miatt a (by,)
elemei az els6é eleme és a hatarértéke kozott helyezkednek el, azaz

<b, < 2.

N =

A kovetkezOben szeretnénk a fentieket megforditani és megvizsgdlni, hogy néhany
specialis részsorozat tulajdonsagaibdl tudunk-e kovetkeztetni az egész sorozat tu-
lajdonségaira. Latni fogunk, hogy vannak ilyen részsorozatok.

17. Definici6. Legyen k € N. Azt mondjuk, hogy az {(a,) sorozat felbont-

haté a (bg)), e (bslk)> pdronként diszjunkt részsorozatokra, ha a részsoro-
zatokhoz tartozé ¢; (i = 1,...,k) szigorian monoton névekvd leképezések

értékkészleter eqy osztdlyozdsa a természetes szamok halmazdnak.

Az osztalyozas azt jelenti, hogy a sorozatnak nincs olyan eleme, amely szerepel
a felbontas két kiillonb6z6 részsorozataban, de minden eleme biztosan szerepel a
felbontas egyik részsorozataban. Ilyen felbontas lehet a sorozat paros és paratlan
index{i részsorozatai.

Az egyes paronként diszjunkt részsorozatok monotonitasabél nem kapunk infor-
maciot az egész sorozat monotonitasira. Nem nehéz olyan talalni olyan sorozatra,
ahol a felbontasban szereplé minden egyes részsorozat monoton ndvekvo, de az
egész sorozat nem lesz az. Valéban, az

sorozat ilyen, ha felbontjuk paros és paratlan indexli részsorozatokra, hiszen lat-
hato, hogy mindkét
1

bg) =ag, =1— o és b§3> = aop—1:= —1— o — 1

részsorozat monoton novekvo.

Azonban ha az egyes paronként diszjunkt részsorozatok korlatosak, akkor az egész
sorozat is korlatos lesz. Ez abbdl az egyszerii ténybdl kovetkezik, hogy véges sok
korlatos halmaz unidja is korlatos halmaz, hiszen az eredeti sorozat értékkészlete
az egyes részsorozatok értékkészletének unidja. Ez ugyanigy teljesiil alulrdl és
feliilrol korlatossagra is.

Hasonl6 a helyzet a konvergenciaval.
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16. Tétel. Ha egy sorozatnak van eqy pdronként diszjunkt, véges szdami
részsorozatbol dllo felbontdsa, amely felbontdasban szerepld részsorozatok kon-
vergensek és mindegyik ugyanahhoz a szamhoz tart, akkor az eredeti sorozat
konvergens és ugyanahhoz a szamhoz tart.

’

Bizonyitds. Legyen (a,) egy sorozat, és <b£Ll)>, ey <bg€)> a sorozat egy pé
ronként diszjunkt részsorozatokbsl all6 felbontasa. Jeldljiik ps-vel a (b))
részsorozathoz tartozo leképezést, azaz

(mneN,i=1,...,k).

Ha minden <b§f)> sorozat konvergens és kozos hatarértékiik van, amit a-val
jelolink, akkor a konvergencia fogalma alapjan

Ve > 0-hoz Eln(()i) € N, hogy ha n > néi), akkor [b?) — a| < e. (3)
Legyen ng := max{cpi(n(()i)): i=1,...,k}, tovdbba legyen n > ng. Tegyik
fel, hogy (bgf)> az a részsorozat, ami az a, elemet tartalmazza, azaz a <b7(f))

sorozatnak van olyan m indexe, hogy b%) = ay, és igy ¢;(m) = n. Ekkor

wi(m) =n>ng > cpi(néi)).

Ebbdl az kovetkezik, hogy m > néi), hiszen az inverz fiiggvény monotonitasara
vonatkozé tételbdl tudjuk, hogy ¢; inverze is szigortian monoton névekvo
leképezés. Ezért (3) miatt azt kapjuk, hogy

‘bgﬁ? - a‘ <e
azaz |an, — a| < e. Ez azt bizonyitja, hogy a, — a. Ezzel a tétel allitdsat
igazoltuk.

A péaronként diszjunkt részsorozatokra vald felbontdst gyakran alkalmazzuk alter-
nalé értékeket felvevo sorozatok vizsgalatakor. Példaul az

(=D"

n

Ay =

sorozatot érdemes kiilon paros és paratlan indexii részsorozatokra bontani:

1
b,(ll) = ao, = o és b§?> = Qop—1 = —

1
on—1°

Nem nehéz igazolni, hogy a fenti két részsorozat monoton, korlatos és nulldhoz tart,
(1)

illetve (by,’) szigorian monoton csokkend, és <b7(1)> szigortian monoton noévekvd
sorozat, valamit

és —1<bp?@ <.

n

0<bl) <

N | =
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Ezekbdl kovetkezik, hogy az (a,) sorozat korldtos, konvergens és szintén nulldhoz
tart, valamint

-1<a, <

N |

Azonban az {(a,) sorozat nem monoton egyetlen index utdn sem, mert minden
n )
paros indexti eleme nulldnal nagyobb, és minden paratlan indexii eleme nulldnal

kisebb.

Erdekességként emlitem, hogy a sorozat paronként diszjunkt részsorozatokra
val6 felbontasa kizardlag véges sok részsorozat esetén haszndalhato, kiilonben
nem biztos, hogy a 16. Tétel teljesiil. Lassunk errél egy ellenpéldat! Tudjuk,
hogy minden n pozitiv egész szam egyértelmiien felirhaté az n = 2¥q alakban,
ahol k egy nem negativ egész szam és ¢ egy pozitiv paratlan szam. Ennek
segitségével definidljuk az a, := é sorozatot. Tovabba, minden fix k nem

negativ egész szam esetén értelmezzik a

1
bglk) T G2k(2n-1) T 5

részsorozatokat. Az elézé megadasbol lathaté, hogy ('), (b)Y, (6P, ...
egy ,végtelen”, paronként diszjunkt részsorozatokbdl &ll6 felbontasa az (a,)
sorozatnak. Mivel minden (bgk)) részsorozat tart nulldhoz, igy ha a 16. Tétel
allitasa teljesiilne, akkor az (a,) sorozat is tartana nulldhoz. Ez azonban
nem lehetséges, mert az (a,,) sorozatnak van olyan részsorozata, ami nem tart
nulldhoz. Valéban, a ¢, := agn részsorozat azonosan 1.

9. Feladat. Vizsgdljuk meg monotonitds, korldtossdg és konvergencia szem-
pontjdbol a kovetkezd sorozatokat! Ha konvergensek, szamitsuk ki e = 1073-hoz
tartozo kiiszobindezet!

—1)" 2

(a) ap :—2—1—(712), (b) ap:=(-1)"+ —,
3:2"+2 2 . 2nmw

(C) Ay = m, (d) Ay = gSln T

Megoldas: A feladat megoldasaban szerepld részsorozatok vizsgélata a 8. Fel-
adathoz hasonlban torténik, de ezt az olvasdkra fogjuk bizni.

(=D"

n2

(a) |ap =2+

a1 =2—-1,a9 = 2—}-%, a3 = 2— %, azaz a sorozat nem monoton. Mivel a
paros indexti elemek értéke nagyobb, mint 2 és a paratlan indexti elemek
értéke kisebb mint 2, igy nincs olyan index, amitél kezdve a sorozat mar
monoton lenne.
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Bontsuk fel a sorozatot paros és paratlan indexii részsorozatokra! Nem
nehéz igazolni, hogy a paros indexii

1
b = ag, =2
részsorozata monoton csokkend, és 2-hoz tart. Ezért értékei 2 és bgl) = %
kozott vannak. Hasonléan a paratlan indext
1

b2 — gy =92

no Tt (2n —1)2
részsorozata monoton novekvo és 2-hoz tart. Ezért értékei ng) =1és2

kozott vannak. Igy az eredeti sorozat konvergens, 2-hoz tart, korlitos,
és
1<a, < 9
- 74
teljesiil. A kiiszObindex-szamitdshoz elvégezziik a kovetkezd atalakitaso-

kat:

‘24—

1 1
= 7<€ — n>\/7.
n €

Mivel € = 1073, ezért a kiiszobindex ng = [\ / 10%3} = 31.

ar=1,a2 =2, a3 = —%, ay = % azaz a sorozat nem monoton. n > 1
esetén a sorozat valtakozé eléjelii, igy nincs olyan index, amitol kezdve a
sorozat mar monoton lenne.

Bontsuk fel a sorozatot paros és paratlan indexii részsorozatokra! A paros
indexi

b(l)ia?ﬂ:l“rl
n

n =

részsorozata monoton csokkend, és 1-hez tart. Ertékei 1 és bgl) = 2 kozott
vannak. A péaratlan indexti

bg) =a—1=—1+

részsorozata is monoton csokkens, de —1-hez tart. Ezért értékei —1 és
b§2) = 1 kozott vannak. Igy az eredeti sorozat divergens, mert van
két nem ugyanahhoz a szamhoz tartd részsorozata. Azonban a sorozat
korlatos, és

—-1<a, <2
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(c)

_3.27 42
an.:72n+1_1

Vegyiik észre, hogy a sorozat a

_3n+2

C2n—1

sorozat részsorozata, hiszen a,, = bon. A (by,) sorozatot mar a 8. Feladat-
ban vizsgaltunk, és megallapitottuk, hogy monoton csékkend, korlatos,
konvergens és tart %—héz. Igy az (a,) sorozat szintén monoton csdkke-
n6, korlatos, konvergens, és tart %—héz. Tovabba

n

3
B <ap<ay = 3
A 8. Feladat megolddsaban a (b,) sorozatra azt kaptunk, hogy
3n + 2 3‘ . N £ +1
- = — n> £ —,
2n—1 2 2

Ezért az (a,) sorozatra azt kapjuk, hogy

7

ontl — 1 92 2

‘3-2"4—2 3
2

77 5
Mivel € = 1073, ezért a kiiszobindex ng = [logQ (210_2““) = 10.
2 . 2nmw
ay = — sin —
" n 3
Bontsuk fel a sorozatot a kovetkezé moédon!
2 2-3nm
bV = az, = 3, S = 0,
2 2(3n —1 3
b2 = agy_1 = sin Bn-Dr _ _ V3 ,
3n—1 3 3n—1
2 2(3n — 2 3
b = agn o = s 280 =27 V3
3n—2 3 3n—2

Nem nehéz igazolni, hogy ( 2 ) szigoruian monoton noévekvéen és (bg’))

szigorian monoton csokkenden tart 0-hoz. Ezért a sorozat konvergens
és 0-hoz tart. A sorozat nem monoton, sét nincs olyan index, amitél
kezdve a sorozat monoton lenne, hiszen valtakozdan veszi fel a nulla,
pozitiv és negativ értéket. Tovabba a sorozat korlatos, és
3
—\Qf =) <a, <bP = V3.

Péaronként diszjunkt részsorozatokra vald felbontas esetén gy lehet kii-
szobindexet keresni, hogy kiilon-kiilon megkeressiik a kiiszobindexet min-
den egyes részsorozat esetére és ezek koziil vessziik a legnagyobbat. Ebben
az esetben a megoldés ng = 578.

+1 Z+1
‘<s = "> - = n>log2<2€>.
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6. Tagabb értelemben vett konvergencia

A divergens sorozatok koziil kiemelt szerepet toltenek be azok a sorozatok, ame-
lyek barmely értéket tulnének egy bizonyos index utdn. Maéas szavakkal: barmi-
lyen szamot mondunk, legfeljebb véges sok sorozatbeli elem lesz a szamnal kisebb.
Ugyantgy azokat a divergens sorozatokat is kiemeljiik, amelyek barmilyen szamnal
kisebbek tudnak maradni egy index utéan.

~
18. Definicié. Azt mondjuk, hogy az {(a,) szimsorozat
e végtelenhez tart, ha
Vk € R-hez dng € N, hogy ha n > ng, akkor ap, > k.
Ezt az a, — o0 vagy lim a, = oo modon jeloljik.
n—0o0
e minusz végtelenhez tart, ha
Vk € R-hez Ing € N, hogy ha n > ng, akkor a, < k.
Ezt az a, — —00 vagy lim a, = —oco mddon jeloljiik.
\ n—o0 )

A fentiek értelmében minden monoton névekvd, divergens sorozat tart végtelen-
hez. Tudniillik, a 14. Tétel szerint egy ilyen (a,,) sorozat nem lehet feliilrél korldtos,
ezért minden k szdmhoz taldlunk olyan ng indexet, hogy a,, > k. Azonban a mo-
notonitas miatt a, > an, > k minden n > ng index esetén. Hasonléan igazolhatd,
hogy minden monoton csokkend, divergens sorozat tart minusz végtelenhez.

Az el6z6 allitdsok miatt az a, := 2™ sorozat tart végtelenhez, hiszen monoton
névekvo és feliilrél nem korlatos. Természetesen a definicié alapjan ez is igazolhaté.
Val6ban, tetszoleges k € R esetén

1 k hak>2
M >k — >{0g2 an=

1 ha k <2’

azaz ha
no = max {[logy k] , 1},

és ha n > ng egy pozitiv egész szam, akkor 2" > k, azaz a, > k. Hasonld
megfontolasokkal igazolhatd, hogy az a, := —2" sorozat minusz végtelenhez tart.

Ha példat keresiink olyan divergens sorozatra, amely sem végtelenhez, sem minusz
végtelenhez nem tart, akkor alkalmas nem monoton sorozat utan kell nézniink.
Ilyen az a,, := (—1)" sorozat, amely egy korlatos sorozat. Az a, := (—2)" szintén
ilyen sorozat, bar nem korlatos sorozat. Fnnek oka az, hogy minden masodik eleme
pozitiv és minden mésodik eleme negativ, igy a sorozat egy index utdn nem marad
végig nagyobb vagy kisebb mint egy adott szam.
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Természetesen egy nem monoton, divergens sorozat tarthat végtelenhez vagy mi-
nusz végtelenhez. Gondoljunk arra a sorozatra, amelynek elemei egymasutan el6-
szor kettovel nonek, aztdn eggyel cstkkennek. Hasonléan végtelenhez tart az

n  ha n paros szam,
p =
2n ha n péaratlan szam,

nem monoton sorozat.

Felmeriilhet a kérdés, hogy miért tartottunk fontosnak kiilon foglalkozni azokkal
a divergens sorozatokkal, amelyek végtelenhez vagy minusz végtelenhez tartanak.
Ennek az az oka, hogy ez a fajta divergencia bizonyos szempontbdl hasonlit a
konvergenciara. Terjessziik ki a kornyezet fogalmat a co és a —oo szimbolumokra
a kovetkez6 modon:

e minden z valds szam esetén az |x, oo[ intervallumot a co szimbdlum kornye-
zetének tekintjik, illetve

e minden z valds szam esetén a | — oo, x| intervallumot a —oo szimbélum kér-
nyezetének tekintjiik.

Ekkor egy a konvergencidhoz nagyon hasonlé allitast tudunk megfogalmazni vég-
telenhez és minusz végtelenhez tarté sorozatok esetén.

wAz (ay) szdmsorozat akkor és csak akkor tart végtelenhez (minusz
végtelenhez), ha a oo (-00) minden kornyezetébdl legfeljebb véges sok
sorozatbeli elem marad ki.”

Ezért ez a fajta divergenciat tadgabb értelemben vett konvergencianak nevez-
ziik. Egy masik hasonldsig tapasztalhatd, ha megnézziik hova tartanak a tagabb
értelemben vett konvergens sorozatok részsorozatai.

17. Tétel. Egy sorozat akkor és csak akkor tart végtelenhez (minusz végte-
lenhez), ha minden részsorozata végtelenhez (minusz végtelenhez) tart.

Bizonyitds. Legyen (a,,) egy végtelenhez tartd sorozat, és

bn = ag(n)

az egyik részsorozata. a, — 00, igy a definici6 szerint
Vk € R-hez dng € N, hogy ha n > ng, akkor a, > k.

A ¢ szigorian monoton névekvé monotonitdsa kovetkeztében, ha n > ng,
akkor ¢(n) > ¢(ng) > no, igy
Ayp(n) >k, azaz by, > k.
Ez azt bizonyitja, hogy b, — oc.
Forditva, ha minden részsorozat végtelenhez tart, akkor az eredeti is, hiszen

minden sorozat részsorozata sajat maganak.
A bizonyitas hasonléan torténik minusz végtelenhez tarté sorozatok esetén.
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Az el6z6 tétel alapjan konnyebb elmagyardzni, hogy miért az a,, := (—2)" sorozat
divergens, de nem tart sem végtelenhez, sem minusz végtelenhez. Ehhez vegyilik
észre, hogy

_2211—1

bgn = 22n — QO és b2n—l = — —0Q,

hiszen a paros indexti részsorozata monoton névekvo és feliilrél nem korlatos, illetve
a paratlan indexi részsorozata monoton cstkkend és alulrdl nem korlétos.

Ezenkiviil érvényes a 16. Tételnek megfeleld allitas.

18. Tétel. Ha egy sorozatnak van eqy pdronként diszjunkt, véges szdmii
részsorozatbol dllo felbontdsa, amely felbontdsban szerepld mindegyike vég-
telenhez (minusz végtelenhez) tart, akkor az eredeti sorozat is végtelenhez
(minusz végtelenhez) tart.

Bizonyitds. Legyen (a,) egy sorozat, és <bg)>, e <bg€)> a sorozat egy pa-

ronként diszjunkt részsorozatokbdl allo felbontasa. Jeloljik p;-vel a (bg))
részsorozathoz tartozoé leképezést, azaz

meN,i=1,... k).
Tegyiik fel, hogy minden (b,(f)> sorozat végtelenhez tart. Ekkor a definici6
alapjan

Vk € N-hez 3n{) € N, hogy ha n > n{”, akkor b() > k. (4)
Legyen ng := max{@i(ng)): i =1,...,k}, tovabba legyen n > ng. Tegyiik
fel, hogy (bgf)> az a részsorozat, ami az a, elemet tartalmazza, azaz a (bgf))

sorozatnak van olyan m indexe, hogy b&? = ap, azaz @;(m) = n. Ekkor

pi(m) = n>ng = pi(n)).

Ebbdl az kovetkezik, hogy m > ng), hiszen az inverz fliggvény monotonitdsara
vonatkozd tételbdl tudjuk, hogy ¢; inverze is szigortian monoton névekvo
leképezés. Ezért (4) miatt azt kapjuk, hogy b > k, azaz |a, —a| < €. Ez
azt bizonyitja, hogy a, — co.

A tétel hasonlbéan igazolhaté minusz végtelenhez tartd sorozatok esetén.

Lattuk, hogy egy végtelenhez vagy minusz végtelenhez tarté sorozat nem feltétlentil
monoton. A kévetkezd allitas mégis bizonyos ilyen jellegii kapcsolatot biztosit.

19. Tétel. Ha eqgy sorozat felilrél nem korldtos, akkor van végtelenhez tarto
momnoton néovekvd részsorozata. Ugyanigy, ha egy sorozat alulrol korldtos,
akkor van a minusz végtelenhez tarto monoton csokkend részsorozata.




6. Tagabb értelemben vett konvergencia 53

Bizonyitds. Legyen (a,) egy felilr6l nem korlatos sorozat, és by := a;. Ekkor
van olyan n; > 1 index, hogy a,, > max{by,22}, hiszen a sorozat feliilrél
nem korlatos.

Legyen by := a,,. Ekkor van olyan ny > n; index, hogy a,, > max{bs, 23},
hiszen a sorozat feliilr6l nem korlatos. Legyen b3 := a,, és igy tovabb.

Az 1 < ny < ng < ... indexek megvalasztdsi médjabol kévetkezik, hogy
(by) részsorozata (an)-nek, amely monoton novekvé, hiszen by = an, > b;
minden ¢ € N esetén. Tovabba (b,) nem korldtos, mert b, > 2". Ezért
b, — 0.

A bizonyitas hasonlé csékkend, alulrél nem korlatos sorozatok esetében. Ezzel
a tétel allitasat igazoltuk.

Erdemes a 0o és —oo szimbolumokkal kib&viteni a valds szamok halmazat és ki-
terjeszteni a rendezést Ugy, hogy megorizziik a valdés szamok eredeti rendezését,
tovabbd legyen érvényes, hogy

—o0o < x <00 minden z € R esetén.

Emellett a miveleteket is kiterjesztjiik a co és —oo szimbdlumokras:

e minden x € R esetén

T+ 00 =00+ T = 00, r—00=—00+2T=—00,
T x
7:07 :07
0 —00

e minden x > 0 valds szam esetén

T-00=00-T =00, x-(—00) =—00 2= —00,
00 —00
— = 00, — = —0Q,
x x

e minden x < 0 valds szam esetén

00 =002 = —00, x - (—00) = —00-x = 00,
00 —00
— = —0Q, = 00,
x x

e tovabba

OO+OO:OO—(—OO)ZOO’ —OO—OO:—OO—I—(—OO):—OO’

00 - 00 = (—00) - (—00) = o0, 0 - (—00) = —00 - (—00) = —0o0.

Az el6zé bovitést a valés szadmok kiterjesztett rendszerének nevezziik. Eb-
ben —oo és oo alsé és felsd korlatja minden szamhalmaznak, és minden feliilrdl
nem korlatos halmaznak szuprémuma oo, illetve minden alulrél nem korlatos hal-
maznak infimuma —oo. Vegyiik észre, hogy nem minden esetben értelmezziik a
miiveleteket. Példaul a

o0 — 00, -0 és

818

miuveleteket nem értelmezziik.
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7. Torlédasi pontok

Ebben a részben olyan fogalmat fogunk bevezetni, amely divergens sorozatok ese-
tén sok vonatkozasban poétolja a hatarérték fogalmat. A konvergens sorozatokra
azt allapitottunk meg, hogy a hatarérték minden kornyezetébol legfeljebb véges
sok sorozatbeli elem marad ki. Ez azt jelenti, hogy ezek a kornyezetek nem csak
végtelen sok sorozatbeli elemet tartalmaznak, hanem egy index utdn az Osszeset.
A kovetkezo6 fogalom gyengiteni probal a konvergencia ezen er6s kovetelményén.

19. Definicié. Legyen (a,) szamsorozat és a € R. Azt mondjuk, hogy a
torléddsi pontja az (a,) sorozatnak, ha minden kornyezete végtelen sok
sorozatbeli elemet tartalmaz.

Valéban, a torlodési pont fogalma kisebb kdvetelményt tamaszt, mint a hatarérték
fogalma. Egy sorozatnak legfeljebb egy hatérértéke lehet (ldsd a 12. Tételt), de
tobb torlédasi pontja is lehet. Példaul az

sorozatnak két torlédasi pontja van, az 1 és a —1. Tudniillik a sorozat minden paros
indexti elemének értéke 1, és nyilvanvaléan az a = 1 pont barmely kornyezete
magat az a pontot tartalmazza, igy az a pont barmely kornyezete végtelen sok
sorozatbeli elemet tartalmaz. Hasonléan a = —1 is torlodési pontja a sorozatnak,
mert minden paratlan indexti elemének értéke —1. Més a érték nem lehet torlédasi
pontja a sorozatnak, mert mindig talalndnk olyan kis kornyezetet, amely nem
tartalmazza sem az 1-et, sem a —1-et, azaz egyetlen sorozatbeli elemet sem.

Szeretném megjegyezni, hogy a torlédési pont fogalmédval mar halmazok esetében is
talalkoztunk. Akkor azt mondtuk, hogy egy szam torlodasi pontja egy halmaznak,
ha minden kérnyezete végtelen sok halmazbeli elemet tartalmaz. A két fogalom
hasonldsaga szembet{ing, azonban nem allithatjuk azt, hogy egy sorozat torlodasi
pontjai a sorozat értékkészletének is torlédési pontjai. Az el6z6 a, := (—1)" soro-
zat j6l példa erre. Ertékkészlete a {—1,1} halmaz, amelynek nincsenek torlédasi
pontjai, hiszen véges halmaz. Azonban azt lattuk, hogy a sorozatnak két torléda-
si pontja van. Nem szabad elfelejteni, hogy egy sorozat elemeinek szama mindig
végtelen akkor is, ha értékei nem kiilonboznek egymastol.

Miel6tt tovabbi példakat néznénk meg, nagyon hasznos tudni, hogy szoros kap-
csolat l1étezik egy sorozat torlédasi pontjai és a konvergens részsorozatainak hatar-
értéke kozott.

20. Tétel. Az a wvalds szam akkor és csak akkor torldddsi pontja az {(an)
szamsorozatnak, ha az (an) sorozatnak van olyan részsorozata, amely a-hoz
tart.
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Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a az (a,) szdmsorozat torlédasi pontja. Ekkor
a K(a,1) kornyezet tartalmaz végtelen sok sorozatbeli elemet. Jeloljik egy
ilyen elem értékét bi-gyel és indexét nj-gyel, azaz by = ap, .
Hasonléan a K (a, %) kornyezet tartalmaz végtelen sok sorozatbeli elemet. Va-
lasszunk koziiliik olyat, amelynek indexe nagyobb mint n;. Jelolje by ennek
az elemnek az értékét és ny az indexét, azaz by = ay,.
Az eljarast ugy folytatjuk, hogy a by,...,b; elemek ésny, ..., ny indexek isme-
retében, mivel a K (a, 2%) kornyezet végtelen sok sorozatbeli elemet tartalmaz,
kivalaszthatunk koziiliik olyat, amelynek indexe nagyobb mint ng. Jelolje
brt1 ennek az elemnek az értékét és nyy1 az indexét, azaz byy1 = an, -
A fenti eljarassal kapott (b,) sorozat részsorozata az (a,) sorozatnak, hiszen
ny < ng < ng < .... Tovdbbd minden n > k esetén b, € K(a, Qik) teljesiil,
azaz

|bp, —a| < ok

1 1
Azonban on — 0, ezért Ve > 0-hoz Ing € N, hogy om0 < e. Ha pedig n > ny,
akkor

1
|bn—a\<270<€,

ami azt jelenti, hogy b, — a.

Forditva, tegyiik fel, hogy (b,) egy konvergens részsorozata az (a, ) sorozatnak
és by, — a. Ekkor a minden kérnyezete végtelen sok (by) sorozatbeli elemet
tartalmaz. Mivel minden (b,)-beli elem is (a,)-beli elem, igy a minden kor-
nyezete végtelen sok (a,) sorozatbeli elemet is tartalmaz, azaz a torlédasi
pontja az (a,) sorozatnak. Ezzel a tétel dllitasat igazoltuk.

Az el6z6 tételnek t6bb fontos kdvetkezménye is van.

e Egy sorozatnak legfeljebb egy hatarértéke van, de torlédasi pontja tébb lehet.
Ezt az allitdst mar az a, := (—1)" példaval igazoltuk. Ez érvényes minden
olyan sorozatra, amelynek tobb, méas értékhez tartd részsorozata van.

e Ha egy sorozatnak tobb torlédasi pontja van, akkor divergens, hiszen nem
minden részsorozata tart ugyanahhoz az értékhez, ami ellentmond a 15. Té-
telnek.

e Ha egy sorozat konvergens, akkor a hatarérték a sorozat egyetlen torldédasi
pontja. Valéban, a 15. Tételbdl kovetkezik, hogy minden részsorozata a
sorozat hatarértékéhez tart.

o Lehetséges, hogy egy sorozatnak egyetlen torlédasi pontja van és mégis di-
vergens. Gondoljunk példaul egy olyan sorozatra, melynek paros indexii
részsorozata konvergens, de a paratlan index(i részsorozata a végtelenhez
tart. Ilyen az

n  ha n paros szam,
n = 7z 7’
1 ha n paratlan szam.

sorozat.
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A 20. Tételben alkalmazott eljardssal a kévetkezd allitas igazolhato.

21. Tétel. Legyen a az A halmaznak egy torloddsi pontja. Ekkor van olyan
sorozat, amely a-hoz tart és elemeinek értéke az A halmazbdl valok.

Bizonyitis. Ha a az A halmaznak torlédasi pontja, akkor a K(a,1) kérnye-
zet tartalmaz végtelen sok halmazbeli elemet. Valasszunk koziiliik egyet és
jeloljik aq-gyel.

Hasonl6an a K (a, %) kornyezet tartalmaz végtelen sok halmazbeli elemet. Va-
lasszunk koziiliik Vélasszunk koziilitk egyet és jeloljitk ag-vel.

Az eljarast ugy folytatjuk, hogy az aj,...,a; elemek ismeretében, mivel a
K(a, 2%) kornyezet végtelen sok halmazbeli elemet tartalmaz, kivdlasztunk
koziilitk egyet és jeloljik ap,, ,-gyel.

A fenti eljarassal kapott (a,) sorozatra igaz, hogy minden n > k esetén

ap € K(a, 2%) teljestil, azaz

lan, —al < o
1 i 1 .
Azonban on — 0, ezért Ve > 0-hoz Ing € N, hogy om0 < e. Ha pedig n > ny,
akkor

1
|an—a\<270<5,

ami azt jelenti, hogy a,, — a. Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

Az el6z6 tétel allitasa kiterjeszthet6 a halmaz alsé és fels6 hatarara.

22. Tétel. Legyen A egy szamhalmaz. Ekkor van olyan sorozat, amely a
halmaz alsé hatdrdhoz tart és mdasik, amely a halmaz felsé hatdrdhoz tart
ugy, hogy a sorozatok elemeinek értéke az A halmazbdl valok.

Bizonyitds. Ha sup A = oo, akkor a halmaz feliilr6l nem korlatos. Ekkor
Vn € N-hez Ja,, € A, hogy a,, > 2". Nyilvanvalo, hogy a,, — oc.
Ha a = sup A egy valds szam, akkor két eset lehetséges:

e ¢ torldédasi pontja az A halmaznak. Ekkor a 21. Tétel szerint van olyan
A-Dbeli elemekbdl all6 sorozat, amely a-hoz tart.

e g eleme az A halmaznak. Ekkor az a, := a dllandé sorozat olyan A-beli
elemekbdl allé sorozat, amely a-hoz tart.

A tétel hasonldéan igazolhaté inf A esetében. Ezzel a tétel allitdsat igazoltuk.
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A 21. Tétel masik fontos kovetkezmény a Bolzano—Weierstrass-tétel megfelel6je so-
rozatokra. A Bolzano—Weierstrass-tétel azt allitja, hogy minden korlatos, végtelen
halmaznak van torlédési pontja.

23. Tétel. Minden korldtos sorozatnak van torloddsi pontja, azaz konver-
gens részsorozata.

Bizonyitds. Ha a sorozat értékkészlete véges, akkor van az értékkészletnek
legalabb olyan eleme, amelyet végtelen sok sorozatbeli elem felveszi. Ez az
elem nyilvan torlodési pontja lesz a sorozatnak.

Ha a sorozat értékkészlete végtelen és korlatos, akkor az a Bolzano—Weierstrass-
tétel szerint az értékkészletnek van torlédasi pontja és ez a 21. Tétel szerint
torlédasi pontja lesz a sorozatnak.

Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.
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8. Felso és als6é hatarértékek

Egy sorozat torlodasi pontjainak halmaza a sorozat fontos jellemzéje, mert azt mu-
tatja, mely értékek koril ,stirlisodnek” a sorozat elemei. Azonban ez lires halmaz
is lehet. Pl. az a, := n sorozatnak nincsenek torlédasi pontjai, hiszen mono-
ton novekvéen tart végtelenhez. Hogyan tudnank a torlédasi pont fogalmat ugy
béviteni, hogy magédba foglalja a nem korlatos sorozatoknak azt a tulajdonsagat,
miszerint elemei akarmekkorak lehetnek pozitiv vagy negativ irdnyban? A valaszt
a 20. Tételben talaljuk a torlodasi pontok és részsorozatok kozotti kapcsolatban.

Egy sorozat torlédasi pontjainak halmaza a sorozat Gsszes konvergens részsoro-
zatdnak hatdrértékeibdl all. A kiterjesztett torlédasi pontjainak halmazat
gy értelmezziik, mint a sorozat Gsszes, akar tagabb értelemben is vett konvergens
részsorozatanak hatarértékeibol all6 halmaz. Mas szavakkal: ha a sorozat feliilrol
nem korlatos, akkor a torlédési pontjainak halmazat bovitjiik a co szimbélummal.
Hasonldan, ha a sorozat alulrél nem korlatos, akkor a torlédési pontjainak halma-
zat bovitjik a —oco szimbélummal. Fontos hangsilyozni, hogy a oo vagy a —oo
szimbolumok, és nem valds szamok, igy nem szamitanak torlédasi pontoknak, de
beszélhetiink réluk mint kiterjesztett torlédési pontok.

A 00 és a —oo szimbdlumok bevonasaval a kiterjesztett torlodasi pontokat a valds
szamok kiterjesztett rendszerén kell elhelyezni, ahol co a legnagyobb és —oo a
legkisebb elem. Mivel a 19. és a 23. Tételek garantaljak, hogy a kiterjesztett
torlodasi pontok halmaza mar nem iires halmaz, igy van neki szuprémuma és
infimuma a valds szamok kiterjesztett rendszerén.

20. Definicibé. Legyen (a,) egy szamsorozat és jelolje H a sorozat kiter-
jesztett torloddsi pontjainak halmazdt. Ekkor a sorozat felsé hatdrértéke
vagy limesz szuperiorja

lim sup a,, := sup H,
n—0oQ

mig a sorozat alsé hatdrértéke vagy limesz inferiorja

liminf a,, := inf H.
n—oo

A fenti szuprémumot és infimumot a valos szamok kiterjesztett rendszerén
L kell tekintens. )

Nézziik 4t a sorozatok alsé és fels§ hatarértékével eléforduld lehetséges eseteket:

e Ha az (a,) sorozat konvergens, akar tdgabb értelemben is, akkor

liminf a, = lim a, = limsup a,.
n—00 n—00 n—00

Tudniillik a sorozat minden részsorozata ugyanoda tart, és igy a kiterjesz-

tett torlédasi pontjainak halmaza a kozos hatarértéket tartalmazé egy elemit

halmaz.
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e Ha az (a,) sorozat korldtos, akkor a limesz szuperiorja megegyezik a tor-

l6dési pontjai halmazanak szuprémumaéval és a limesz inferiorja megegyezik
a torlédasi pontjai halmazanak infimumaval. Ennek az az oka, hogy ebben
az esetben a kiterjesztett torlédasi pontok halmaza megegyezik a koézonséges
értelemben vett torlodéasi pontok halmazaval. Mésrészt, a korldtossag miatt
sem a limesz szuperior, sem az inferior sem lehet oo, illetve —oo.

Ha az (a,) sorozat feliillrél nem korlatos, akkor lim sup a,, = oo, illetve ha a
n—oo
sorozat alulrél nem korlatos, akkor lim inf a,, = —oc.

n—oo

10. Feladat. Keresse meg a kdvetkezd sorozatok torloddsi pontjait, valamint
alsé és felsé hatdarértékét!

on — 2
a) ap:= el b) an:=3n%+2,
n+ (—1)"
C) Ay ‘— n,—E—]gn’ d) Ay ‘— (_2)1’1
Megoldds:
) 5n — 2
a) |a, =
" n+1

Nem nehéz igazolni, hogy a sorozat konvergens és 5-hoz tart. Ekkor 5 a
sorozat egyetlenegy torlédasi pontja, és ezért

liminf a,, = limsup a,, = 5.
n—o0 n—00

) [ar =542

Nem nehéz igazolni, hogy a, — co. Ekkor a sorozatnak nincsenek torlo-
dési pontjai és egyetlen egy kiterjesztett torlédasi pontja van, a co. Ezért

lim inf a,, = lim sup a,, = cc.
n—oo n—00

T
" —(=1)n

Ha a sorozatot felbontjuk paros és paratlan indext részsorozatokra, akkor

2n —2
—1 és bq(f) = Qopn—1 = i — 1.

2n

nt T A =S T

Ebbol koévetkezik, hogy a sorozat konvergens és 1-hez tart. Ezért 1 a
sorozat egyetlen torlodési pontja és

liminf a,, = limsupa, = 1.
n—00 n—o00
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d) |ay, := (—=2)"
Ha a sorozatot felbontjuk paros és paratlan indexti részsorozatokra, akkor
b7(11) = Qo = 22n 5 00 és b7(12) = Qop_1 = _22n—1 0

Ebbol kévetkezik, hogy a sorozatnak nincsenek torlodasi pontjai és nem
korlatos sem alulrdl, sem feliilr6l. Ezért a sorozat kiterjesztett torlédasi
pontjainak halmaza H = {—o00, 00}, és igy

liminf a,, = —00 és lim sup a,, = 0.
n—oo n—00

Miel6tt tovabbi példakat oldanank meg, érdemes feltenniink azt a kérdést, hogy
az eddig hatékonynak bizonyult modszer, nevezetesen a sorozatok paronként disz-
junkt részsorozatokra vald felbontasa segitségiinkre lehet-e a kiterjesztett torlodési
pontok megkeresésben. A valasz az, hogy igen. Elég kiilon megkeresni a felbon-
tasban szerepl6 részsorozatok kiterjesztett torlodési pontjait, ahogyan a kévetkezo
tétel allitja.

4 N\
24. Tétel. Legyen (a,) egqy szdmsorozat és (bg)), e (be’) egy pdronként
diszjunkt részsorozatokbdl dllé felbontdsa. Jelolje H az (ay), illetve H; a
(bSZ’) kiterjesztett torléddsi pontjainak halmazdt, ahol i =1, ..., k. Ekkor

k
H=|]J H;.
=1
\ J

Bizonyitds. Egy sorozat minden részsorozata egy ijabb sorozat, amelynek
tovabbi részsorozatai vannak. Nem nehéz beldtni, hogy ez utébbiak szintén
részsorozatai az eredeti sorozatnak. Ez azt jelenti, hogy (bfﬁ) részsorozatai
az (ay) sorozatnak is részsorozatai. Tehat a (be)> részsorozatok kiterjesztett
torl6dési pontjai az (a,) sorozatnak is kiterjesztett torlédési pontjai, azaz
H; C H minden ¢ = 1,...,k esetén. Ezért

k

JH: CH

i=1
Legyen x € H. Ekkor van egy olyan (b,) részsorozat, hogy nlLHéO b, = x.

(4)

Mivel véges sok diszjunkt (by’) részsorozatunk van, igy van koztiik olyan,
amely végtelen sok (b,) sorozatbelibeli elemet tartalmaz. Jelolje <b$f )> ezt a
részsorozatot. Ha a végtelen sok elemet olyan sorrendben vessziik, ahogyan
a (by,) sorozatban szerepelnek, akkor ez olyan részsorozata lesz <b£f)>—nek,
amely z-hez tart. Igy x € Hj, azaz x € Ule H;, amibol koévetkezik, hogy

H C UF_ | H;. A két tartalmazést figyelembe véve: H = J¥_, H;.

Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

Az el6z6 tételnek egyik lehetséges megforditasa a 40. Feladatban lathaté.
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11. Feladat. Keresse meg a kdvetkezd sorozatok torloddsi pontjait, valamint
alsé és felsé hatdrértékeit!

B) ani= (-7, b) ani= D",
¢) an:=n mod 10, d) an:={V2n}.

n mod 10 az n szam 10-zel valé osztasinak maradékdt, és {x} az x szdm
tortrészét jelenti.

Megoldds:

a) |ap :=(—1)"+ %

Ha a sorozatot felbontjuk paros és paratlan indexii részsorozatokra, akkor
azt kapjuk, hogy

1 , 1
bg) =ag, =1+ o —1 és b,(f) =agp—1=—1+ o 1 — —1.
Ebbol kovetkezik, hogy a sorozatnak két torldodéasi pontja van, —1 és 1,
valamint
liminf a,, = —1 és limsupa, = 1.
n—00 n—00
b) |an :=n"D"

Ha a sorozatot felbontjuk paros és paratlan indexii részsorozatokra, akkor
azt kapjuk, hogy

1
b = a9, = 2n — és b2 = qg,_1 = — 0.

" n 2n —1

Ebbdl kévetkezik, hogy a sorozatnak egyetlen torlodasi pontja van, a 0. A
sorozat kiterjesztett torlédasi pontjainak halmaza H = {0,00}. Ezért

liminf a,, = 0, lim sup a,, = 0.
n—00 n—00

c) ‘an :=n mod 10

A sorozat ciklikusan veszi fel 0-tél 9-ig az egész szamokat, igy a sorozat
korlatos és torlédasi pontjainak halmaza {0,1,2,...,9}. Ezért

liminf a,, = 0, limsupa, = 9.
n—o0 n—00

d) |a, := {v2n}

A feladat megoldasa elég Osszetett, és mutatja, hogyan kaphatunk egy
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egyszeri Osszefliggéssel olyan sorozatot, melynek elemei mindeniitt stiri-
sodnek egy intervallumon.

Egy szdm tortrésze a szdm minusz az egész része, azaz {r} = x — [z], ami
a [0, 1 intervallumban helyezkedik el. Az

an = V2n — [vV/2n]

sorozat mindig kiillonb6zo értékeket vesz fel, mert ha lenne két kiillonb6zo
n és m természetes szdm, amire a, = a,, teljesiil, akkor a

V2n — [V2n] = vV2m — [V2m] <= V2= M,

n—m

atalakitasbél kovetkezne, hogy /2 racionalis szam, hiszen felirhat6 lenne
két egész szdm hanyadosaként. /2 pedig nem raciondlis szam.

Igazolni fogjuk, hogy nem taldlunk a [0, 1] intervallumnak olyan részin-
tervallumat, amely nem tartalmaz sorozatbeli elemet. Ebbdl kovetkezne,
hogy a sorozat torlédasi pontjainak halmaza a teljes [0, 1] intervallum.
Vegyiik észre, hogy a sorozat elemeit rekurziv médon is megkaphatjuk:

ar = {V2}, tny1 = {an+v2 -1} (n>1),

tovdbbd, hogy az {z + y} olyan miivelet a [0, 1] intervallumon, amelyet
legjobban ugy tudunk szemléltetni, ha a [0, 1] intervallum két végpontjat
Losszeragasztjuk”, és az intervallumbdl egy egység keriileti (% sugari)
kort alkotunk. Igy a [0, 1] intervallum pontjai a kor keriiletén vannak, 0
a ragasztds helyén van, x €]0,1[ a kor kertilet olyan P pontjin, hogy a
0-t6l P-ig mért keriileti iv hossza pontosan = legyen. Az {x + y} miivelet
eredménye a koron nem mas, mint az x és y korivek osszege a forgasszogek
figyelembevételével.

Helyezziik el a koron a sorozat elemeit, és tegyiik fel, hogy van olyan koriv,
amely nem tartalmaz sorozatbeli elemet. Nyissuk a korivet olyan nagyra,
amig nem taldlunk a sorozatnak két olyan a, és ai elemét, hogy az as-
t6l ay-ig terjed6 koriv ne tartalmazzon sorozatbeli elemet. Jeldlje A, az
Gs4n-tOl apyn-ig terjedd korivet.

Az A koriv legfeljebb a sorozat elsé ele- VI

mét tartalmazhatja, ellenkezd esetben a
sorozat rekurziv el6allitdsa miatt a koriven
taldlhatoé a, sorozatbeli elemet megel6z6 Ay
an—1 elem az ag-t6l ap-ig terjedd koriven

lenne. Teljes indukcidval konnyen igazol-

haté, hogy A, legfeljebb a sorozat elsé n

elemét tartalmazhatja.

As+1 ke

s
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A fentiekbdl kévetkezik, hogy tetszdleges n > 1 index esetén az A, koriv
végpontjai nem eshetnek bele egyetlen 6t megel6z6 koriv belsejébe sem,
hiszen végpontjai a4y €s agy, értéke nincsenek a sorozat elsé n elemének
értéke kozott, mert a sorozat mindig kiillonb6zo értékeket vesz fel. Mas-
részt két kiillonbozo kériv nem eshet egybe, mert végpontjai mindig kiilon-
bozé értékeket vesznek fel. Ebbdl kovetkezik, hogy az Ay,...,A, korivek
paronként diszjunktak. Ez azért nem lehetséges, mert a korivek egyforma
hosszusdguak, és igy egy alkalmas nagy n érték esetén az Aq,...,A, kor-
ivek Osszhossza nagyobb mint 1.

Osszefoglalva: a sorozat torlédasi pontjainak halmaza a [0, 1] intervallum.
Mivel a sorozat korlatos, ezért

liminf a, = 0, limsupa, = 1.
n—00 n—o00

Végiil szeretnénk megjegyezni, hogy a fenti médszer /2 helyett barmilyen

mas irraciondlis szdmmal is lefolytathat6. Raciondlis érték mellett mas a
helyzet, hiszen ekkor a sorozat véges sok értéket vesz fel.

A tovéabbiakban az alsé és felsé hatarérték néhany altaldnos tulajdonsagéarél lesz
sz6. A fogalmukbdl azonnal kovetkezik, hogy az (a,) szdmsorozat minden, akér
tagabb értelemben konvergens (b, ) részsorozata esetén

liminf a, < lim b, <limsupa,
n—0o0

n—o0 n—oo

teljesiil. Mar nem annyira nyilvinvalé tény, hogy az alsé és felsd hatarértékek
maguk is kiterjesztett torlodédsi pontok. Ezzel azt is mondhatjuk, hogy az alsé és
fels6 hatarérték a sorozat legkisebb és legnagyobb kiterjesztett torlodasi pontjai.
A kovetkezo6 tétel mondja ki ezt az allitast.

25. Tétel. Legyen (a,) egy szamsorozat és H a sorozat kiterjesztett torlo-
dasi pontjainak halmaza. Ekkor

limsupa, € H és liminf a, € H.
N—00 Nn—00

Bizonyitds. Csak a fels6 hatarértékre vonatkozé allitdst fogjuk igazolni. Az
als6é hatarértékre vonatkozo allitds igazoladsa hasonléan torténik.

Jelolje

a® := limsup a,
n—oo

a sorozat fels¢ hatarértékét. A kovetkezd esetek fordulhatnak eld.

e Ha a* = oo, akkor (a,,) felilr6l nem korlatos, igy van olyan részsorozata,
amely oo-hez tart, azaz a* € H.
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e Legyen a* € R. Mivel a* = sup H, igy a 22. Tétel értelmében van olyan
() széamsorozat, amely H-beli elemekbél all és a,, — a*.
Mivel o, € H, igy minden «, érték mellet van az (a,,) sorozatnak olyan

O, b5, By
részsorozata, amely «ay,-hez konvergal. Valasszunk ki a

RS AC R
sorozatbdl olyan by elemet, amire

b1 —aq| < |ag —a”
teljesiil. Hasonléan valasszunk ki a

O, 6, 63

sorozatbdl olyan by elemet, hogy indexe az (a,) sorozatban nagyobb
legyen, mint a by indexe az (a,,) sorozatban, és teljesiil, hogy

|b2 — 052‘ < |a2 — a*|.
Az eljaras folytatasaval a
o™ oM b

sorozatbdl olyan b, elemet valasztunk ki, amelynek indexe az (a,) so-
rozatban nagyobb, mint a b,_; indexe az (a,) sorozatban, és teljesiil,

hogy
by, — | < |y, — a®|.

Ekkor (b,) az (ay) sorozat részsorozata. Masrészt o,, — a*, azaz tet-
sz6leges € > 0 szamhoz

€
dng € N, hogy ha n > ng, akkor |a,, — a™| < 3
Igy ha n > ng, akkor

|bp, — a*| < |bp — an| + oy — ™| < 2|y, — a™| < e.

Ezért b, — a*, amibdl kovetkezik, hogy a* € H.

e Ha a* = —o0, akkor H csak egyetlen elemet tartalmaz, a —oo szimbé-
lumot. Igy a* € H.

Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

Van két tulajdonsig, ami jellemzi az alsé és fels6 hatarértéket, és fontossa teszi
Oket a matematikai analizisben alkalmazott mddszerekben. Ezek a kévetkezok.
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4 \
26. Tétel. Legyen {(a,) egy szamsorozat, és H a sorozat kiterjesztett torlo-

dasi pontjainak halmaza. Ekkor

e a sorozat felsé hatdrértéke a wvalds szamok kiterjesztett rendszerének
egyetlen olyan eleme, amely kielégiti a kovetkezd két tulajdonsdgot:

(a) ha © < limsupa,, akkor végtelen sok sorozatbeli elem létezik,
n—oo

amely nagyobb mint x.

(b) ha x > limsupa,, akkor legfeljebb véges sok sorozatbeli elem

n—oo
létezik, amely nagyobb mint x.

e a sorozat alsé hatdrértéke a wvalds szamok kiterjesztett rendszerének
egyetlen olyan eleme, amely kielégiti a kovetkezd két tulajdonsdgot:

(a) ha z < linrr_l)ioréf an, akkor legfeljebb véges sok sorozatbeli elem [é-

tezik, amely kisebb mint x.

(b) ha x > hnlg i£f an, akkor végtelen sok sorozatbeli elem létezik,

amely kisebb mint x.
\_ J

Bizonyitds. Csak a fels6 hatarértékre vonatkozé allitast fogjuk igazolni. Az
als6é hatarértékre vonatkozo allitas igazolasa hasonléan torténik.

e Az (a) tulajdonsdg azért igaz, mert ha legfeljebb véges sok sorozatbeli
elem létezik, amely nagyobb mint x, akkor nincs olyan kiterjesztett
torlédasi pont, amely nagyobb, mint x. De az el6z6 tétel szerint a felsd
hatarérték a sorozat egyik kiterjesztett torlédasi pontja, azaz & sem
lehetne nagyobb, mint x.

e A (b) tulajdonsig azért igaz, mert ha végtelen sok sorozatbeli elem 1é-
tezik, amely nagyobb mint x, akkor ezekbdl lehet olyan részsorozatot
konstrualni, amely konvergens akar tdgabb értelemben is. Ennek hatar-
értéke a sorozat olyan kiterjesztett torlédasi pontja lenne, ami nagyobb
vagy egyenl6, mint x. Mivel a felsé hatarérték a sorozat legnagyobb
kiterjesztett torlédasi pontja, ezért 6 is nagyobb vagy egyenlS lenne,
mint z.

Az egyértelmiiség igazolasa is indirekt médon torténik. Tegytik fel, hogy « és
B a valds szamok kiterjesztett rendszerének két olyan eleme, amely kielégiti
az (a) és (b) tulajdonsigot, és a < . Legyen x olyan valds szdm, amire
a < x < f teljesiil. Mivel a kielégiti az (b) tulajdonsigot, {gy legfeljebb
véges sok sorozatbeli elem van, amely nagyobb mint . De ekkor S nem
elégitheti ki az (a) tulajdonsdgot, ami ellentmondas. Ezzel a tétel allitasat
igazoltuk.

Végiil olyan &llitdst mutatunk meg, ami indokoltta teszi a limesz inferior és limesz
szuperior elnevezéseket.
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4 )
27. Tétel. Legyen (a,) egy szamsorozat. Ekkor

lim sup a,, = n11_>r1010 sup{ay: k > n},

n—oo
és
liminf a, = lim inf{ai: & > n}.

Bizonyitds. Csak a fels6 hatarértékre vonatkozé allitast fogjuk igazolni. Az
als6é hatarértékre vonatkozo allitas igazolasa hasonléan torténik.
El6szor vegyiik észre, hogy az

Ay = {ak: k> TL} = {an+17 An+2, An+3; - - - }
halmaz legfeljebb véges sok sorozatbeli elem értékét nem tartalmaz. Tovabba
A1 DA D A3D ...

Ezért ha a sorozat feliilr6l nem korldtos, akkor sup{a: k > n} = co minden
n € N esetén. Mdésrészt ha a sorozat feliilrél korlatos, akkor

by, :=sup{ax: k > n}

egy monoton csokkend szamsorozat. Ekkor a (by,) sorozat konvergens vagy
minusz végtelenhez tart. Minden esetben a

b*:= lim_ sup{ag: k > n}

hatarérték létezik akar tdgabb értelemben is. Azt kell igazolni, hogy b* a
sorozat fels6 hatarértéke. Az el6z6 tétel miatt,

(a) ha z < b*, akkor
sup{a1,az,as,...} > x.

Ezért végtelen sok sorozatbeli elem létezik, amely nagyobb mint x.

(b) ha z > b*, akkor van olyan ng index, hogy

SUP{ @ng+1, Ang+2s Ang+3s - - - } < T.

Ezért legfeljebb véges sok sorozatbeli elem létezik, amely nagyobb mint
x.

Tehat b* kielégiti a 26. Tételben talalhaté a felsé hatarértékre vonatkozo két
feltételt, ezért

1
b* = limsup a,.
n—oo

Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.
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9. Cauchy-sorozatok

A konvergens sorozatokbdl mutatott példdkndl lathatd, hogy a sorozat elemei egy
index utdn nagyon kozel keriilnek egyméshoz. Ez persze igy nem elég pontos
megfogalmazds. A kovetkez6 definicié precizen irja le, mire gondolunk.

21. Definicié. Azt mondjuk, hogy az {ay) szdimsorozat Cauchy-sorozat,
ha

Ve > 0-hoz Ing € N, hogy ha n,m > ng, akkor |a, — ap| < €.

Mas szavakkal: akkor mondjuk, hogy egy sorozat rendelkezik a Cauchy-tulaj-
donsaggal, vagyis Cauchy-sorozat, ha barmely pozitiv szimhoz taldlunk olyan
kiiszobindexet, hogy az annél nagyobb indexii elemek k6zotti tavolsag kisebb, mint
ez a szam. Ezt értjiik az alatt, hogy a sorozat elemei egy index utan nagyon kozel
keriilnek egymashoz.

Természetesen a Cauchy-tulajdonsag egy a konvergenciatdl fiiggetlen fogalom, bar
nagyon hasonlitanak egyméasra. Emlékeztet&iil, azt mondtuk, hogy az (a,,) sorozat
tart az a szamhoz, ha

Ve > 0-hoz Iny € N, hogy ha n > ng, akkor |a, —a| < e.

A kiilonbség az, hogy a konvergens sorozatok egy index utédn nagyon kozel ke-
riillnek egy adott szdmhoz, amig a Cauchy-sorozatok esetén az elemei egymashoz
keriilnek nagyon kozel. Latni fogjuk azonban, hogy a két fogalom mégis ugyanaz
abban az értelemben, hogy azok és csak azok a sorozatok rendelkeznek a Cauchy-
tulajdonsaggal, amelyek konvergensek.

A tananyag bevezetésében emlitettem, hogy tobb geometriai és fizikai fogalmat
csak a hatarérték fogalmanak pontos ismeretével tudjuk altalanosan értelmez-
ni. A torténelem sordn sok neves matematikus iigyes médszereket dolgozott
ki, amivel konkrét problémakat tudtak megoldani. De Augustin Louis Cauchy
(1789-1857) francia matematikus, mérnok és fizikus volt az, aki a hatarérték
fogalmat szilard matematikai alapokra fektette azzal, hogy geometriai foga-
lombdl aritmetikai fogalomma tette.

Cauchy megteremtette a matematikai analizis modern targyaldasmodjat. Ne-
vével gyakran taladlkozunk a sorozatok, sorok, differencial- és integralszami-
tas, komplex fiiggvénytan és differencidlegyenletek elméletében, és alkalmaza-
suk fizikai problémak megoldasaban. A Cauchy-tulajdonsig nélkiilozhetetlen
a sorok és flggvénysorok tobb elméleti tételének bizonyitdsaban. Kozel 800
szakcikket és 5 konyvet publikalt, ndla csak Eulernek volt nagyobb publikacios
tevékenysége. Eletmiive egy 27 kdtetes konyvben jelent meg.


https://hu.wikipedia.org/wiki/Augustin_Cauchy

9. Cauchy-sorozatok 68

28. Tétel (Cauchy-féle konvergencia kritérium). Egy szdmsorozat akkor és
csak akkor Cauchy-sorozat, ha konvergens.

Bizonyitas. Eloszor igazolni fogjuk, hogy minden konvergens sorozat Cauchy-
sorozat. Tegyiik fel, hogy az (a,,) sorozat konvergens és hatérértéke a, azaz
€

Ve > 0-hoz Ing € N, hogy ha n > ng, akkor |a, —a| < 5

Ekkor minden n, m > ng index esetén a haromszog egyenl6tlenség miatt

e €
|an—am|§]an—a|+\am—a|<§+§:€

adédik. Igy (a,) Cauchy-sorozat.

A forditott allitas igazolasa ugy torténik, hogy el6szor bebizonyitjuk, hogy
minden Cauchy-sorozat korlatos, amibol a 23. Tétel szerint kovetkezik, hogy
van konvergens részsorozata. Ezutan igazoljuk, hogy az egész sorozat a rész-
sorozat hatarértékéhez tart.

A Cauchy-sorozat definiciéban legyen ng az € := 1 szdmhoz tartozé kiiszob-
index, illetve legyen m = ng + 1. Igy ha n > ng, akkor |a, — angs1| < 1,
azaz

Apg+1 — 1<a,< Qpo+1 + 1.

Ez azt jelenti, hogy véges sok elemtdl eltekintve, nevezetesen ha n > ng, a
sorozat korlatos és
|an| < max{|ang 41 — 1|, [ang+1 +1[}-
Tekintettel a hidnyz6 elemekre, legyen
K :=max{|ai|,...,|angls |ano+1 — 1|, |ang+1 + 1|}

Ilyen maximum létezik, mert az el6z6 halmaznak véges sok eleme van. Ekkor
mér |a,| < K minden n € N esetén, azaz a sorozat korlatos.

Legyen (by,) az (a,) sorozatnak egy konvergens részsorozata, és jelolje a a
részsorozat hatarértékét. Mivel (a,) Cauchy-sorozat, igy

€

Ve > 0-hoz Ing € N, hogy ha n,m > ng, akkor |a, — ap| < 5

Mivel b, — a, igy van olyan k > ng index, hogy |by —a| < % Tovabba legyen

m a by, elem indexe az (ay) sorozatban, azaz a,, = by. Mivel m > k > ng, igy
£ €
lan, — a| < lan — am| + |am — al = |an — am| + bk — a] < §—|—§ =ec.

Azaz az (a,) sorozat konvergens. Ezzel a tétel dllitdsat igazoltuk.
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Kideriilt tehat, hogy ugyanazok a sorozatok konvergensek és Cauchy-sorozatok is
egyben. Jogos tehat a kérdés, hogy miért érdemes kiilon foglalkozni a Cauchy-
tulajdonsaggal, hiszen ott van a konvergencia eredeti fogalma. A legfontosabb
ok az, hogy a Cauchy-tulajdonsdgban a hatarérték nem szerepel. Ha szeretnénk
megallapitani egy sorozat hatarértékét, de sejtésiink sincs arrél, hogy mennyi lehet
ez a szam, akkor a konvergencia definiciéja nem hasznalhatd, mert vele csak azt
tudjuk megallapitani, hogy a sorozat tart egy bizonyos értékhez vagy sem. Bar a
Cauchy-tulajdonsidgbdl sem tudjuk meg mi lesz a hatarérték, de legaldbb megtud-
hatjuk, hogy a sorozat konvergens-e, hiszen a Cauchy-féle konvergencia kritérium
ezt garantalja. Azonban konvergens sorozatokra tobb olyan szabaly érvényes, ami
néhany esetben segithet meghatarozni a hatarértéket. Ezekben az esetekben az
a tudat, hogy a sorozat konvergens, lényeges informécionak bizonyul a hatarérték
megallapitasahoz.

A fentiek szerint érdemes foglalkozni azzal a kérdéssel, hogy egy sorozat konvergens-
e azzal, hogy megvizsgaljuk Cauchy-sorozat-e. Jelen tananyagban ilyen jellegii fel-
adatokat nem oldunk meg. Mdésrészt, késébbi tananyagokban latni fogjuk, hogy a
Cauchy-tulajdonsig egy jol hasznalhaté technikat ad, amivel nagyon fontos allité-
sokat tudunk bebizonyitani.

Van egy masik ok, amiért kiilon foglalkozunk a Cauchy-sorozatokkal. A tananyag
elején emlitettiink, hogy a matematika analizisben tudunk a természetes metrika-
t0l eltéro tavolsagfiggvényt értelmezni. Az ilyen metrikus terekben is értelmezziik
a konvergenciat és a Cauchy-sorozat fogalmat. Azonban van olyan tavolsagfiigg-
vény, amire a két fogalom méar nem esik egyben. A Cauchy-féle konvergencia kri-
térium pontosan azt allitja, hogy a természetes metrika mellett az el6z6 probléma
nem fordul el6.
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10. Feladatok

12. Feladat. Keresstunk kiilonbo6z6 tavolsagfiiggvényeket a valds szamok halma-
zén!

13. Feladat. Vizsgaljuk meg korlatossag szempontjabol a kévetkez6 halmazokat!
(1) A:={x e R: log,(x + 1) > 2},

. 1
(2) B:= {xGR: 0 <sinz < 2},

(3) C := f(Q), ahol f(x) := cosz,
(4) D := f~Y(N), ahol f(z) := [z] egészrész fiiggvény,

(5) E:= {(_i)n tn € N}.

6) F = {1‘ neN}.

n2’

14. Feladat. Igazoljuk, hogy ha A C B, akkor A* C B* !

15. Feladat. Igazoljuk a kévetkezo allitasokat! Igazak-e az allitasok a relacidjelek
megforditasaval?

(1) (AN B)* C A*N B*,
(2) A% C (A)*,
(3) (A")r C A™.

16. Feladat. Hatarozzuk meg az alabbi halmazok torlodasi, belso, kiilsé és ha-
tarpontjait!

(a) A= [175[\[273]7 (b) R\Q,
() B = {(—1)"” !

n

tn € N} , (d) Z.

17. Feladat. Igazoljuk, hogy egy intervallum torlédasi pontjainak halmaza zart
intervallum!

18. Feladat. Igaz-e a 3. Feladat allitasa végtelen sok halmaz unidja esetén?

19. Feladat. Igazoljuk, hogy int AUint B C int AUB ! Igaz-e az &llitas a relaciéjel
megforditasaval?

20. Feladat. Melyek azok az A halmazok, amelyeknek nincsenek hatarpontjai,
azaz mar A = ()7

21. Feladat. Igaz-e, hogy mar AUmarB CmarAUB ?
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22. Feladat. Igazoljuk a kovetkez0 azonossagokat!
(1) int ANint B=int AN B,

(2) ext ANext B=ext AU B,

(3) int(int A) = int A,

23. Feladat. Igazoljuk, hogy minden A halmaz esetén int A és ext A nyilt halmaz,
de mar A és A* zart halmaz!

24. Feladat. Igazoljuk, hogy egy véges intervallum akkor és csak akkor nyilt
halmaz, ha nyilt intervallum!

25. Feladat. Oldjuk meg a 7. Feladatot kozvetleniil a nyilt és zart halmazok
definici6ja segitségével!

26. Feladat. Vizsgaljuk meg monotonitas, korlatossag és konvergencia szempont-
jaboél a kovetkezd sorozatokat! Ha konvergensek, szamitsuk ki e = 10~3-hoz tartozé
kiiszobindexet!

n+1 n+ 2
(@) n =57 ) an =5 5ar
1 2n —1
(©) o= (@) o=y
n' 3v/n+ 2
(©) an =55 U) =g a1
n+1
(9) anzzlgn+2, (h) an:=vVn+1—+vn—1,
)" +2
(i) ane=1+ (-1, () an= TLE2
2+l 2 2nm
(k) an =iy (1) an = 5 C08 —,

1 ha n paros,
(m) ay:= ) ,
2> ha n paratlan.

ha n péros,
ha n paratlan.

27. Feladat. Igazoljuk, hogy egy részsorozat részsorozata az eredeti sorozatnak
is részsorozatal

28. Feladat. Igazolja, hogy ha ¢: N — N szigorian monoton névekvd, akkor
©(n) > n minden n € N esetén!

29. Feladat. Igazoljuk, hogy ha egy sorozat minden részsorozatanak van nulladhoz
tartd részsorozata, akkor az eredeti sorozat nullsorozat!

30. Feladat. Igazoljuk, hogy ha egy sorozat monoton és van konvergens részso-
rozata, akkor a sorozat konvergens!
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31. Feladat. Igazoljuk, hogy egy nem monoton sorozatnak mindig van monoton
részsorozatal

32. Feladat. Az alabbi sorozatok koziil, melyek az (a,) := (1, 2, 3, 4, ...) sorozat
részsorozatai?

(@) (bn):=(1,2,3,4,...), (b) (bn) := (2,4, 8, 16,...),
(€) (bp)i=(1,1,2,2,...), (d) (b)) :=(2,1,4,3,...).

33. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a Cantor-féle metszet-tételben az intervallumok
hossza tart a nulldhoz, akkor a metszet egyelemil halmaz lesz!

34. Feladat. Legyen (a,) egy szamsorozat és

a1 t+az+---+ay
n

A, =

a sorozat elemeibdl képzet szamtani kozepekbol allé sorozat. Igazoljuk, hogy

(a) ha (a,) monoton, akkor (A,) is monoton,
(b) ha (a,) konvergens, akkor (4,) is konvergens és ugyanahhoz a szdmhoz tart!
(c¢) ha (ay) végtelenhez tart, akkor (A,) is végtelenhez tart!

35. Feladat. Igazolja a kovetkezé tagabb értelemben vett hatarértékeket!

n? 1—-n
(a) an::n_i_l—>oo7 (b) n =5

(¢) an:=1,01" — oo, (d) an:=+vn+1++/n— oo,

2

— —00,

36. Feladat. Igazoljuk, hogy egy sorozat részsorozatainak torlédasi pontjai a so-
rozatnak is torlodasi pontjai!

37. Feladat. Igazoljuk, hogy ha egy sorozat torlédasi pontjainak halmaza feliilrél
nem korlatos, akkor oo kiterjesztett torlodasi pontjal

38. Feladat. Legyen (a,) és (b,) két szamsorozat, amelyre Ing € N, hogy a,, < by,
minden n > ng esetén. Igazoljuk, hogy ekkor

lim sup a,, < limsup b,,,
n—oo n—oo

liminf a,, < liminfb,,.
n—oo n—o0

39. Feladat. Legyen (a,,) egy szamsorozat és a < b két valés szam. Igazoljuk,
hogy ha dng € N, hogy a < a, < b minden n > ng esetén, akkor

a < liminf a, <limsupa, <b.
n—o0 n—o00
40. Feladat. Igazolja, hogy ha egy sorozatnak véges sok torlédasi pontja van,
akkor van a sorozatnak egy olyan, paronként diszjunkt részsorozatokbdl allo fel-
bontasa, amelynek részsorozatai a sorozat torlodasi pontjaihoz tartanak!
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41. Feladat. Keresse meg a kovetkezd sorozatok torlédasi pontjait, valamint alsé

és fels® hatarértékét!
-2
@) =g

(€) an:=n(l+(=1)"),

(e) an:=nsin (n;) ,

{z} az x szdm tortrésze.

(b) ay :=2—2n?

(f) an:={1,1-n}.
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