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1. Bevezetés

Jelen tananyagban a sorozatok hatérértékének meghatdrozasaval foglalkozunk. A
hatarérték fogalmaval mar a ,,Szamsorozatok és tulajdonsagaik” cimil tananyagban
megismerkedtiink. Azonban konkrét sorozatok esetén a fogalom nem mutat utat
a hatarérték meghatarozasara, hanem ezt valamilyen modon elore kellett ,meg-
sejteni”, és csak ezutan lehetett igazolni a definicié alapjan, hogy a megsejtett
szam valoban a sorozat hatarértéke vagy sem. A kérdés az, hogy nincs-e ennél
hatékonyabb modszer a hatarértékek meghatarozasara. A tananyag célja az ilyen
modszerek részletes bemutatasa kiilonféle, tipusonként osztalyozott feladatokon
keresztiil.

A sok tétel és mddszer kozol kiemelkedik a hatarérték és a miiveletek kapcsolatarol
sz0l6 tétel. Alkalmazasanak lényege, hogy a sorozatot gy alakitjuk at, hogy kép-
letében ,,ismert” sorozatok szerepeljenek véges szamu alapmiivelet kozott. A tétel
arrol szol, hogy a hataratmenet és a miiveletek elvégzésének sorrendje felcserélhetd,
ezért a hatarértéket egyszerlien igy szamitjuk ki, hogy a képletbe behelyettesitjiik
az ismert sorozatok helyére a hatarértékiiket, és kiszamoljuk az igy kapott képlet
értékét. Valdjaban maga a ,hatarértékszamitas” elnevezés is ebbdl a mddszerbol
sziiletett.

Természetesen el6szor igazolni kell, hogy az ismert sorozatok hatarértékei azok,
amik. Ismert sorozatok helyett inkabb a nevezetes sorozatok elnevezést preferal-
juk. Ezért a tananyag a nevezetes sorozatok vizsgélataval kezdédik, pontosabban
a 2. Részben olyan ,egyszeri” allitdsokat igazolunk, amelyeket megkonnyitik az
ezt kovetd részben taldlhatd nevezetes sorozatok hatarértékeinek kiszamitasat. A
segédallitasok kozott azért taldlunk fontos tételeket. Ilyen példdul a Rendér-elv,
amivel sok szamolast tudunk megsporolni, ha jél tudjuk ismert sorozatokkal alulrél
és feliilrél becsiilni a sorozatot.

Az egyik nevezetes sorozatot azonban az 5. Részben kiilon téargyaljuk majd. En-
nek egyik oka az, hogy ez a sorozat egy nagyon fontos matematikai allandéhoz,
az e szdm bevezetéséhez vezet. A maésik ok az, hogy ebben a részben szeretnénk
alkalmazni a hataratmenet és a miiveletek, illetve a hatdrdtmenet és a gyokvonas
felcserélhetdségérol szold tételeket. Ezért ezeket hamarabb, a 4. Részben bebizo-
nyitjuk.

Ezutdn mar minden ismerettel rendelkeziink ahhoz, hogy konkrét hatarértékszami-
tasi feladatokat tudjuk megoldani. A 6. Részben ,klasszikus” feladatokkal foglal-
kozunk, olyanokkal amelyek feladatcsoportokba sorolhatok, megolddsi médszeriik
egy csoporton belill egységes, és emiatt jobban kedvelik és oktatjak mindeniitt.
Ezek a példdk jol begyakorolhatok, igy fontosnak tartottam sok példan keresz-
til bemutatni a megoldasukban alkalmazott fogasokat. Minden egyes megoldést
kidolgoztam és a szamitasokat részleteztem.

A kovetkezd részben rekurziv sorozatok hatarértékével foglalkozunk. Ezek a fel-
adatok mar valamivel nehezebbek, nehéz 6ket ,,begyakorolni”, mert tobb esetben
otlet kell a megoldasuk megtalaldsahoz. Azonban itt is sokszor tudjuk kdévetni
ugyanazt a sémat, miszerint el0szoér megbizonyosodunk arrél, hogy a sorozat kon-
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vergens, és ezutdn a hatdrdtmenet és a miveletek felcserélhet&ségérol szold tétel
alapjan meghatarozzuk a hatarértékét.

A 8. Részben mar olyan példakkal foglalkozunk, ahol nem tudjuk kézvetleniil al-
kalmazni a hatardtmenet és a miiveletek felcserélhet6ségét, hiszen ez nem fedi le az
Osszes esetet. Bemutatjuk néhany tn. kritikus hatarértéket. Tovabbi dllitasokat
igazolunk, amivel ,érdekes” hatarértékeket tudunk kiszamolni. Foglalkozunk null-
sorozatok és végtelenhez tartd sorozatok reciprok sorozataival, illetve a korlatos
és nullsorozatok szorzataval. Példakon keresztiil megmutatjuk, hogyan szamitjuk
ki olyan hatarértékeket, amikor a képletben nem meghatarozott szami miivelet
van. Végiil bebizonyitjuk, hogy a szdmtani, mértani és harmonikus kozepekbol
allé sorozatok az eredeti sorozat hatarértékéhez tartanak, és ezzel lehetdségiink
nyilik jéval nehezebb problémékat megoldani. Ezzel tudjuk példaul igazolni, hogy
az ap, = v/n! sorozat tart a végtelenhez.

A tananyag végén azt a kérdést vizsgalom, hogy a hatardtmenet és a miiveletek
felcserélhet6ségrol sz6ld tétel milyen feltételekkel alkalmazhaté alsé és felsé hatar-
értékek esetén. Kideriilt, hogy a tétel altalanos formajaban nem igaz, de ha az
egyik sorozat konvergens, akkor mar igaz lesz. Az alsé és felsé hatarérték fon-
tos szerepet jatszanak a matematikai analizisben, taldlkozni fogunk velitk kés6bbi
tananyagokban, ezért érdemes részletesen foglalkozni a tulajdonsigaival.

A tananyag feldolgozdsanak mddszere a mér kidolgozott

1. Halmazok, reldcidk, fiiggvények [9]
2. Valés szamok [10]
3. Valos fuggvények [11]

4. Szamsorozatok és tulajdonsagaik [12]

cimi tananyagokhoz hasonld, azaz a matematikaban szokésos négyes tagozddasbol
all: definicié, tétel, bizonyitds, alkalmazas (feladatok). A jobb megértést eldsegi-
ti, hogy a definicidkat egyszerii példakkal szemléltetjiik. A definidlt fogalmakra
tételeket mondunk ki és precizen bizonyitjuk ezeket. A tananyag teljes elsajatita-
sdhoz tobb mintafeladatot oldunk meg. Az utolsd részben feladatokat tliziink ki
megoldas nélkiil, melyek a lehetséges gyakorlati foglalkozasok anyagat képezhetik.
Megoldasuk el6tt javasoljuk a tananyagban megoldott feladatok tanulményozésat
és megértését.

A fejezetben N, Z és R szimbdlumokkal jeloljik a természetes, egész és valds
szamok halmazat. Ha kiilon nem jeloljik, akkor az el6fordulé betiik (latin, gorog)
mindig valés szamokat jelentenek.


http://bit.ly/toledo-halmazok
http://bit.ly/toledo-tananyag-valos_szamok
http://bit.ly/toledo-tananyag-valos_fv
http://bit.ly/toledo-tananyag-sorozatok-tulajd
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2. Segédallitasok

Miel6tt elkezdjiik az eredményeket igazolni és konkrét feladatokat megoldani, rog-
ton az elején szeretnék bemutatni néhany egyszerti allitdst, amelyek megértése
kiilonosen nagy nehézséget nem okoz, és mégis leegyszerisitik tobb fontosabb ered-
mény bizonyitasat.

Kezdjiik azzal, hogy ha egy konvergens sorozat minden eleméhez hozzdadunk egy
konstans szamot, vagy megszorozzunk egy konstans szammal, akkor a hatarérték-
kel is ugyanezt kell tenni. Ezt el is varjuk, hiszen szemléletesen, ha a szdmegye-
nesen egy sorozat elemeit ugyanazzal a szammal toljuk el vagy nyujtjuk, akkor a
hatarérték ,velik egyiitt megy”.

4 N\
1. Tétel. Legyen (a,) egy konvergens sorozat, a és ¢ két valds szam, illetve

lim a, = a.
n— oo

Ekkor az (a, + ¢) és az (ca,) sorozatok konvergensek, és

(a) nan()lo(an +c¢)=a+c, (b) nh—{go(ca”) = ca.

. J

Bizonyitds. Emlékezziink, hogy a definici6 szerint az (a,) sorozat tart az a
szamhoz, ha

Ve > 0-hoz Ing € N gy, hogy ha n > ny, akkor |a, —a| < e.

(a) Legyen e > 0 tetszoleges és ng a fenti definiciéban szereplé kiiszobindex.
Ekkor
lan +c— (a+c)| =|an, —a|] < e,

ha n > ng. Ezért a hatarérték fogalma szerint az (a,, + ¢) sorozat kon-
vergens és az a + ¢ szamhoz tart.

(b) Az &llitas nyilvanvalé ¢ = 0 esetén. Legyen ¢ # 0 és € > 0 tetszéleges.

Mivel a,, — a, igy az ‘i pozitiv szdmhoz van olyan ng € N kiiszobindex,

|

hogy
€
]an—al<m, ha n > ng.
Ekkor .
|can, — ca| = |c||an, — a| = |¢| - H <e,

han > ng. Ezért a hatarérték fogalma szerint az (ca,,) sorozat konvergens
és az ca szdmhoz tart.

Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.
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Hasonl6 allitds mondhaté ki tagabb értelemben vett konvergencia esetén is, azaz
amikor a sorozat végtelenhez vagy minusz végtelenhez tart.

4 N\
2. Tétel. Legyen (ay) egy végtelenhez tarté sorozat, illetve ¢ egy valds szam.

FEkkor

(a) nango(an + ¢) = oo, (b) nli_)nc}o(can) =

00 ha ¢ > 0,
—o0 hac<O.

Masrészt, ha az {a,) sorozat minusz végtelenhez tart, akkor

—o0 hac>0
c) lim (a, + c) = —o0, d) lim (cay) = ’
(©) Jim (an +0) (@ Jim (can) {OO e
\_ J

Bizonyitds. Emlékezziink, hogy a definici6 szerint az (a,) sorozat tart vég-
telenhez, ha

Vk € R-hez Ing € N, hogy ha n > ng, akkor a, > k.
Tovabbé, az (a,) sorozat tart minusz végtelenhez, ha

Vk € R-hez 3dng € N, hogy ha n > ng, akkor a, < k.
Vegyiik észre, hogy ha a fenti definiciokban k helyett & — ¢ értéket irunk,
akkor rogton megkapjuk az (a) és (c) allitast.

Hasonléan ha a fenti definiciékban k helyett % értéket irunk ha ¢ > 0, illetve
—% értéket frunk ha ¢ < 0, akkor rogton megkapjuk a (b) és (d) allitast.

Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

Most a hatarértékek és az egyenltlenségek kozotti kapcsolaton a sor. Igazolhato,
hogy ha legfeljebb véges sok elemtdl eltekintve egy konvergens sorozat altalanos
tagja kisebb vagy egyenld, mint egy masik konvergens sorozat altalanos tagja,
akkor az els6 sorozat hatarértéke kisebb vagy egyenld, mint a masodik sorozat
hatarértéke.

3. Tétel. Legyen (a,) és (bn) két olyan konvergens szamsorozat, amelyre
létezik egy ng € N, hogy a, < b, minden n > ngy esetén. Ekkor

lim a, < lim b,.
n— oo n—oo

Bizonyitds. Jelolje

a:= lim a, és b:= lim b,.
n—oo n—oo
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Indirekt médon tegyiik fel, hogy a > b. Legyen ¢ := %, azaz b+e=a—¢
teljesiil. Mivel a,, — a, igy

dn; € N, hogy |a, —a| <&, han > nq,

amibdl azonnal kévetkezik, hogy a — ¢ < a,, ha n > n;. Hasonlbéan b, — b,
igy
dng € N, hogy |b, — b|] < &, ha n > no,
amibdl azonnal kovetkezik, hogy b, < b+ ¢, ha n > ns.
Ezért minden n > max{ng,ni,na} esetén

by <b+e=a—¢e<ay.

Ez utobbi ellentmond annak a feltételnek, hogy a, < b, minden n > ng
esetén. Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

Az el6z6 allitasanak van megfeleldje tagabb értelemben vett hatarérték esetén. Ez
uagy szél, hogy ha legfeljebb véges sok elemtdl eltekintve egy végtelenhez tartd so-
rozat altalanos tagja kisebb vagy egyenld, mint egy masik sorozat altalanos tagja,
akkor a maéasik sorozat is tart a végtelenhez. Hasonléan, ha egy minusz végtelen-
hez tart6é sorozat altalanos tagja nagyobb vagy egyenld, mint egy masik sorozat
altalanos tagja, akkor a masik sorozat is tart a minusz végtelenhez. Ezt mondja
ki a kovetkezo tétel.

4 N\
4. Tétel. Legyen (an) és (by) két olyan szamsorozat, amelyre létezik egy

ng € N, hogy a, < b, minden n > ng esetén. Ekkor

(a) ha lim a, = oo, akkor lim b, = oo,

L (b) ha lim b, = o0, akkor lim a, = —oo. )

Bizonyitas. Csak az els6 allitast bizonyitjuk, a masodik hasonléképpen iga-
zolhato.
Mivel a,, — oo, igy

Vk € R-hez dny € N, hogy ha n > n;, akkor a, > k.

Legyen ny := max{ng,n1}. Igy, by > a, > k minden n > ny esetén, és igy
a definicié alapjan azt igazoltuk, hogy b, — oco. Ezzel a tétel bizonyitdsat
igazoltuk.

A kovetkezd fontos allitds azért kapta a ,Rend6r-elv” elnevezést, mert szemléle-
tesen a kovetkezé médon lehet kimondani: ha két sorozat (két renddr) véges sok
elemtdl eltekintve kozrefog egy harmadik sorozatot (a gyanusitott) és egyiitt tarta-
nak valahova (a kapitdnysdgra), akkor a harmadik sorozat is ugyanoda kell tartson
(a két rend6r beviszi a gyantusitottat a kapitanysagra).
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4 )
5. Tétel (Rendor-elv). Legyen (ayn), (by) és (cn) hdrom wvalds szamsorozat,
illetve ¢ € R. Ha az (an) és (by) sorozat konvergens, a, — ¢, b, — ¢ és
van olyan ng € N gy, hogy

an < cp < by,

minden n > ng esetén, akkor a (c,) sorozat is konvergens és ¢, — c.
\ J

Bizonyitds. Legyen € > 0 tetszOleges. Mivel a,, — ¢, igy
dn; € N, hogy |a, —¢| <&, han > ny,
amibdl azonnal kévetkezik, hogy ¢ — ¢ < a,, ha n > n;. Hasonléan b, — c,

igy
dng € N, hogy |b, — ¢| <&, han > ng,

amibdl azonnal kovetkezik, hogy b,, < ¢+ ¢, ha n > ns.
Jelolje n3 := max{ng, n1,ns}. Ekkor n > n3 esetén
c—e<ap<cp <b,<c+e,

s s 02

Végiil szeretném tjra kimondani harom Aallitast, amelyek szintén jol szolgalatot
tesznek a tovabbi eredmények igazolasaban. A ,Valds szamok” cimil tananyag-
ban igazoltuk néhdny nevezetes egyenl6tlenséget, példaul a Bernoulli-féle, illetve
a szamtani és mértani kézepek kozotti egyenlétlenséget. A Binomidlis tételt mar
kozépiskolai tanulmanyainkbdl is ismerjiik, de abban a tananyagban igazoltuk is.
A kévetkezoben 6sszefoglaljuk mindharom allitést.

Bernoulli-féle egyenl6tlenség: Legyen x > —1 egy valds szam ésn € N. Ekkor
(1+2)">1+nz

és az egyenlGség akkor és csak akkor all fenn, ha n =1 vagy « = 0.

Szamtani és mértani kozepek kozotti egyenl6tlenség: Legyen n € N, illet-
ve x1, ..., T, nem negativ valés szamok. Ekkor

T4+ T,

S —

Y1 ...-xp <

Tovabba az egyenlGség akkor és csak akkor all fenn, ha a széban forgd szamok
egyenléek.

Binomialis tétel: Legyen a, b két valos szdm és n egy pozitiv egész szam. Jelolje

még
n\ n!
k] (n—k)!- k!


http://bit.ly/toledo-tananyag-valos_szamok
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minden k£ =0,1,..

.,n esetén. Ekkor
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3. Nevezetes sorozatok

Kozépiskolai tanulmanyainkban alapvetden két sorozattipussal talalkoztunk: a
szamtani és a mértani sorozatokkal. Tananyagunkban azokat a sorozatokat tartjuk
majd nevezeteseknek, amelyekbdl atalakitdasok utan a itt szerepld sorozatok nagy
része felirhat6. Ezért fogunk veliik foglalkozni el6szor tgy, hogy meghatarozzuk a
hatarértékiiket akar tagabb értelemben is. Ezzel a tudassal tudjuk majd Osszetett
képlettel rendelkez6 sorozatok hatarértékét kiszamolni.

A nevezetes sorozatok vizsgalatat az

sorozattal és reciprokaval kezdjiik.

6. Tétel. Legyen a egy tetszdleges pozitiv valos szam. Ekkor

1 ,
ap = — —0 és b, :=n® — oo.
ne ’

Bizonyitds. A hatarérték definicidja alapjan fogjuk igazolni, hogy a, — 0.
Legyen € > 0 egy tetszOleges szam. Ekkor

1 1
—0’<5 = n%>-
n% €

SIEAE

e-t0l fiiggd kiiszobindex, azaz az (a,) sorozat konvergens és hatarértéke 0.

3
Vv
/N
m | =
~_
Q=

Ez azt jelenti, hogy van

A (b,) sorozat esetén legyen k > 0 egy tetsz6leges szam. Ekkor
n*>k < n>ka.
Igy sikeriilt minden k > 0-hoz egy
ng 1= max{[k:é} ,1}

kiiszobindexet taldlni, hogy a, > k minden n > ngy esetén. Ezért a (by)
sorozat tart végtelenhez.

Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.
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A fenti allitassal azt is igazoltuk, hogy
1 1 1
— =0, — — 0, — — 0,
n n
ugyanigy

! —0 ! —0 !
vnoo vnoo
A fenti sorozatok reciprokai pedig a végtelenhez tartanak:

n — oo, n? = o, n® — o,

és
Vn — o0, In — oo, vn — o0,

A kovetkezd nevezetes sorozat a mértani sorozat.

[ 7. Tétel. A mértani sorozat konvergencidjdra vonatkozéan a kovetkezd )
esetek érvényesek:
— 00 ha g > 1,
—1 ha g =1,
q"¢{—0 ha |q| < 1,
divergens és korldtos ha q = —1,
divergens ha g < —1.
\_ J

Bizonyitds. Nézziik a4t egyenként az egyes eseteket.

e Legyen g > 1. Ekkor van olyan x > 0 szam, hogy ¢ = 1 + x teljesiil. A
Bernoulli-féle egyenlétlenség szerint

" =10+4+2z)" > 14 nz>nxr — oo,

hiszen egy végtelenhez tarté sorozat pozitiv konstans-szorosa is végte-
lenhez tart (lasd a 2. Tétel). Igy a 4. Tételbdl kovetkezik, hogy ¢ — oo.

e Ha ¢ = 1 vagy ¢ = 0, akkor az allitas nyilvanval9, hiszen ekkor a sorozat
allando értékeket vesz fel.
1

e Legyen 0 < [¢| < 1. Ekkor r
1

= 1+ . A Bernoulli-féle egyenlétlenség szerint

> 1, és igy van olyan x > 0, hogy

1 n
(q|> =1+z)">1+nx>nz.

. 1
Igy |g|" < — azaz
nx
1 1
O —<q¢"<— =0,
nx nx

hiszen a nulldhoz tartd sorozatok konstans szorosa is nulldhoz tartanak
(lasd az 1. Tétel). Igy a Rendoér-elvbél kovetkezik, hogy ¢™ — 0.
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e Ha g = —1, akkor a ,,Szamsorozatok és tulajdonsagaik” cimii tananyag-
bél tudjuk, hogy az a, := (—1)" sorozatnak két torlédasi pontja van,
az 1 és a —1, azaz divergens. Masrészt korlatos, mert csak ezt a két
értéket veszi fel.

e Legyen ¢ < —1. Ekkor ¢> > 1, igy a méar igazolt els eset szerint
¢*" — oco. Bontsuk fel a (¢") sorozatot paros és paratlan indexti rész-
sorozatokra. A paros indexii részsorozata

2n
bon = q"" — o0,
és a paratlan indexii részsorozata

1

1
b2n—1 — q2n7 — gq2n — —00,

hiszen egy végtelenhez tarté sorozat negativ konstans-szorosa minusz
végtelenhez tart (ldsd a 2. Tételt). Mivel a paros és paratlan indexi

részsorozatok mashova tartanak, ezért a sorozat divergens.

Ezzel a tétel allitdsat igazoltuk.

Ebben a részben még két nevezetes sorozatrol lesz sz6. Latni fogjuk, hogy az ({/a),
ahol a > 0 és az ({/n) sorozatok 1-hez tartanak.

8. Tétel. Legyen a eqy tetszdleges pozitiv szam. Ekkor

lim ¥a=1.

n—oo

Bizonyitds. Harom esetet kilonboztetiink meg:

e Legyen a = 1. Ekkor /1 = 1, azaz a sorozat 1-hez tart.

e Legyen a > 1. Ekkor {/a > 1, és igy felirhaté

Va=1+uz,

alakban, ahol z,, > 0. A Bernoulli-féle egyenl&tlenség szerint

-1
a=14+z,)">1+nx, azaz z, < ¢
n
Ekkor az 1. Tétel szerint
a—1
l<Va=1+z,<1+— = 1. (1)
n

Ezért a Rendér-elvbdl kovetkezik, hogy {/a — 1.
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3. Nevezetes sorozatok

e Legyen 0 < a < 1. Ekkor é > 1, és igy az el6z8 esetben szerepld (1)

egyenlGtlenségbe irhatunk %—t az a helyet, azaz

1 L_q
1< {/=<1+ )
a n

Ebbdl egyszerti atalakitas utan az 1. Tétel szerint azt kapjuk, hogy

1 1_ 1
1>Va> —5—=1-—"4-——>1-4 — 1.
Vaz 21 n+%—1 n

1+ 2

Ezért a Rendér-elvbél kovetkezik, hogy /a — 1.
Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

Az elbzo Allitas a kovetkezd mdédon altaldnosithato.

9. Tétel. Legyen (a,) egy pozitiv szamokbdl dllé sorozat, amely konvergens

és hatdrértéke eqy pozitiv szam. Ekkor

lim a, = 1.

n—oo

Bizonyitds. Jelolje a > 0 az {ay) sorozat hatarértékét. Legyen € = g. Ekkor

a hatdrérték definicigja szerint
a
dng € N, hogy |a, — a <€:§, ha n > ng.

Azonban
a

a a
lan, —al < = 5 <an <o

2 2

és igy az el6z6 tétel miatt, ha n > ng, akkor
a n/3a
1+ ¢ 5 < Va, < > 1.

Ezért a Renddr-elv szerint igaz a tétel allitasa.

A kovetkezd nevezetes sorozat az alabbi dllitdsban talalhato.

[ 10. Tétel. lim ¥n=1.
n—00
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Bizonyitds. Mivel {/n > 1, igy felirhaté {/n = 1 + x,, alakban, ahol x,, > 0,
ha n > 1. A Binomidlis tétel szerint

~ -1
n=1+z,)"=)Y_ (Z)xfl > n(n2 )wi,
k=0

hiszen a fenti 0sszeg minden tagja pozitiv, ezért gy becsiiljik alulrél, hogy
egyetlen egy tagjat tartjuk meg, a k = 2-re vonatkoz6 tagot. Ezért

< 2
x
" n—1
Maésrészt konnyen igazolhato, hogy
2 4
< ™
n—1"n

ha n > 1. Ekkor
/4 2
0< <4/ —=—== =0,
“n n \/ﬁ

1 .
hiszen a 6. Tételbdl tudjuk, hogy a nevezetes sorozat T — 0. Igy a Rendor-
n

elvbél kovetkezik, hogy x, — 0, amibol az 1. Tétel alapjan azt kapjuk, hogy
Yn=1+z, — 1.

Ezzel az allitast igazoltuk.
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4. A hataratmenet és a miuveletek

Elérkeztiink ahhoz az eredményhez, ami a hatarértékszamitas alapja. Ennek 1é-
nyege hogy ha egy sorozat el6all ismert konvergens sorozatokboél véges sok szamu
alapmivelet segitségével, akkor a sorozat hatarértéke kiszamolhatd a képletben
szerepl6 sorozatok hatarértékének behelyettesitésével. Nézziik tehat mit allit pon-
tosan a hataratmenet és a miiveletek kapcsolatardl szolo tétel.

s

~N

11. Tétel (A hataratmenet és a miiveletek felcserélhetGsége). Legyen (an)
és (bn) két konvergens valés szamsorozat, valamint

lim a, =a és lim b, = b.
n—oo n— o0

Ekkor az (an+bn), (an—0by), {(anby,) sorozat konvergens, valamint ha by, # 0

minden n € N esetén és b # 0, akkor az <‘g—"> sorozat is konvergens és
n

(a) nli_{rgo(an—kbn):a—kb,

(b) nli_)ngo(an—bn) =a—b,
(c) nli_}rlgoanbn = ab,

. Gn G
CAN

\_

c sz

(a) Legyen € > 0 tetsz6leges. Ekkor
a, —+a = dny € N, hogy ]an—a\<§, ha n > ng,
és .
by b = dng € N, hogy ]bn—b\<§, ha n > ns.
Ebbél n > ng := max{ni,ny} esetén
|an+bn_ (a+b)| = |an_a+bn_b’ <
€ €
< - b, — bl < =+ = =
< |an —a| + |by |<2+2 €
teljesiil, azaz az (a, + b,) sorozat konvergens és a,, + b, — a + b.

(b) Rogton kovetkezik az el6z6 pontban szerepléd allitasboél, hiszen az 1. Tétel
szerint —b, — —b, és igy

an — by =an+ (=by) > a+(=b) =a—0.
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()

Az (a,) sorozat korldtos, mert konvergens. Ezért
JK > 0,hogy |a,| < K minden n € N esetén.

Legyen € > 0 tetsz6leges. Ekkor

€
— = dni €N, h —al<————, h >
an — @ ni , hogy |a, — al ST’ an>ni,
és
by b = 3nyc N, hogy ybn—b\<§, ha n > na.
Ebb6l n > ng := max{ni,na} esetén
|anb, — abl = |apby, — anb + apb — ab] <
< |an||by, — b] + |b]|an, — a| <
€ € e €
<K—+4bl=7<-+4+=-=
ok Ty <2t e

teljesiil, azaz az (anby,) sorozat konvergens és a,b, — ab.

1
A b, — b # 0 feltételbdl kovetkezik, hogy az <b> sorozat korlatos.

n
b b 1
Valéban, az 1. Tétel szerint — — 1, azaz — > 3 legfeljebb véges sok

sorozatbeli elemtdl eltekintve teljesiil. Azonban

by 1 S 12
b~ 2 2 lbn] (0]

1
ami azt jelenti, hogy az <b> sorozat korlatos. Fzért

n

1
3K > 0,hogy T < K minden n € N esetén.

[bn|

Legyen € > 0 tetszdleges. Ekkor

€
an, —a = dn; € N, hogy ]an—a\<ﬁ, ha n > nq,
és

b
b, b = dng €N, hogy\bn—bl<2K5H ha n > ns.

(la| +1)’
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Ebb6l n > ng := max{ni,na} esetén

an al _ anb —ab,| |anb— ab+ ab— ab,
b, bl b-by N b-by -
<<\a —a!+|aan_b|> <
= |bnl 0]
€ |al e|b| > e €
K P - @ @ — — =
< (2}( B2k (al+1)) S22 °

. an , On
teljesiil, azaz az . sorozat konvergens és ™ —
n n

SalliS]

Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

Azt igazoltuk tehat, hogy két konvergens sorozat Osszegének hatarértéke a két
hatarérték Osszege, azaz
g (an + bn) = Jixg, an + Ji1g, b,

és ez a tobbi alapmiiveletre is igaz a nullaval valé osztastol eltekintve. Ezért az
el6z6 tételt gy is fogalmazhatjuk roviden, hogy a miveletek és a hatdratmenet
elvégzésének sorrendje felcserélheté. Fontos még megjegyezni, hogy bar a tétel
két sorozattal végzet miiveletrdl szél, teljes indukciéval nem nehéz igazolni, hogy
alkalmazhat6 véges szamu sorozatot és vegyes miiveleteket tartalmazd képletek
esetén is.

Lassunk egy példat! A ”Szamsorozatok és tulajdonsiagaik” cimii tananyagban vizs-
galtuk az

2n —1

n+1
sorozatot konvergencia szempontjabdl. Ott el6szor meg kellett sejtentink, hogy
a sorozat 2-hoz tart, és uténa ezt igazolni a definicié alapjan. Erre mar nincs
sziikséglink, hiszen egy egyszerii atalakitassal a nevezetes sorozatok és az el6zo
tétel alkalmazasaval ki tudjuk szdmolni a keresett hatarértéket. Valoban,

Ap =

—0
1 1
m-1 n 2-, 2- 20
an = = — = —
"on+1 n 1+l 1+l 1+0
n n
~~
—0

Nagyon fontos tudni, hogy a hataratmenet és a miiveletek felcserélhet6ségérdl szold
tétel csak meghatdrozott szamu sorozat esetén alkalmazhato. Példaul azt gondol-

nank, hogy az
1 1 1
an:7+7++*
n o n

3

n-szer
sorozat tart a nulldhoz, hiszen olyan sorozatokat adunk 0ssze, amelyek tartanak a
nulldhoz. Azonban az el6z6 sorozat minden elemének értéke 1, és igy 1-hez tart.
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Mi torténik, ha a hataratmenet és a miiveletek felcserélhet6ségérol szolo tétel egyik
sorozata végtelenhez tart. A véalaszt a kivetkezd tétel adja.

4 )
12. Tétel (A végtelen hatarérték és miiveletek kapcsolata). Legyen (a,) és

(bn) két szamsorozat, illetve b € R. Ha

lim a, = c© és lim b, = b,
n—oo n—oo

akkor az (an + byn) és az (a, — by) sorozat tagabb értelemben konvergens,
valamint ha b, # 0 minden n € N esetén és b # 0, akkor az (ayb,) és az

<g—:> sorozat is tagabb értelemben konvergens. Ekkor

(a) ,nh_{{.lo(an +bn) = o0,
(b) T}LIgo(an —bn) = 00,
ha b
(c) lim anby =4 a5>0,
n—00 —00 hab<0,

(d) lim 2% — {

\_ J

Bizonyitds.
(a) A (b,) sorozat korlatos, mert konvergens, ezért
dk1, ke € R, hogy k1 < b, < ko minden n € N esetén.
Legyen k > 0 tetszoOleges. Ekkor
ap, > 00 = dng €N, hogy a, >k — ki1, han > ng.

Mivel
an + by > (k‘—/ﬂ)—l—k‘lzk‘,
igy a végtelen mint hatdrérték definicidja értelmében a, + b, — oo ko-
vetkezik.
(b) Az eléz6 pont allitdsabol kovetkezik, hiszen a (—by,) sorozat konvergens
és
an, — by = ap + (=by).

(c) Igazoljuk elészor a b > 0 esetet!
b
bp -0>0 = ElnleN,hogybn>§, ha n > n;.
Legyen k > 0 tetszoleges. Ekkor

2k
ap > 00 = dng € N, hogy a,, > —

b ha n > ns.
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Ezért
2k b
Gnbp > 3 9= k, han > ng:= max{ni,na},

igy a végtelen mint hatarérték definiciéja értelmében a,b, — oo.

A b < 0 esetet hasonléan igazoljuk:

b
bp >b<0 — HmEN,hogybn<§, ha n > ny.

b
Ebbdl —b,, > 5 > 0 kovetkezik, ha n > n;. Legyen k > 0 tetszOleges.
Ekkor

2k
ap, =00 =  dno €N, hogy a, > 3 ha n > ns.
Ezért
—2k —b
—anby = ap(—by) > 5 3 = k, han > ng:= max{ni,na},

azaz anb, < —k, ha n > ng, igy a minusz végtelen mint hatarérték
definiciéja értelmében a,b, — —oo.

1
(d) Azonnal kévetkezik az el6z6 pont allitasabol, hiszen az <> sorozat

n
konvergens és
an 1

Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

Szeretném megjegyezni, hogy az el6z6 tétel (a) és (b) pontjanak teljesiiléséhez
elegendd (by,) sorozat korlatossaga, azaz a konvergencidja nem feltétlentl sziikséges.
Ez a tény a tétel bizonyitasbdl azonnal lathatoé, hiszen csak azt alkalmaztuk, hogy
a (b,) sorozat korldtos.

A 11. és a 12. Tétel mellett a kévetkezd &llitas is fontos szerepet jatszik a ha-
tarértékszamitasban. Azt allitjuk, hogy a hatdrdtmenet és a gyokvonas szintén
felcserélhetd.

Vs

13. Tétel. Legyen (a,) egy konvergens sorozat, amely az a valds szdmhoz
tart, valamint q > 2 eqy egész szam. Ekkor

e Ha q pdratlan szdm, akkor a ({/a,) sorozat konvergens és a /a szdm-
hoz tart.

e Ha q pdros szam, illetve a > 0 és a, > 0 minden n € N esetén, akkor
a (Yay,) sorozat konvergens és a a szdmhoz tart

J




4. A hataratmenet és a miiveletek 21

Bizonyitds. A tétel bizonyitasat tobb lépésben fogjuk elvégezni.
e Tegyiik fel, hogy a = 0. Legyen ¢ > 0 tetszoleges. Ekkor
ap, —+0 = 3dng € N, hogy |a,| <e?, han>ng,
amibél kévetkezik, hogy | a, — 0| = ¥/|an| < €, azaz ya, — 0.

e Tegyiik fel, hogy a > 0. Ekkor dn; € N, hogy a, > 0, ha n > ny.
Alkalmazzuk az

29—yl = (z —y) (yq—l Tyt 2 4 T2y xq—l)

nevezetes azonossagot! Tegyiik fel, hogy x,y > 0, és vegyiink abszolit
értéket az azonossdg mindkét oldalan! Ekkor

o — ] = |z — yly*,

hiszen jobboldal értéke csokken, ha az Osszegbdl csak az y9~! tagot
hagyjuk meg. Ha n > ni, és igy a, > 0, akkor az x = ¥a,, illetve
az y = Ja értékeket beirhatjuk a fenti egyenl6tlenségbe. Ekkor egy
egyszerd atalakitas utan azt kapjuk, hogy

g
| an — ¥a| < @\an —al.
a
Legyen € > 0 tetsz6leges. Ekkor

a
——=¢, han>ng,

Ja

ap, —a = dng € N, hogy |a, —a|] <
és igy ha n > ng := max{ng, na}, akkor

v a vya a
\W—{’/&]S\af\an—a\<\af%6:a.

Ezért a hatarérték definicidja szerint ¢a,, — ¥a.

o Az az eset marad még, amikor a < 0 és ¢ egy paratlan szam. Ekkor
allitasunk azonnal kovetkezik a

Y—z=-Yz (z€R)

tulajdonsagbol.

Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

Végiil szeretném megjegyezni, hogy az el6zd tételben szereplo jelenség, miszerint a
hataratmenet és egy leképezés eredménye felcserélhetd, gyakran fordul el a mate-
matikdban. Ez a jelenség vezet minket a fiiggvények folytonossaganak fogalmahoz,
amellyel egy kés6bbi tananyagban foglalkozunk majd.
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5. Az e szam fogalma

Most elérkeztink egy fontos matematikai alland6 bevezetéséhez, az e szam fogal-
mahoz. FEz a szam, amelyet Euler 6ta jeloliink igy, a matematikaban kiiléndsen
fontos szerepet jatszik. Az e szam bevezetéséhez szlikségiink van a kdvetkezé ered-
ményre.

1 n
14. Tétel. Az a, := <1 + —) sorozat konvergens.
n

Bizonyitds. A ,Szamsorozatok és tulajdonsagaik” cimii tananyagban azt
tanultunk, hogy ha egy sorozat monoton névekvé és feliilrél korlatos, akkor
konvergens. Ezt fogjuk tehat alkalmazni a tételben szerepld sorozat esetén.

e A monotonitds igazolasara vegyik az
1 ,
r1:=14+— xp:=14+—, ..., 2p:=14+— és xp41:=1
n n n

n 4+ 1 darab szamot, és alkalmazzuk a szamtani és mértani kézepek ko-
n
z0tti egyenl6tlenséget. Mivel a szdmok szorzata (1 + ) és Osszegiik
n

n + 2, igy a kovetkez6 egyenlotlenséget kapjuk.

1\" 2 1
ey <1+> <2y .
n n+1 n—+1

Miutdn az n + 1l-edik hatvanyra emeljiikk a fenti egyenlétlenséget ép-
pen azt kapjuk, hogy a, < an+1, ami azt jelenti, hogy a sorozatunk
szigoriian monoton noévekvo.

e A korlatossag igazoldsara vegyik az

1 1 1
r1:=14+—, zo:=14—, ..., xp:=14+— éS Tpi1:=—, Tpio:=—
n n n 2 2

n + 2 darab szamot, és alkalmazzuk a szamtani és mértani kézepek ko-
1 1\"
zOtti egyenlotlenséget. Mivel a szamok szorzata 1 (1 + ) és Osszegiik
n

n + 2, igy a kovetkez6 egyenlotlenséget kapjuk.

1 I\ n+2
n+2/ — 1 - :1
\/4( +n> <n+2

Miutan az n + 2-edik hatvanyra emeljiilk a fenti egyenlGtlenséget és
megszorozzunk 4-gyel, éppen azt kapjuk, hogy a, < 4, ami azt jelenti,
hogy a sorozatunk feliilrol korlatos.

Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.
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Az elébbi tétel azt garantalja, hogy az

1 n
Ay = (1+ n)

sorozatnak van hatarértéke, hiszen tudjuk, hogy minden monoton és korlatos so-
rozat konvergens. Egy késébbi tananyagban azt fogjuk igazolni, hogy ez a hatér-
érték egy irracionalis szam, azaz nem tudjuk pontosan felirni tizedes tort alakban.
Azonban ez a szam nagyon fontos szerepet jatszik a matematikai analizisben, ezért
érdemes valamilyen médon jelolni, ahogyan ezt a 7 szammal is tesszik.

1 n
1. Definicié. Az a, := (1 + ) sorozat hatdarértékeét e-vel jeloljiik.
n

Az e szamot Euler-féle szamnak is nevezik, mert Leonhard Euler (1707-1783)
svajci matematikus volt az, aki el6szor alkalmazta az e jelolést. Euler mun-
kassaga oridsi volt. Nincs a korabeli matematikanak olyan fejezete, amelyhez
lényegesen ne tett volna hozza. Szamos jelolést ma is gy hasznalunk, ahogyan
0 is tette. Példaul Euler javasolta el6szor, hogy m-vel jeloljiik a kor keriiletének
és atmérdjének aranyat.

Nem tudni pontosan, hogy Euler miért éppen az e jelélést hasznalta. Vannak,
akik szerint azért, mert e az exponencidlis sz6 kezdbébetiije. Masok szerint
azért, mert az e betiit megel6z6 a, b, ¢ és d betiiket az akkori matematikusok
gyakran jelolésre hasznaltak. De butasag lenne azt gondolni, hogy azért jelolte
igy, mert a neve kezdObetije.

Nagyon fontos megjegyezni, hogy az elézéekben nem azt igazoltuk, hogy az

1 n
Ay, = (1+ n)

sorozat tart az e szdmhoz, hanem az, hogy ez a sorozat konvergens és e-vel jeloltiik
a létez6 hatarértékét. A két dolog kozott nagy kiilonbség van.

Késobbi tananyagokban latni fogjuk, hogy az e szam egy nagyon fontos matemati-
kai dlland6. Specialis tulajdonsagai miatt a logaritmus természetes alapjanak
valasztottak:

Inz :=log, x (x > 0).

Az e szam irraciondlis, értéke 29 jegyre megadva:
e~ 2,718281 828459 04523536028747135. ..

habar legtobbszor elegend6 az e ~ 2, 71 kozelités.

Az e szadm bevezetésével egy tijabb nevezetes sorozathoz jutunk.
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15. Tétel. Minden x valds szdm esetén

n
lim (1 S E) =e”.
n—oo n

Bizonyitds. A tétel bizonyitdsa elég Osszetett, tgy torténik, hogy az allitast
az egyes szamhalmazokon 1év6 x értékekre kiilon bizonyitjuk. A bizonyitasban
felhasznaljuk a hataratmenet és a miiveletek, valamint a hataratmenet és a
gyOkvonds felcserélhetOségrol szolo 11. és 13. Tételt.

n
e x = (-ra igaz, mert (1 + %) =1 = ¢” minden n € N esetén.
e x = 1 esetén pontosan az e szam fogalmat kapjuk.

e Legyen x = p egy egynél nagyobb pozitiv egész szam. Ekkor
n n
- (57
n n
B ( n+p )” (n+p—1>” (n+p—2)” (n—i—l)" @)
C\n+p-—1 n+p-—2 n+p—-3) T\ n '

A fenti szorzat pontosan p darab tényezét tartalmaz, mindegyikiik kiilon-
kiilon atalakithatd a kévetkez6 modon:

(Y (e L)
n+k—1 N n+k—1 -
1 n+k—1 1 1—k
- (1+ - N
<+n+k:—1> <+n—|—k—1> ’

n
ahol k =1,2,...,p. Az els6 tényezé az a,, = (1 + %) sorozat részsoro-

zata, ezért 6 is e-hez tart. A méasodik tényez6je a 11. Tétel szerint 1-hez
tart, mert felirhaté k — 1 darab 1-hez tart6 sorozat reciprokaként. Ezért
(2)-ben p darab e-hez tarté tényez8 van, amelynek szorzata a 11. Tétel
szerint eP-hez tart.

e Legyen =z = % egy pozitiv raciondlis szam, azaz p és q pozitiv egészek
és q > 2. Ekkor

P\ ™ n qn
<l_|_q> :<1+p) :q<1+p> _>qep:e§’
n qan V an

hiszen a gy6kben szerepld sorozat az a,, = (1 + %)" sorozat részsorozata,

ezért 6 is eP-hez tart. Igy a ¢-adik gyokkel egyiitt a 13. Tétel szerint a
b

sorozatunk ea-hez tart.
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e Legyen x egy pozitiv valés szam. Eldszor igazolni fogjuk, hogy az

n
an = (1+x>
n

sorozat monoton névekvo és feliilrél korlatos. A monotonitds igazolasa-
ra vegyik az

x x x
r1:=14+— xp:=14+—, ..., zp:=14+— és xp41:=1
n n n
n + 1 darab szamot, és alkalmazzuk a szamtani és mértani kozepek

kozotti egyenlStlenséget. Mivel a szdmok szorzata (1 + %)n és Osszegik
n+x + 1, igy a kovetkez6 egyenl6tlenséget kapjuk.

i1 <1+9€)”< n+z+1 14 F
n n+1 n+1

Miutdn az n + l-edik hatvanyra emeljiik a fenti egyenlétlenséget azt

kapjuk, hogy a, < an4+1, ami azt jelenti, hogy a sorozat szigorian

monoton novekvd. A sorozat feliilrdl korlatos, mert ha vesziink egy

p > x pozitiv egész szamot, akkor

n n
an:<1+2> <(1—|—Z> < éP,

hiszen ez utébbi sorozat monoton névekvéen tart eP-hez. Mivel az (a,,)
sorozat monoton és korlatos, ezért konvergens. Jeldlje a az (a,) sorozat
hatarértékét. Azt fogjuk igazolni, hogy a = e*.

A [ Valos szamok” cimili tananyagban foglalkoztunk a valds kitevés hat-
vanyokkal. Az ott megadott értelmezés szerint

e’ :=sup{e":r<xzésreQ}.

Legyen (r,) egy raciondlis szdmokbdl all6 sorozat, amire

1

r<rp<cT+—
n

teljesiil. Ekkor
1
¥ <em < etthn = {fe — e,

—~—
—1

amibol a Rendor-elv alapjan kovetkezik, hogy ™ — e*. Innen, mivel
az exponencialis fliggvény monotonitdsa miatt e* < e”, ha r > x, azt
kapjuk, hogy

e’ =inf{e": r >z ésr e Q}.
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Ezért ha vesziink r; < © < 7o két tetszdleges raciondlis szamot, akkor
a kovetkezo

1 " T2 "
e <1+> < ap < (1+> — e

n n

Osszefiiggés teljesiil, amibdl a 3. Tétel alapjan kdvetkezik, hogy
e < q<e?.
Tehat
e =sup{e":r<zésreQ}<a<inf{e":r>xzésreQ}=e"

amibol a = e® kovetkezik.

e Legyen x = —y egy negativ valds szam, azaz y > 0. Ekkor

) == =) )T

Jeloljon p egy, az y-nal nagyobb egész szamot. Ekkor

n n n
(Lﬁﬁ <Q+y> <Q+ y).

A Rendér-elvbol kévetkezik, hogy az egyenlétlenségben szerepld kozépso
sorozat e¥-hoz tart. Ez azért van, mert jelen bizonyitas el6z6 pontja
miatt a baloldal e¥-hoz tart, de a jobboldal is, hiszen az

n n—p p
<1+ y ) :<1+ y > -<1+ i )
n—p n—p n—p

’ e ” 7 ’”e ’ n .
atalakitas elsd tényezdje részsorozata az (1 + %) sorozatnak, amennyi-

ben n > p, ezért ez eY-hoz tart. A masik tényezdje 1-hez tart.

Minden egyiittvéve

(3 o) ] - cn-e

Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

Az eléz6 eredményt a 3. Részben szerepld tobbi nevezetes sorozatokkal egyiitt
alkalmazni fogjuk t6bb sorozatok hatarértékek kiszamitasaban. Erre a kovetkezo
részben keriil sor.
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n
<1+$> — e’
n

eredmény egy pénziigyi alkalmazasat, amely betekintést enged az e szam gya-
korlati alkalmazasédban. Ha x( forintot évi p%-os kamatra helyezziik a bankba,

akkor egy év utan
p
1 =
o ( * 100)

forintot kapunk vissza. Ha havi kamattal szamitjuk az évi p%-os kamatot,

akkor az Osszeg
p \ 12
1 4+ 100
To ( + 12)

forint lesz. Megprébalhatunk napi kamattal szdmolni, vagy akar még job-
ban névelni a kamatfizetési gyakorisagot. Ha a betett Osszegiink egy évben
egyenletesen n-szer kamatozik p%-os évi kamattal, akkor az év végén

P\
i) <1+1OO>
n

forintot kapunk vissza. Elég nagy n esetén az elobbi képlet helyet hasznalhat-
juk az

Megmutatjuk az

_D_
Toe 100

képletet, ami a sorozat hatarértéke. Ez olyan, mint ha a kamatfizetés techni-
kailag minden idopillanatban megtortént volna. Ezért ezt folytonos kama-
tozasnak nevezik.
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6. Kidolgozott feladatok

Most méar elegend6 ismeretekkel rendelkeziink ahhoz, hogy meg tudunk oldani
tobb hatarértékszamitasi feladatot. Az alkalmazott fogasok minél jobb elsajatitasa
érdekében a feladatokat kiilonb6z6 csoportokra bontjuk. El6szor megmutatjuk,
mit tesziink, ha a sorozat két polinom hanyadosabdl all.

1. Feladat. Hatdrozzuk meg a kivetkezd sorozatok hatdrértékét!

a) anp=mnd+3n%—1, b) a,=n*—n?
) 22 —n+2 J) 2n? 4+ 3n+5
c) ap=——-— p = ——
mn 1_n2 9 n n4+7 9
1—nd n?+1 3n?2
¢ =T D= o1

Megoldds: Egy ilyen tipusu feladatot altalanosan tgy oldunk meg, hogy
kiilon-kiilon kiemeljiik a szamlalobdl és a nevez6bol az n legnagyobb kitevos
hatvanyat, és egymassal elosztjuk. Ekkor a képletben mar csak az

1
— =0 é n%— o0 (a > 0)
nOé

nevezetes sorozatok maradnak (lasd a 6. Tételt). Ezutdn a hataratmenet
a 11. és a 12. Tételek segitségével konnyen elvégezheto.

(a) ’an =nd+3n% -1 ‘ Kiemeliink n°-t.

3 1

.5 2 _ 5 —
—00 ~
—0 —0

(b) |an :==n? —n?| Kiemeliink n3-6t.

1
an =n?—n*= n? < — —1>—>oo-(—1):—oo.
~—~

n
—oo =~
—0
o M2 —n+2
() an ==

A Kképletben szereplé két polinom fokszama megegyezik. Mindkettobdl
kiemeliink n’-et.

-0 =0
1 2 1 2
a:2n2—n—|—2_n72.2 n+n2:2 n ) _>l:_2
" 1—n2 n2 1 1 -1
-1 55 -1
-
—0

Az alkalmazott mddszerbdl azt az altaldnos koévetkeztetés vonhato le,
hogy ha a sorozat két azonos fokszamu polinom hanyadosaként irhato fel,
akkor a sorozat hatarértéke a két polinom f6egyiitthatéjanak hanyadosa.
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2n*+3n+5
o ont 47

A képlet szamlaléjaban 1év6 polinom fokszama kisebb, mint a nevezdjében
16v6 polinomé. Kiilon kiemeliink a szamlalobol n2-et, a nevezébdl pedig

(d) |ap :

ni-t.
—0 —0
A~ A~
2+3+5 2+ 3+5
2 2 -4+ — — —
u :M:gni/ﬂ:i. n__n? L0.229¢
n 4 4 2
nt+7 n 1_’_74 n 1+F 1
-0 J
—0

Az alkalmazott mddszerbdl azt az altaldnos koévetkeztetés vonhato le,
hogy ha a sorozat két polinom hanyadosaként irhaté fel, és a szamlé-
I6ban 1évé polinom fokszama kisebb, mint a nevez6é, akkor a sorozat
hatéarértéke nulla.

3

() o 1—n
)| an = 2n?2+n+1

A képlet szamldléjaban 1évé polinom fokszdma nagyobb, mint a nevezo-
jében 16v6 polinomé. Kiilén kiemeliink a szamlalobél n3-6t, a nevezébol

pedig n’-et.
—0
=
! 1 1 1
1—n? 8 5 o R -
%*22+24*n 5 e R s B e
e ar—o+ o5 D024 - + 5
n n n
~ =~
—0 —0

Az alkalmazott mdodszerbdl azt az altaldnos kovetkeztetés vonhatd le,
hogy ha a sorozat két polinom hanyadosaként irhaté fel és a szamlaléban
1é6v6 polinom fokszama nagyobb, mint a nevezéé, akkor a sorozat hatar-
értéke oo, vagy —oo aszerint, hogy a két foegyiitthato eléjele megegyezik,
vagy nem egyezik meg.

(f) a __nQ—i—li 3n?2
" oan4+1 6n-1

Hozzuk kozos nevezére a torteket és alkalmazzuk az el6bb tanult fogaso-

kat!
n?+1 3n? (n?>+1)(6n —1) —3n%(2n+ 1)
an: —_ = =
2n+1 6n-1 (2n 4+ 1)(6n —1)
—0 —0
A~ A~
6 1 6 1
—dn?46n—1 np? Aoz A o5 LAl
T 12 tdn—1  n2 i1 - 4 1 12~ 3
2nf+4n -1 n 124 = - — 124 = - = 12 3
n n n n
~ =~
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Néhany feladatban az el6z6 fogasokat sokkal rugalmasabban hasznalhaték, ha az
egész kitevos hatvanyokat gy tekintjiik, mint véges szamu szorzatokat, vagy ezek
reciprokait. Emiatt a hataratmenet és az egész kitevds hatvanyozas felcserélheto,
és igy nem sziikséges a hatvanyokat szétbontani a fogasok alkalmazasahoz. Ezt
latjuk a kovetkezd példaban.

(n+D 1 <”+1>10 L
+ +

(n+1)1%41 n' ST ST n 10
Ay | = —F———"7 = —— - — —
" n?(n —1)3 nto (n—1)8 n—1\°
n8 n
—119=1 -0

=
1+1 10+ A
n nto lJrO_1

%
8
1 1
n
—_——
—18=1

A kovetkezd feladatcsoportban mar a gyokvonds is szerepel. Példdul hatarozzuk

VAT T - n?
n2+1

sorozat hatarértékét! Ebben az esetben a hataratmenet és a gyokvonas felcse-
rélhetSségrol szolé 13. Tételt fogjuk alkalmazni. Erdemes minden egyes gyokben
kiemelni az n legnagyobb hatvanyat és utdna ezeket kiemelni a gyokokbol. Ilyen-
kor a gytkvonas tulajdonsigait hasznaljuk. Ezek megtaldlhatok a ,,Valos szamok”
cimii tananyagban. Kiemelés utan a gyokkifejezések tartani fognak egy nem nulla
szamhoz, tehat csak a szamitasok végén foglalkozunk veliik djra. A gyokokon kiviili
n hatvanyaira kell ekkor figyelniink, és az el6z6 feladatcsoportban alkalmazott fo-
gasokkal folytatni, azaz kiemelni az n legnagyobb kitev0s hatvanyat a szamlalébol
és a nevezobdl kilon-kiilon. Nézzilk hogyan oldjuk meg az el6bbi feladatot!

meg az

an =

Vot +1—n?

n == n?+1

Azonban ne oriiljiink ennyire kordn az el6bb felvazolt médszernek. Préobaljuk
meghatdrozni vele a kovetkez6, az el6z6 feladattdl alig eltérd sorozat hatarértékét!

—0
=~
1+i—1 1 1 1
A S A L E T SN
Ay = 1 = 1 = n T [e%e] =
1+— oo 1+ —
n n

~—
—0
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A 12. Tételben nincs olyan eset, ami kimondja mi az (a,b,) sorozat hatérértéke,
ha a, — oo és b, — 0. Nem véletleniil van igy, hiszen ekkor semmit sem tudunk
mondani altaldnosan (ldsd a 8. Rész kritikus hatarértékrél szolé szakaszat). Mit
tudunk ekkor csindlni? Elészor végezziik el a kovetkez6 atalakitast!

VATFT-n? VA I-n? Vi i4n?

" n+1 n+l  Valtl4n?
_ nt+1—-nt _ 1
(n+1) (Vat+1+n2)  (n+1)(Var+1+n2)

Ezzel azt érjiik el, hogy nem marad kivonds a képletben, amibél a nullat kaptuk,
és elkeriiljiik a oo - 0-bdl adédott problémat. Ezutan mar a bemutatott modszerrel
folytathatjuk tovabb.

1 1
Ay = = =
(n+1) (Vn*+1+n?) 1
(n+1){n/1+ — +n?
n
1 1 1
- = 50— =0,
n il 1-(V1+1)
Y (i [
~— ~—
-0 -0

2. Feladat. Hatdrozzuk meg a kovetkezd sorozatok hatdrértékét!

V1+4n b) V3+4n? —n
_— Gy 1=

a) ap:=

1+n

) Vn2+2n+n
c) api= ——,
" 3—vn3+1

e) an::n(\/n2+1—n),

n+vn2—1"
d) ap:=+vn+1—+/n,

o Vn2+1—+vn2-1
M1V —1

/)

Megoldds: A feladat megoldasdban alkalmazzuk az el6bb bemutatott mdd-
szert, valamint a kovetkez6 nevezetes azonossdgokat:

a?—b*=(a—b)a+bd) b a®—b>=(a—0b)(a®+ab+b?).

V14+4n

a Ay =
(8) | an 1+n
—0
/1 1
V14 4n n3 ﬁ+4 1 n +4 V4
—+1 P2 4
n 0 n
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(b | ay = V3+4n? —n
T e Vn2—1

3
V3 an? - V*”‘” no N M vaea

33
o

Gp =
n+vn? — /

VnZ4+2n+n

c) |ay i = ————
(© |an 3—Vn3+1

2 4/ 2 1,/ 2
£ 3 3
Ay = = = == r
3—Vnd+1 1 i3 1
R S NI L A
n3 ni n3
—0 =0
3 =
! 1 2 1
TS A 0+1
= n4 - — X — = —X
~ 3 1 0-1
n4 n
NG —~
—0 —0
(d) |ap:=vn+1—+/n
Az a® — b2 = (a — b)(a + b) nevezetes azonossig alkalmazaséval

= VT = Vi = (ViF T i) - Y

 on+l-n 1 5o _0
Vvn+1+4n nz 41 Vi+1
—0

(e) |an :=n (\/n2 +1- n)
(a — b)(a + b) nevezetes azonossag alkalmazasaval

vn2+1l4+n

Az a? —b? =

an:n(m—@:n(M—n)-m:

nm*4+1-n%) n 1 1 1
== =3
v2tl4n ono [T 11 RV

\,./

—0
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o Vn2+1—+vn2-1
M1 - V3 —1

Mindkét nevezetes azonossag alkalmazasaval

(f)

. V2 +1-vn2—1 Vn2+1+vn2-1

" YM I 1I -3 —1 VnZrl+vn2—1
'\3/(713+1)2+\3/n3+1\3/n371+{"/(n371)2_
\3/(n3+1)2+\3/n3+1\3/n3—1+{/(n371)2

Y3+ 124 Vnd+1Vn3 =1+ 3/(n3 - 1)2 _

V2 +1+vn? -1

A kovetkez6 feladatcsoportban polinomok helyett n kitevés hatvanyok szerepelnek.
Az itt alkalmazott modszerek hasonlitanak az el6z6ekhez, két fontos kiilonbség-
gel. Az egyik az, hogy azt az n kitev6s hatvanyt emeliink ki a képletekbdl, ami a
legnagyobb abszolut értékii alappal rendelkezik. A masik kiilonbség, hogy az atala-
kitasok utan olyan mértani sorozatok maradnak a képletben, amelyeknek tudjuk
a hatérértékiiket. Ebben a tekintetben két f6 eset van (lasd a 7. Tételt):

¢"—0, halg <1 és q" — oo, hag>1.

Nézziik meg hogyan hatdrozzuk meg a kovetkez6 sorozat hatarértékét!

CoAr42.3n qrp6e3n A 146 (F >
_22n+1+(73)n_2,4n+(73)n_4n 2+(_Z)"_2+( 3)

an

hiszen (—%)n — 0 és (%)n — 0, mert —1 < —% <lés—-1< % < 1.

Fontos megjegyezni, hogy az ilyen feladattipusnak nincs minden esetben hatérér-
téke még tagabb értelemben sem, hiszen példdul tudjuk, hogy az

ap = (~2)"

sorozat divergens, de sem végtelenhez, sem minusz végtelenhez nem tart.
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3. Feladat. Hatdrozzuk meg a kovetkezd sorozatok hatdrértékét!

5n+1+3n 3n+1+ —1)"
LL) Qn 1= s, b) Ay, = 4’
4n + 3nt 57 +1
VAT 4 ontl .
c) ap:i= T (D d) ap:=/9"+ (—2)" — 3"
Megoldds:
5n+1 4 3n
(a) an = 4qn +3n+3
—0
—
3 n
BN I o G B0 o A 5+(5> 5o
”_411 n+3 ~ An can An AT ’ -
+3 4n 427 -3 4 1+27(3>
(1) !
——
—0
(b) |an = —BnH +(=D"
" 57+ 1
—0
——
1 n
37l 4 (—1)" 3.3 4 (—1)" g Ot <_3>
an = 57 4+ 1 = 5m 4 1 = 57 'ﬁ%()'?):o
oy <)
=(3)"-0 °
——
—0
o \/m+2n+l
() |an = on 4 (—1)n+Hl

VITFT 4 oml 2/14(3)" +2-2"
ap = on 4 (_1)n+1 - on _ (_1)71 -
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(d) |ap :==+/9" + (—=2)" — 3"

an =0+ (27 3" = (Vor + (-2)7 - 3") VI 2 43

(—2)" 2\" 1 1
= =(-=) - —=0- =0
VO (=2)" + 37 3 2\" Vit
1+ (—= 1
—0 9
N—_——
—0

Most olyan feladatokat oldunk meg, ahol n valtozdja polinomoknak vagy n kitevés
hatvanyok 6sszegének vesziink az n-edik gyokét. Az

an = V203 +n2—3n -5

sorozattal egy példat mutatunk az els6 esetre. Ebben az esetben a 8. és a 10. Té-
telben tanult nevezetes sorozatokra tamaszkodunk, nevezetesen

Ya—1 (a>0), és Un — 1.

A javasolt médszer lényege, hogy a gydkben szereplé polinomot tigyesen becsiiljitk
egytagi polinomokkal alulrdl és felilrél, és utana alkalmazzuk a Rendor-elvet.

Léassuk a konkrét lépéseket!

Nem nehéz elkésziteni a felsd becslést. A polinombdl elhagyjuk a negativ tago-
kat, és a fennmaradé pozitiv tagokban szerepld kitevoket egyforméara noveljik. A
példaban ez a kovetkez6 mddon torténik.

2n3+n2—3n—5<2n3—|—n2§2n3—|—n3:3n3.

Az als6 becsléskor csak a legnagyobb kitevével rendelkezd pozitiv tagot hagyjuk
meg. Ha nincsenek negativ tagok, akkor mar készen is vagyunk. Ellenkez6 esetben
a negativ tagokat Gsszevonjuk gy, hogy a kitevéit egyformara ndveljiik. Célsze-
rii ezeket a kitevéket a fennmaradé pozitiv tagban szerepld kitevé minusz egyre
novelni, igy kiemelés utan a kifejezés felirhatd egytagi polinom és egy elsofoku
polinom szorzataként. Ez utébbirél kénnyti megallapitani, hogy mikor nagyobb
vagy egyenlé mint egy. A példdban is igy jarunk el:

mP+n?—3n—-5>2n2—3n—-5>2n%—3n?—5n=2n—8n’=
= 2n%(n —4) > 2n?,

han—4 > 1, azaz n > 5. Ezutdn mar nem nehéz a Rendér-elvet alkalmazni a
nevezetes sorozatok segitségével.

1 V2 (/m) =V < V23 +n2—3n—5< V3nd = V3 (/n)’ =1,
~ g

-1 =1 -1 =1

ha n > 5. Ezért a,, — 1.
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Tobb megjegyzésem is van az el6z6 feladattal kapcsolatban. Az elsé az, hogy
egy polinom n-edik gyoke nem feltétleniil értelmezheté minden n pozitiv egész
szamra. Ha a polinom féegyutthatéja negativ, akkor egy bizonyos n érték utan
csak negativ értékeket vesz fel. Ez gondot jelent, ha n paros szédm, hiszen ekkor
nem tudjuk a gyokot értelmezni. Ha a polinom féegyiitthatdja pozitiv, akkor
egy bizonyos n érték utdn csak pozitiv értékeket vesz fel, és ettol az indextdl
inditjuk a sorozatot. KEzért csak olyan feladatokat oldunk meg, ahol a polinom
f6egyiitthatdja pozitiv, igy ebben az esetben alkalmazhaté az elébbi modszer. A
masik megjegyzésem az, hogy az el6z6 becslések sokféle médon elkészitheték. Itt
csak egy jol begyakorolhaté lehetdséget mutattunk meg.

A végeredmény minden esetben 1 lesz. Ez azonnal kévetkezik egy mésik megoldasi
modszerbdl, amely a 9. Tételen alapszik. A tétel azt allitja, hogy ha egy sorozat
tart egy pozitiv szamhoz, akkor a sorozat n-edik gydke tart egyhez. Igy az n
legnagyobb hatvanyanak kiemelésével a sorozat felirhat6 az {/n hatvanyanak és egy
pozitiv szdmhoz tarté sorozat n-edik gyokének szorzataként. Ez minden esetben
egyhez tart. A példank egy masik megoldasa tehat

n 1 3 5
o= VT B 5= (Ya) [2e oD
—1
—2>0

A maésik idetartozo feladattipus az n kitevds hatvanyok Osszegének n-edik gyoke.
Példaul, hatarozzuk meg az

an = /57 + 30+ —3.20 4 (—1)n

sorozat hatarértékét. A feladat megoldasdhoz ajanlott modszer nem sokkal kiilon-
bozik a polinomoknal részletesen bemutatott mdodszertdl. Lassuk ezt a fenti példa
megoldasan keresztiil!

5" 43" 3.2 4 ()" < 5" 4+3-3"+1<5"+3-5"+5"=5-5"
Masrészt

5" 43 _3.9" 4 (—1)" > 5" —3.2" —1>5" —3.2" — 2" =

2TL 57’L
=5"—4.2"=5"(1-4(2) ) > %
R GR OD b

ha n > 3, hiszen egyszerli dtalakitasok utan azt kapjuk, hogy

1 4(2)n>1 < (5>n>8 < >3
5) =2 2) = =0

Ekkor a Rendér-elv miatt a,, — 5, hiszen ha n > 3, akkor

I 5
5 ¢ %-5: V= < an < /55" = /5.5 5.
2 2 X2
ey !
~
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De az el6z6 feladat megoldasa is leegyszeriisodik a 9. Tétel alkalmazasaval.

3\" 2\" NG
— n/En n+l _ 2.9n _1\n — i — 3.l = —
an_\/5 +3ntl —3.2n 4 (—1) _5n1+3<5) 3<5> +( 5) — 5,

—1>0

hiszen a gyok alatt szereplé mértani sorozatok tartanak a nulldhoz.

Megjegyzem, hogy ha a gyok alatt a legnagyobb abszolut értéki alappal rendelkez6
hatvany pozitiv, akkor a fenti mdédszer mindig eredményhez vezet, és az eredmény
a széban forgd alap értéke lesz. Ez lathatd az el6zd sorozat esetén, ahol 5" a
legnagyobb alapd hatvany és a sorozat hatarértéke 5. Ha a legnagyobb abszolit
értékli alappal rendelkez6 hatvany negativ, akkor divergens sorozatot kapunk, ha
értelmezhet6 egyaltalan. Példaul, az

ap = {1+ (=5)", by := {/1—(=5)",

sorozatok esetén az (a,) sorozat divergens, mert az el6z6 médszerrel igazolhatd,
hogy a péaros indexekbdl all6 részsorozata tart 5-hoz és a paratlan indexekbdl 4ll6
részsorozata tart -5-hoz, illetve a (b,) sorozat nem értelmezhetd, ha n paros szam.
Ezért a tovabbiakban ilyen sorozatok nem keriilnek szdéba.

Azonban el6fordulhat, hogy a sorozatban a legnagyobb abszolut értékii alapbol
van pozitiv és negativ is, mégis a sorozat konvergens. Ilyen az

ap = {/3-2" + (=2)»

sorozat. Bontsuk fel a sorozatot paros és paratlan indexii részsorozatokral.

bV =y, = V4220 52 & b i=ay, = V22271 52

n n

Ez azt jelenti, hogy a sorozat tart 2-héz. De az ilyen tipust sorozatok nem minden
esetben konvergensek. Példaul, ha az

ap, = /2" + (=2)"
sorozatot felbontjuk

bV = ag, = V2.22n 52 & b i=ag, 1= "V0=0—0

n

paros és paratlan indexii részsorozatokra, akkor azt latjuk, hogy a sorozat diver-
gens. Hasonlbéan igazolhatd, hogy az

Qp ‘= /2™ + 3(_2)717 bn = {2 — 3(_2)71’

sorozatok esetén az (a,) sorozat divergens, és a (b,) sorozat nem értelmezhetd, ha
n PAaros szam.

Mi torténik, ha olyan sorozattal allunk szemben, ahol a gyckben polinomok és n
kitevGs hatvanyok is szerepelnek? Ekkor a 9. Tételen alapulé megoldasi modszert
ajanlom, hiszen a kovetkezé részben latni fogjuk, hogy n®¢™ — 0, ha |¢| < 1 és
a >0 (lasd a 16. Tételt).
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Példaul a kovetkezd sorozat hatarértékét az alabbi médon tudjuk meghatarozni:

—0
1 n
ap = V5-Tm+T7-n5=T7"54+7-n (7> — 7.
N——
—5>0

4. Feladat. Hatdrozzuk meg a kévetkezd sorozatok hatdrértékét!

a) ap:i= QVnE’ —n3+ (=1)~, b) an:= 7i‘/ét" —2n — (-3)",

2n
o= on—nd+ = d) ani= {230+ (=3)" —n2.
c) a n n—l—n, ) a \/ 3+ (-3)"—n

Megoldds: A feladat megoldasdban alkalmazzuk az el6bb bemutatott mdod-
szereket.

(a) |an = B/n® —n3 + (—1)»
Mivel

nd—nd 4+ (=1)" <n®+1<nd+nd=20°
és
nd —nd 4 (=) >n’—nd—1>n°—n' —nt=n’ -2 =
=ntn—-2)>nt

ha n > 3, ezért

~—
—1 —1

1 (¥/n)' = ¥Vl < {fnd —nd + (-1)n < W:\”@(\"@)E’—M.
—1

Ebbdl a Rendor-elv alapjan az kévetkezik, hogy

{/n® —nd 4 (—1)n = 1, (3)

és igy a 13. Tétel szerint

2(/115 —n3 4 (~1)n = \/%ﬁ —n3 4 (-1 = VI=1,

Szeretném megjegyezni, hogy (3) egyszeriibben igazolhat6 a 9. Tétel se-
gitségével. Valoban

1 -1)"
"n5—n3+(—1)”:({’/ﬁ)5n1——+( ) —1
NG n2 nd

—1
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(b)

Qp = Y4n — 20 — (=3)"

Igaz, hogy
4t — 2" — (=3)" < 4" 43" < 4" 4" =2 4"
és

A" 9" (=) > 4T 9" 30 > 4" 3" 3" = 4" 2. 3" =

3 n 4n
=4"(1-21(- > —
(1-2(3) ) =%
ha n > 5, hiszen

3\"_ 1 4\™
— -] >= —1 > > 5.
1 2(4) Z 5 <— (3> >4 <— n>>5

Emiatt

1 4n
4 %-4: W < il —on (3 < V2 A= Y2 a 4
2 2 ~~~
\,-/1 —1
_>

Ebbdl a Rendor-elv alapjan az kévetkezik, hogy

Pan —on — (~3)m - 4.

Az el6z6 feladathoz hasonléan most is egyszertibben meg tudjuk oldani a
feladatot a 9. Tétel segitségével. Valoban

Pfan —on — (-3 =4 |1 <;>n— <_43>n—>4.
2

—1>0

an = {/2n —nd + =

A 9. Tétel alapjan:

—0 —0
—_—— —
" 2n 2, o (1\" 4 (I\"
ap = {/2n —n3 + — = 2n° (=) —n* (=) +1— 2,
n Yn 2 2
—~—
9 —1>0

hiszen n%¢™ — 0, ha |¢| < 1 és a > 0.
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(d) |an := Y237+ (=3)" —n?

Bontsuk fel a sorozatot paros és paratlan indexii részsorozatokra.

bV = go, = 27\/2 £32n 4 320 _ (2n)2 = %/3.32n — (2)2

n

Ez pedig részsorozata a

sorozatnak. Ezért bg) — 3.

Maésrészt

b2 = a9, 1 = /2.32—1 —32—1 _ (2 —1)2 =

= "7/3—1 — (2n —1)2

sorozatnak. Ezért bg) — 3.

Mivel a paros és paratlan indexi részsorozatok 3-hoz tartanak, igy az a,,
sorozat is 3-hoz tart.

Elérkeztiink az utolsé feladatcsoporthoz. Ez az e szam fogalmahoz és a 15. Tétel-
ben igazolt

<1+Z>n—>em (z € R)

nevezetes hatarértékhez kapcsolédik. Olyan feladatokat fogunk megoldani, ahol a
fenti nevezetes sorozatot megfelel6 atalakitasokkal megtalaljuk a feladat képleté-
ben. Példdul, hatarozzuk meg az

2n+3 3n+2
tn = <2n—1)

sorozat hatarértékét!
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Célszerii a sorozatot az alabbi modon atalakitani és keresni benne az el6bb emlitett
nevezetes sorozatot:

3n+42 - 3 2 1 3\"° 1 3\’
2n+3\"" [/ +3\"]" (2n43\* _|[2n ‘T3, ol
2n — 1 \2n-1 2n—-1) ||\2n {1 1

2n 2n
r 3\ " 3 9
1+2> 1 3 3 3
_ < n +2n N 12 — 6
N -3\ -2 e -
(4 3) 2

5. Feladat. Hatdrozzuk meg a kovetkezd sorozatok hatdrértékét!

n—1 2n n—1 n—2
a) ap:= <n+2> ) b) an:= (Zn—i—l) )

1\" n—1\"
7 = - — , d i~ .
c) a (1 n2) ) a <n+1>

Megolddas: A feladat megoldasdban alkalmazzuk az el6bb bemutatott méod-
szert.

o= (53)"

(b) | an = (2:2;11)71_2

, , 1\" 1\ ?
A, = n-1 " n—1 B = il_ﬁ 2+E =
" 2n+1 2n+1 2n 1 1 1
+7 -
2n n
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()

1\" 1\" 1\"
ap,=(1-=) =(1-= 1+=) —sele=1.
n2 n n

A feladat a 9. Tétel segitségével is megoldhatd. Valoban

1\
ap — n(].—n?)

és a gyokben 1évo sorozat részsorozata a

by = <1— 1)
n

sorozatnak, ami e~ !-hez tart. Mivel e~! > 0, és a gyokben 1évS sorozat
e 1-hez tart, igy a 9. Tétel szerint a, — 1.

n—1\"
n = (n+1>

Vegyiik észre, hogy
n—1\" n—1\"1"
n+1 n+1
n—1\"
b, = .
" (n+1>

Az eddig alkalmazott médszerrel nem nehéz igazolni, hogy b, — e~2. Ez
azt jelenti, hogy van olyan ng € N, hogy e 3 < b, < e !, ha n > ny.

Mivel a,, = b}, igy alkalmazhatjuk a Rendér-elvet és a mértani sorozatok
hatarértékére vonatkozo tételt:

Jelolje

0+ ()" <a, < (e H" =0,

amibol kovetkezik, hogy a, — 0.
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7. Rekurziv sorozatok hatarértéke

A rekurzié olyan osszefiiggés, amely megadja, hogyan kaphaté meg a sorozat n-edik
elemét bizonyos n-nél kisebb index(i sorozatbeli elemekbdl, feltéve, hogy ismeriink
elég elemet a sorozat elejérol. Példaul az

a :=1, an+1:=V1+a, (n>1) (4)

egy rekurziv moédon megadott sorozat. Hogyan tudnank meghatarozni egy ilyen
sorozat hatarértékét?

Az ilyen feladatokat dltalaban tigy oldunk meg, hogy elébb bebizonyitjuk a sorozat
konvergencidjat. Ez tobbféle médon torténhet, de gyakran azt igazoljuk, hogy a
sorozat monoton és korlatos, amibol a konvergencia kovetkezik. Ebben segitséget
nyujthat a teljes indukcié moédszer. Ezutan a sorozat még ismeretlen hatarértékét
a-val jeloljiik, és a hatardtmenet és a miveletek felcserélhetdségérol sz6ld 11. Tétel
alapjan hataratmenetet képziink a rekurzios képlet mindkét oldaldn, amibdl az a
érték kiszamithato.
Lassuk, hogyan alkalmazhaté mindez a fenti sorozat esetében!

e A sorozat feliilrél korlatos és minden eleme kisebb, mint 2. Ezt teljes induk-

cidval fogjuk igazolni.
— Az éllitds n = 1 esetén igaz, hiszen a3 =1 < 2.

— Tegyiik fel, hogy az allitds valamely n pozitiv egész szamra teljesiil, azaz
an < 2. Ekkor

ans1 =VIita, <VI+2=+3<2
Tehat az allitas az n + 1 pozitiv egész szamra is teljesiil.
Ezért teljes indukcié alapjan az allitds minden n pozitiv egész szamra teljesiil.
e A sorozat monoton névekvd, azaz minden n pozitiv egész szamra igaz, hogy
n+1 — ap > 0.
Ezt szintén teljes indukcioval fogjuk igazolni.

— Az 4llitds n = 1 esetén igaz, hiszen as —a; = v2 —1 > 0.

— Tegyiik fel, hogy az allitas valamely n pozitiv egész szamra teljesiil, azaz
Gn4+1 — ayn > 0. Ekkor

an+2_an+1:\/l+an+1_\/l+an:

VItan+vV1i+a,
=Wl+ant1 —V1i+a =
(Vi+an—V ") T anss ¥ Vit

_ An4+1 — Qn >0
VT F i+ VI Fan

Tehat az allitas az n + 1 pozitiv egész szamra is teljesiil.

Ezért teljes indukcid alapjan az allitds minden n pozitiv egész szamra teljesiil.
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e Jelolje a az a,, sorozat hatarértékét. Ekkor

An+1 = 1+ Qn ,
—— ~—
—a —a

amibdl a = v/1 4 a kovetkezik. Az egyenlet megoldasa

1++5

a=+v1+a — a?—a—1=0 — a2 = 5

Mivel a > 0, ezért a (4) Osszefiiggéssel megadott sorozat hatarértéke —14V5,

2

Vegyiik észre, hogy az el6z6 sorozat hatarértéke meggyezik a

\/1+\/1+\/1+\/ﬁ

tObbszor egymasba agyazott képlet eredményével!

6. Feladat. Hatdrozzuk meg a kévetkezd rekurziv médon megadott sorozatok
hatdrértékét!

a) ay:=0, Apil i=

1.
4
1 Qo
b) a = a, an+1::k<(k—1)an+]H> (n21,a>0,1<k€N),

c) ap:=0, Api1 i=

Megolddas:

a) A rekurzi6s képletbdl azonnal ldthatd, hogy a, > 0, ha n > 1. Ekkor a
szamtani és mértani kozepek kozotti egyenlétlenség alkalmazasaval

An+1 1 1
an 4a,, ton 2 \/ 4a,, n

teljesiil, amibdl kdévetkezik, hogy a sorozat monoton novekvé. Teljes in-
dukciéval kénnyen igazolhatd, hogy a sorozat felilrdl korlatos és a, < %
minden n € N esetén. Valéban az allitdas n = 1-re igaz, hiszen a; = 0.
Tovabba, ha feltételezziik, hogy valamely n pozitiv egész szdmra a, < %,
akkor

1+2<1+<1>2 1
a = — a —_ — — —
Ty I 2 2’

azaz az allitds n 4 1-re is igaz. Ezért teljes indukcié alapjan az allitas
minden n pozitiv egész szamra teljesiil.
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Mivel a sorozat monoton novekvé és feliilrdl korlatos, igy konvergens. Je-
16lje a az a, sorozat hatarértékét. Ekkor

1 2
Ap4+1 = — + a, ,
~—— 4 =
—a a?

amibdl a = i + a? kovetkezik. Az egyenlet megoldésa a = %, ezért ez a
sorozat hatarértéke is.

A feltétek mellett az

1 lo'
Ap+41 = % ((k — 1)an + aﬁl> s al =«

sorozat alulrél korlatos, hiszen teljes indukciéval nagyon kénnyen igazol-
hatd, hogy a, > 0 minden n € N esetén. Azonban a nullandl jobb als6
korlatot tudunk megadni a szamtani és mértani kozepek kozotti egyenlot-
lenség segitségével. Ehhez vegyiik az

Il ‘= QAQp, T2 (= Qpy «v., Tp—1 : = aAp, €S T} =

k darab pozitiv szamot. Mivel a szdmok szamtani kozepe a rekurzids

képletben szereplo
1

. ((k 1)y + a;_l)

szdm és mértani kozepe Vo, ezért a1 > {/a minden n € N esetén. Vagy
ami ezzel ekvivalens: a,, > ¥/«, han > 2.

A sorozat monoton csokkend a mésodik elemtél, hiszen az el6z6 miatt
k P
ay > a,han>2 ésigy

ant1 1 Qo 1( a>
=—|k-14— )< |(k-1+—-|=1
an k( + fb>_k +oz ’

azaz an+1 < an, ha m > 2. A monotonitds és a korlatossig egyiittes
teljesiilésbél kovetkezik, hogy az (a,) sorozat konvergens.

Jeldlje a az a, sorozat hatarértékét. Ekkor

=T
—~
M- an +
ap+1 = 7 - G, E—1
—— k ~~ a
—a —a "

amibdl )
(6%
o= <(k—1)a+ak_1>

kovetkezik. Az egyenlet megolddsa a = ¥/«, ami a keresett hatérérték.
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c) Az

2
14+a,’
sorozat sajnos nem monoton. Errdl konnyedén meg tudunk bizonyosodni,
hiszen a paros indexii elemek 1-nél nagyobbak és a paratlan indexii ele-
mek 1-nél kisebbek. Azt fogjuk belatni, hogy a paros indexii részsorozata
monoton csokkend, és a paratlan index(i részsorozata monoton névekvé.
Vegyiik észre el6szor, hogy a masodik elemtdl kezd6édben a sorozat elemei
pozitivak, és ez teljes indukciéval nagyon kénnyen igazolhatd. Végezziik
el a kovetkezd atalakitast!

Ap+1 = aj ‘= 0

2 2 an+1

1+a”+1_1+1+2an_ an_|_3'

an42 =

Ez az jelenti, hogy a paros és paratlan index{i részsorozatok eleget tesznek

ugyanannak az
anp +1

5
p— (5)
rekurziv képletnek. A kiilonbség koztiik az, hogy a paratlan index(i rész-
sorozat 0-bol és a paros indexii részsorozat 2-bol indul. Tovabba

an+2 =

ap, +1 ~ (an +2)(1 - ap)
N an + 3 '

Ha az n péros szam, akkor a,, > 1, és igy a jobboldal negativ. Ezért a paros
indexti részsorozat szigoriian monoton csdkkend és alulrdl korlatos. Ha az
n paratlan szdm, akkor a,, < 1, és igy a jobboldal pozitiv. Ezért a paratlan
indexti részsorozat szigorian monoton névekvé és feliilrél korlatos. Igy
mindkét részsorozat konvergens.
Jelolje a1 a péros, as pedig a péaratlan index(i részsorozat hatarértékét!
Ekkor a; és ag kielégiti az (5) egyenldség hatdratmenetébél kapott

a+1
a+3
egyenletet. Ennek két megoldasa a = —2 és a = 1. Mivel pozitiv tagia

sorozatrol van szé, ezért a = 1 az egyediili érték, ami széba johet. Ez azt
jelenti, hogy a1 = as = 1, igy az a, sorozat konvergens és hatarértéke 1.

Régebben a gyokvonds kiszamitasa komoly problémanak szamitott, amikor
még nem voltak szamologépek. Az el6z6 feladat masodik példajaval kozelitod
értékeket tudunk adni egy pozitiv szdm n-edik gyOkére csupan az alapmi-
veletek felhasznalasdaval. Ezt a moédszert a gyokvonas Newton-féle iteracios
eljarasanak hivjuk.

Az el6z6ekben bemutatott mddszer hatékonysdgat mutatja, hogy vannak olyan
zart képlettel megadott sorozatok, amelyeket érdemes rekurziv alakban felirni a
hatarértékiik meghatarozasahoz. A kévetkezd allitds igazolasdhoz kévetni fogjuk
ezt az utat.
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16. Tétel. Legyen |q| < 1 és a > 0 két valos szam. Ekkor az a, := n“q"
sorozat tart nulldhoz.

Bizonyitds. Az allitds nyilvanval, ha ¢ = 0. A tovdbbiakban tegyiik fel,
hogy q # 0. Azt fogjuk igazolni, hogy a

by, := n%|q|"

sorozat tart nulldhoz, amibdl a tétel allitasa kovetkezik.

Elészor legyen o = k egy pozitiv egész szam. Az (b,) sorozat alulrdl korlatos,
hiszen b, > 0 minden n € N esetén. Masrészt vegyiik észre, hogy

1 k
bos = ol (14 ) b (6)
n

k
Mivel (1 + %) — 1 és |q| < 1, ezért Ing € N, hogy

ke 1

1<(14+—-) <+—

n [
minden n > ng esetén. Ekkor (6) miatt b,+1 < by,, azaz a sorozat szigorian
monoton csokkend véges sok elem kivételével, de mivel alulrél korlatos is, igy

konvergens.
Jelolje a a by, sorozat hatarértékét. Ekkor (6) miatt

1 k
ant+1 = lq| (1 + ) an ,
~—— n ~~~
—a —— —a
—1
és igy a hataratmenet és a miveletek felcserélhet6ségérol szolo 11. Tétel alap-
jan a = |qla teljesiil, amibdl a = 0 kévetkezik.

Ha a > 0 egy tetszoleges valds szam, akkor legyen k > « egy pozitiv egész
szam. Ekkor
0 < n%q™ < n*lg|™ — 0.

Ezért a Rendér-elv miatt az b, = n®|q|" sorozat nulldhoz tart. Ezzel a tétel
allitasat igazoltuk.

A kovetkezé tételben szereplé két fontos hatarérték igazoldsaban is ezt az utat
valasztjuk.

17. Tétel. A kovetkezd két sorozat tart nulldhoz:

_ .
a) an = (g€ R), b) an:= el
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Bizonyitds.

2)

Az allitas nyilvanvalé, ha ¢ = 0. Tegyiik fel, hogy ¢ > 0. Ekkor az (a,)
sorozat alulrdl korlatos, hiszen a,, > 0 minden n € N esetén. Masrészt
vegyiik észre, hogy

q
a = Q- 7
n+1 n+1 n ( )
Mivel 45 — 0, ezért Ing € N, hogy 47 < 1 minden n > ng esetén.

Ekkor (7) miatt a,41 < an, azaz a sorozat szigortian monoton csokkend
véges sok elem kivételével. Ezért a sorozat konvergens.
Jeldlje a az a, sorozat hatarértékét. Ekkor (7) miatt

q
Aptl1 = —— @
N N
—a v —a
—0

amibol ¢ = 0 - a = 0 kovetkezik.

Ha ¢ < 0, akkor az el6z6 eset miatt a sorozat abszolit értéke

g™

lan| = n!

tart nulldhoz. Ezért az (a,) sorozat is tart nulldhoz.

A sorozat alulrél korlatos, hiszen nyilvanvaléan a, > 0 minden n € N
esetén. Masrészt vegytk észre, hogy
a
An+1 = % (8)
(1+1)

Mivel (1 + %)n — e, ezért Ang € N, hogy

minden n > ng esetén. Ekkor (8) miatt a,41 < an, azaz a sorozat szi-
goruan monoton csokkend véges sok elem kivételével. Ezért a sorozat
konvergens.

Jeldlje a az a, sorozat hatarértékét. Ekkor (8) miatt

—a
=
Qn
an+1 = ﬁa
—a (1 + n)
————
—e

S a . .
amibdl a = —, azaz a = 0 kovetkezik.
e

Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.
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8. Tovabbi hatarértékek

Az el6z6 részekben bemutattuk a hataratmenet és a miiveletek felcserélhetéségén
alapulo6 legismertebb fogasokat. Vannak azonban olyan feladatok, ahol ezek a fo-
gasok mar nem alkalmazhaték. Talalkozhatunk olyan esetekkel, ahol ismerjiik a
képletben szerepl6 6sszes sorozat hatarértékét, mégsem tudunk semmit mondani
az egész sorozat hatarértékérol. Ekkor azt mondjuk, hogy egy kritikus hatarér-
tékkel allunk szemben.

Az el6z6 jelenségnek az az oka, hogy a 11. és a 12. Tétel nem fedi le az Osszes
lehetséges esetet. Ez nem véletleniil van igy. A 11. Tétel példdul semmit sem
allit arrél, hogy mi torténik, amikor egy hanyadossorozat nevezdje tart nulldhoz.
Nem is mondhat semmit altaldnosan, hiszen barmi lehet az eredmény, beleértve
azt is, hogy a sorozat még tagabb értelemben sem lesz konvergens. Nem nehéz
erre kiillonb6z6 példakat késziteni. Példaul

1
e ha a, := — és b, := —, akkor n _1q.
n by,
1 1 1
e ha a, ::—Qésbn = —, akkora—n:——>0.
n n n N
1 1
e ha a, := — és b, := —, akkora—n:n—>oo.
n n bn
-1H" 1
e ha a, = (=1) és by, 1= —, akkor In _ (—1)™, ami divergens.
n n bn

Az el6bbi példékban az (a,) és (b,) sorozat nulldhoz tartott, a hanyadosuk visel-

kedése mégis sokféle lehetett. Ekkor % tipustu kritikus hatérértékrol beszéliink.

Mais a helyzet, ha a szamlalésorozat konvergens, de nem tart nullahoz, és a neve-
z6sorozat nulldhoz tart. Ilyenkor a hdnyadossorozat nem lehet konvergens. Ennek
igazolasdhoz eldszor bebizonyitjuk a kévetkezo allitast.

[ 18. Tétel. b, — 0 akkor és csak akkor, ha ‘%‘ — 00. J

Bizonyitdas. Legyen k > 0 tetszOleges és € := % Ekkor

1
bp =0 = dng € N, hogy |b, — 0| <e=

o ha n > ny,

azZaz
> k,

bn

ha n > ng. lgy a végtelen, mint hatérérték definiciéja értelmében \H = 0.
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Forditva, legyen € > 0 tetszdleges és k := % Ekkor

1
>k =—, han>ng.
€

— 00 = dng € N, hogy

1
bn n

Ekkor |b, —0| < €, ha n > ng. Igy a hatarérték definiciéja értelmében b, — 0.
Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

Az el6z6 tétel szerint egy nullsorozat reciprok sorozata tarthat végtelenhez, minusz
végtelenhez, de eléfordul, hogy egyikhez sem. Ez a helyzet az

1 1 o (=nn

Ay = —, Ay 1= , Ay =
n n n

sorozatokkal. Az eredmény fiigg a nullsorozat elemeinek el6jelétél. Mindenesetre
egy nullsorozat reciprok sorozata nem lehet konvergens.

A folytatashoz sziikséglink van a kovetkezd eredményre.

( 19. Tétel. Legyen a egy valds szdim. Ha a, — a, akkor |an| — |al. )

Bizonyitds. Eloszor igazolni fogjuk, hogy minden a,b € R esetén
lla] — ]| < [a —0]. (9)
Ez azért igaz, mert az abszolut érték tulajdonsagai miatt
la| = [(a=b)+ b <|a—b+ o] = l|a]—[b] <]a—b].
Ebbol az a és b szerep felcserélésével azt kapjuk, hogy
o] —la| < [b—al =[a—0],

amibdl
—la—b] <la| —[b] < |a—b]

kovetkezik. Ez utébbi pontosan a (9) egyenl6tlenséget jelenti.

c s 2

16tlenségbél, hiszen ha |a, — a| < e, akkor
lanl = la] < lan —a] < &.

Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

Most méar biztosan allithatjuk, hogy ha a, — a # 0 és b, — 0, akkor az <‘;—:>
sorozat divergens, hiszen az eléz6 két tétel miatt ‘i‘ — 00, |an| — |a| # 0 és igy
a 12. Tételbdl kovetkezik, hogy

an

b, by,

Ezért a fenti esetet nem fogjuk a kritikus hatarértékek kozé sorolni.

|1

“an| = 00 - |a] = oo.
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A 12. Tétel szintén t6bb olyan esetet hagy nyitva, amikbél kritikus hatarértékeket
kapunk. Ezek koziil kiemelném a kovetkezdket:

e a oo - 0 tipusu hatarértékek, azaz anb,, ahol a, — oo és b, — 0.

e a oo — oo tipusu hatarértékek, azaz a,, — by, ahol a,, = oo és b, — .

S . ts s a ,
e a — tipusu hatarértékek, azaz —bn, ahol a,, — 00 és b, — .
0 n

Az ilyen sorozatok esetén a hatarértéket nem lehet az (a,) és (b,) sorozatoktdl
figgetleniil meghatarozni, ahogy ezt a 13., a 14. és a 15. Feladatok mutatjak.
Ezért ezek kritikus hatarértékek.

A 11. Tételbél tudjuk, hogy ha az (a,) sorozat konvergens és b, — 0, akkor
anb, — 0. Ez az allitas a kovetkez6 mddon altalanosithatoé.

( 20. Tétel. Ha az (ay) sorozat korldtos és b, — 0, akkor anb, — 0. )

Bizonyitds. Ha az (a,) sorozat korlatos, akkor 3k > 0, hogy |a,| < k minden
n € N esetén. Legyen € > 0 tetsz6leges. Ekkor

by >0 — ElnoeN,hogy]bn—0\<%,han>n0.
Ezért
¢
k b)

ami a hatarérték definiciéja szerint azt jelenti, hogy a,b, — 0. Ezzel a tétel
allitasat igazoltuk.

lanbn — 0] = |an]|bn] < &

Az el6z6 eredménnyel néha olyan feladatokat tudunk megoldani, amelyeknek kép-
lete bonyolultnak ting részeket tartalmaznak, de ezek korlatossaga miatt a feladat
elég egyszeri médon oldhaté meg. Példaul, szamitsuk ki az

sin n/!
an 1=

n

sorozat hatdrértékét! Els6 olvasdsra nem tudndnk mit kezdeni a sinn! résszel,
azonban tudjuk, hogy a szinusz fiiggvény csak —1 és 1 kozotti értékeket vehet fel,
azaz mindegy, mi szerepel az argumentumaban, korlatos marad. Mivel % — 0, igy
sorozatunk nullahoz tart.

7. Feladat. Adjuk meg a kovetkezd sorozatok hatdrértékét!

1) 1 n
a) ap = ( n2) , b) an:= arctg(Qn—{—n )
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Megolddas:
1
(a) A ((—1)™) sorozat korlatos, o 0, ezért a,, — 0.

(b) Az arkusztangens fiiggvény korldtos, mindegy mi szerepel az argumentu-
n
maban. Mivel (%) — 0, ezért a,, — 0.

Van egy masik ok, ami miatt néhdny feladatban nem alkalmazhatjuk a hatarat-
menet és a miiveletek felcserélhetdségét. Szeretném ezt egy tanulsagos példaval
bemutatni. Szamitsuk ki az

1424 4n

an : 5

n

sorozat hatarértéket! Ugy gondolkodhatunk, hogy a sorozat felirhaté az

1 2 n
n= 5+ 5+t
moédon, és mivel minden tag nullsorozat, illetve a sorozatunk ezek 6sszegébdl all,
akkor a keresett hatarérték nulla. Sajnos gondolatmenetiink hibas! A gondot
az okozza, hogy a fenti tagok szama nem fix, hiszen n-tol fiigg, igy a 11. Tétel
nem alkalmazhaté. A helyes Gt az, hogy meg kell szabadulni a valtozé elemszamu
Osszegtdl azzal, hogy megprébaljuk a képletet zart alakban felirni, ha ez lehetséges.

Ezt a jelenlegi esetben meg tudjuk tenni, hiszen

n(n+1)

L4+24 n=—"F—,

és igy a helyes megoldés

142+---4+n nn+1) 1 1—1-1 _>1
a = = - — —_ —.
" n? 2n? 2 2
8. Feladat. Adjuk meg a kovetkezd sorozatok hatdrértékét!
124224402 142442771
a) ap:= 3 ) b) an:= = .
Megolddas:
(a) Az

PP4+22 4+ 40 =

Osszefiiggés alkalmazdasival

124224402 nnr+1DC2n+1) 1 1 1 1
= = =—(1+—)(2+—-)— 5.
6 n n 3

Gn

n3 6n3
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(b) Alkalmazzuk az ismert

1_q¢" -1
L+g+-+q"" =1 (¢ #1)
atalakitast ¢ = 2 esetén! Ekkor
14244201 271 (1)”
an = = =1—-(=-)] —1
AL 2m 2

A kovetkezo tétel allitdsat sem tudjuk a hataratmenet és a miiveletek felcserélhe-
tOséggel igazolni.

4 )
21. Tétel. Legyen (a,) egy szamsorozat és

a) +ag+---+ap
n
a sorozat elemeibdl képzett szdamtani kézepekbdl dallo sorozat. Ekkor

A, =

(a) ha {ay) konvergens, akkor (A,) is konvergens és ugyanoda tart,

(b) ha {(a,) végtelenhez (minusz végtelenhez) tart, akkor (A,,) is végtelenhez

minusz végtelenhez) tart.
. ( g ) )

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az (a,) sorozat konvergens és hatarértéke a.
Legyen € > 0 tetszOleges. A hatarérték fogalma szerint

€
anp —a = dn; €N, hogy |a, —al < 2’ ha n > nj.

Az (ay) sorozat korlatos, mert konvergens, ezért az (a,, —a) sorozat is korlatos,
azaz 3k > 0, hogy |a, — a| < k minden n € N esetén. Tovabba

1 1
——=0 = dng €N, hogy ’—O‘<E, ha n > na,
n n 2n1k
azaz )
€
—nik < =,
nnl 2
ha n > ny. Legyen ng := max{nj, na}. Ha n > ng, akkor
1|2
|An—a|:a1+a2+ +a"—a’:Z(ai—a)§
n n |4
i=1
1 & 1 & 1 & 1 & €
<Dai—al+= > Jai—al==>k+= > ==
nic " imnia1 s L] 2
1 1 E € €
~m —I—n(n n1)2<2+2 £

Ez azt jelenti, hogy A, — a.
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Masrészt tegyiik fel, hogy a, — oo. Ekkor a sorozat véges sok elemétol
eltekintve nagyobb, mint 0. Ezért nem jelent nagyobb megszoritast, ha azt
feltételezziik, hogy az (a,) sorozat minden eleme nagyobb, mint 0. Legyen k
egy tetszOleges valés szam. A végtelen, mint hatarérték fogalma szerint

a, oo = dn; € N, hogy |a,| > 2k, ha n > n;.

Tovabba
1 1 1
——0 = dny €N, hogy |— —0| < —, han > ny,
n n 2nq
azaz 5
ﬂ < 1’
n

ha n > ny. Legyen ng := max{ni, na}. Ekkor, ha n > ng

ar+ag+ -+ an; | Gpy+1 tApgp2 + -t an

A, = + =
n n
>0
SouriFansa b ban 2k om) o, o, g
n n n

Ez azt jelenti, hogy A, — oc.

Végiil, ha a, — —oo, akkor alkalmazzuk az el6z8 esetet a (—a,) sorozattal,
amibdl azt kapjuk, hogy —A,, — oo, azaz A,, — —oo. Ezzel a tétel allitdsat
igazoltuk.

Az el6z6 allitasbdl rogton kévetkezik, hogy

1+2+--+n
n

— 00,

hiszen a fenti sorozatot az a, := n — oo sorozat szamtani kdzepeibdl kapjuk.
Hasonldan,

1
hiszen a fenti sorozatot az a, := on — 0 sorozat szamtani kozepeibdl kapjuk.

Pozitiv elemii sorozatok esetén a szamtani kozepekre vonatkozé allitas kiterjeszt-
het6 a mértani és a harmonikus kozepekre is. Nevezetesen, ha (a,) egy pozitiv
elemekbdl allé, konvergens, vagy végtelenhez tarté szamsorozat és

G, = Yajas ... ap

n

Hp= 51— o

o Ta Tt
a sorozat elemeibdl képzett harmonikus és mértani kézepekbdl all6 sorozatok, ak-
kor a (Hy) és (G,) sorozatok konvergensek akar tagabb értelemben, és ugyanoda
tartanak, ahova az (a,) sorozat is tart.
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A harmonikus kézépre vonatkozo allitas igazoldsahoz vegyiik észre, hogy (H,,) nem
més, mint az (a,) reciprok sorozatdbdl képzet szamtani kozepekbél all6 sorozata-

nak reciproka, azaz
1
1 1 1 -
artaytota,
n

H, =

Hérom esetet kiilonboztetiink meg:

e ha az (a,) sorozat tart egy pozitiv a szamhoz, akkor az (=) reciprok sorozata

an
tart az % szamhoz. Ezért, a 21. Tétel szerint a reciprok sorozat szamtani
kozepeibdl 4ll6 sorozata szintén tart az i szdmhoz. Mivel (H,) ez utébbi

sorozat reciproka, igy H,, tart az % szam reciprokahoz, azaz H, — a.

e ha az (a,) sorozat tart végtelenhez, akkor az (i} reciprok sorozata tart
nulldhoz (lasd a 18. Tételt). Ezért, a 21. Tétel szerint a reciprok sorozat
szamtani kozepeib6l 4116 sorozata szintén tart nulldhoz. Mivel (H,,) ez utébbi
sorozat reciproka és pozitiv, igy H,, tart végtelenhez, azaz H, — oc.

e ha az (a,) sorozat tart nulldhoz, akkor az <$> reciprok sorozata tart vég-
telenhez, hiszen a sorozat pozitiv elemekbdl all (ldsd a 18. Tételt). Ezért,
a 21. Tétel szerint a reciprok sorozat szamtani kozepeibol allé sorozata szin-
tén tart végtelenhez. Mivel (H,) ez utébbi sorozat reciproka, igy H,, tart
nulldhoz, azaz H, — 0.

Szeretném megjegyezni, hogy az utolsé eset masképpen is igazolhaté. Ha a, — 0,
akkor a 21. Tétel szerint A, — 0, és igy a szamtani és a harmonikus kozepek
kozotti egyenltlenséghol

0<H,<A4,—0

a Rendor-elv alkalmazasaval azt kapjuk, hogy H, — 0.

A G, mértani kozepekbél képzet sorozatra vonatkozo eredmény igazoldsidhoz ele-
gendo a Rendor-elvet alkalmazni az

a<+— H,<G,<A,—a

szamtani, mértani és a harmonikus kézepek kozotti egyenltlenségben. Ebben az a
lehet nulla, pozitiv valds szam vagy végtelen. Mindharom esetben G,, — a teljesiil.

Rogton egy fontos nevezetes eredményhez jutunk, ha vesziink az
Qp =N
sorozatot. Mivel a,, — oo, igy szintén
Gn=V1-2-3...n— oo.

Ezzel azt igazoltuk, hogy ¥/n! — oco.

A mértani kézepekre vonatkozo eredmény alapjan kénnyen igazolhat6 a kovetkezo
allitést.
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4 )
22. Tétel. Legyen (an) egy pozitiv elemekbdl dllé szamsorozat, valamint

an+1 p
by = nt és cp = Yay,
Qn
minden n € N esetén. Ekkor ha a (b,) sorozat konvergens, akkor a (cy) is
konvergens, és

lim ¢, = lim b,.
n—oo n—oo

Masrészt, ha (b,) végtelenhez tart, akkor (c,,) is végtelenhez tart.

Bizonyitds. Jeldlje ag := 1 és legyen

an,

b=

Gn—1

minden n € N esetén. Mivel b, = b,—1 minden n > 1 esetén, ezért a (b)) és a (b,)
sorozat hatarértéke megegyezik akar tdgabb értelemben is. Masrészt, a

ar am a n/
Cn_\n/an_da()‘a'a.. n :'Lbllbéb%
0 1

an-—1

sz 2

alapjan kovetkezik, hogy a (c,) sorozat hatdrértéke megegyezik a (b)) sorozat
hatarértékével akar tagabb értelemben is. Ezzel a tétel allitasat igazoltuk. O

Az el6z6 tételben szereplé moédszerrel konnyen igazolni tudjuk a maéar jol ismert
nevezetes eredményt, miszerint {/n — 1. Valéban, ha a,, := n, akkor
an+1 n—+1

1
b, = = =1+-—1.
an n n

Ezért /n = a, — 1.
A 9. Tétel szintén konnyen igazolhaté az el6z6 moédszerrel. Azt kell igazolni, hogy

ha a,, — a > 0, akkor /a,, — 1. Ez azért igaz, mert ha a > 0, akkor

Ap1 a
b, = ntl 2=,

an a

Ezért v/a,, — 1.

Egy masik példéaval is bemutatjuk a 22. Tétel gyakorlati alkalmazésat. Szamitsuk
ki a

sorozat hatarértéket! Legyen a, := ¢ = %l Mivel

+1)n+1
aner _ G _ nln 4 D(n + 1) 1y
bn = - nn == T - ]. —'I_ - — 6,
an oy (n+1)n n
igy "
Cn = = Ya, — e.
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9. Az alsé és a felso hatarértékek és a miveletek

A | Szamsorozatok és tulajdonsagaik” cimil tananyagban bevezettiik a sorozatok
torlodasi pontjanak fogalmat mint a hatarérték fogalmanak ., gyengitését”. Va-
l6ban, a hatarérték megkoveteli, hogy minden kornyezetébodl legfeljebb véges sok
sorozatbeli elem maradjon ki, de a torlédéasi ponthoz elegend6, hogy minden kor-
nyezete végtelen sok sorozatbeli elemet tartalmazzon, amibdl végtelen sok soro-
zatbeli elem is kimaradhat. Kideriilt, hogy egy sorozat torlodéasi pontjai a sorozat
Osszes konvergens részsorozatanak hatarértéke.

A hatéarértéket tdgabb értelemben is értelmeztiik, amikor megengedtiik, hogy a oo
és a —oo hatarértékek lehessenek. Hasonldan, a torlddasi pont fogalmat is kiter-
jesztettiik azzal, hogy feliilrdl nem korlatos sorozatok esetén a végtelent, alulrél
nem korlatos sorozatok esetén a minusz végtelent kiterjesztett torlédasi pontnak
tekinthesstik.

Nem nehéz igazolni, hogy ha egy sorozat elemeihez hozzdadunk egy ¢ konstans
szamot, akkor az 1j sorozat Osszes torlédasi pontjat megkapjuk az eredeti sorozat
torlodasi pontjaibdl tgy, hogy mindegyikhez hozzdadjuk a ¢ szamot. Ekkor a
oo és a —oo kiterjesztett torlodési pontok maradnak, ha azok voltak az eredeti
sorozatnak. Ennek az az oka, hogy az 1 sorozat Osszes részsorozatat az eredeti
sorozat részsorozataibol kapjuk meg a ¢ szdm hozzdadasaval.

Hasonlé a helyzet, ha egy sorozat elemeit megszorozzuk egy ¢ # 0 konstans szdm-
mal, hiszen az 1j sorozat Osszes részsorozatat az eredeti sorozat részsorozataibdl
kapjuk meg a ¢ szammal vald szorzassal. Természetesen negativ szdmmal vald
szorzas esetén a végtelenbol mint kiterjesztett torlédasi pontbdl lesz minusz vég-
telen, és forditva, ahogyan a valés szamok kiterjesztett rendszerében értelmeztiik.
A ¢ = 0 esetet kiilon kell kezelni, mert ekkor az 1ij sorozat csupa nulla elemekbél
all az eredet sorozattol fuggetleniil.

A fentiek alapjan felmertl a kérdés, hogy a torldédési pontok esetén nem tudndnk-e
egy, a hataratmenet és a miiveletek felcserélhet6ségéhez hasonld allitas kimondani.
Hamar rédjoviink, hogy ilyen formaban nem, azaz két sorozat Gsszegének torlodasi
pontjait nem kapjuk meg a két sorozat torlodasi pontjainak Osszegébél. Ehhez
elegendd venni az

an = (—1)" és by == —(—1)"

sorozatokat, amelyeknek Osszege a csupa nulla elemekbdl 4116 sorozat. Ez utébbi-
nak 0 az egyetlen torlodési pontja, de 1 torlédési pontja az (a,) és a (by,) sorozatnak
is. Ugyanigy a két sorozat szorzata a —1 értéket felvevé konstans sorozat, amely-
nek —1 az egyetlen torlodési pontja. Mas a helyet, ha azt tudjuk, hogy legalabb
az egyik sorozat konvergens.

23. Tétel. Legyen (ay,) egy konvergens sorozat, és (b,) egy tetszdleges so-
rozat. Ekkor az {(a, + b,) sorozat dsszes torléddsi pontja az {(a,) sorozat
hatdrértéke és a (by,) sorozat torléddsi pontjai dsszegébdl dll dssze.
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Bizonyitds. Jelolje a az (ay) sorozat hatarértékét.

Ha b a (b,) sorozat torlédasi pontja, akkor van olyan b%l) =10 részsorozata,

w(n)
amely b-hez tart. Ha ugyanazzal a ¢ leképezéssel képezziik az ag) =aq

©(n)
részsorozatot, akkor egyrészt ¢, := asll) + b%l) részsorozata lesz az (a, + by)
(1)

sorozatnak, masrészt an ' — a, hiszen minden konvergens sorozat részsorozata
ugyanoda tart. Igy a 11. Tétel szerint

en=al) + 0V = a+b,

ami azt jelenti, hogy a + b torlédési pontja az (a,, + b,) sorozatnak.

Forditva, tegyiik fel, hogy ¢ torl6dasi pontja az (a,, + by,) sorozatnak. Ekkor
van olyan ¢, := ay(n) +b,(n) részsorozata, amely c-hez tart. Legyen b := c—a.

Mivel a%l) = Qy(n) Tészsorozata a konvergens (a,,) sorozatnak, igy a%l) — a.

(o 1 . .
Masrészt bq(l) =b részsorozata a (b,) sorozatnak, és

e(n)

b = ¢, —all.
Igy a 11. Tétel szerint a bﬁﬁ) sorozat konvergens is ¢ — a-hoz, azaz b-hez
tart. Ebb6l kovetkezik, hogy b a (by,) sorozat torlédasi pontja. Tehat ¢ el6all
az {(ap) sorozat hatarértékének és a (by,) sorozat egyik torlédasi pontjdnak
Osszegeként.

Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

Az el6z6 tétel nagy mértékben altaldnosithaté abban az esetben, ha az (a,) vég-
telenhez vagy minusz végtelenhez tart, vagy a (b,) sorozat kiterjesztett torlédasi
pontjait vessziik figyelembe. Ekkor az 6sszeadast a valds szamok kiterjesztett rend-
szerében kell érteni. Valoban, ha (a,) egy konvergens sorozat és végtelen (minusz
végtelen) kiterjesztett torlédasi pontja a (b,) sorozatnak, akkor végtelen (minusz
végtelen) is kiterjesztett torlédési pontja lesz az (a, + b,) sorozatnak. Ha pedig
az (a,) sorozat tart végtelenhez (minusz végtelenhez) és a (a,,) sorozat alulrél (fe-
lilrél) korlatos, akkor az (a, + by,) sorozatnak egyetlen torlédasi pontja sem lesz,
de egy kiterjesztett torléddsi pontja lesz, a végtelen (minusz végtelen).

Akkor van gond, amikor az (a, + b,) sorozat tart végtelenhez és a (b,) sorozat
nem korlatos alulrél. Példaul, az

ap :=(—1)"+n és by :=—n

sorozatok esetében a,, — oo és b, — —o0, de az (a,, + b,) sorozatnak két torl6dasi
pontja van: az 1 és a —1. Hasonlé gond lehet, ha az (a, + b,) sorozat tart minusz
végtelenhez és a (by,) sorozat nem korlatos felillrél. A magyarazathoz tartozik, hogy
a 0o — oo kivonast nem értelmezziik a valds szamok kiterjesztett rendszerében.

Egy nagyon hasonl6 allitas tudunk kimondani sorozatok szorzata esetén.
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24. Tétel. Legyen {(a,) egy nem nulldhoz tarté konvergens sorozat, és (by)
egy tetszéleges sorozat. Ekkor az (anb,) sorozat dsszes torloddsi pontja az
(an) sorozat hatdrértéke és a (by) sorozat torléddsi pontjai szorzatabol dll
0ssze.

Bizonyitds. A bizonyitdsban hasonléan jarunk el, mint a 23. Tétel bizo-
nyitasaban tettiik. Jelolje a az (a,) sorozat hatarértékét. Mivel a # 0, igy
an # 0 véges sok elemtdl eltekintve. Véges sok elem pedig nem befolyasolja
a torlédasi pontok létezését vagy értékét. Ezért nem jelent megszoritast, ha
feltételezziik, hogy az (a,) sorozat egyik eleme sem nulla.

(

Ha b a (b,) sorozat torlédasi pontja, akkor van olyan bnl) i= by(n) TésZSOTOZA~

ta, amely b-hez tart. Ha ugyanazzal a ¢ leképezéssel képezziik az ag) =a

e(n)
részsorozatot, akkor egyrészt ¢, = ag)bg) részsorozata lesz az (apb,) soro-
(1)

zatnak, masrészt an’ — a, hiszen minden konvergens sorozat részsorozata
ugyanoda tart. Igy a 11. Tétel szerint

Cn = a,(})bg}) — ab,

ami azt jelenti, hogy ab torlédasi pontja az (a,b,) sorozatnak.

Forditva, tegyiik fel, hogy ¢ torléddsi pontja az (a,by,) sorozatnak. Ekkor

van olyan c¢p := ay(n)by(n) részsorozata, amely c-hez tart. Legyen b := ¢.
Mivel asll) i= Qy(n) részsorozata a konvergens (an) sorozatnak, igy a,g) — a.

Mésrészt by = by (n) Tészsorozata a (b,) sorozatnak, és

b(H) = Ln
A7

Igy a 11. Tétel szerint a bg) sorozat konvergens is -hoz, azaz b-hez tart.

Ebbél kovetkezik, hogy b a (b,) sorozat torlédasi pontja. Tehdt c el6all az
(an) sorozat hatarértékének és a (by,) sorozat egyik torlédasi pontjanak szor-
zataként.

Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.

Az €l6z6 tételbél kimarad az az eset, amikor a konvergens sorozat nulldhoz tart.
Ez nem véletlen, hiszen példaul az

ap = — és b, :=n

sorozatoknél a, — 0, a (by,) sorozatnak nincsenek torlédasi pontjai, mégis a szor-
zatuk az 1 értéket felvev6 konstans sorozat, amelynek van torlodési pontja. Ennek
oka az, hogy a (b,) sorozat nem korldtos, hiszen egy korlitos sorozatnak mindig
van torlédasi pontja, illetve a 20. Tétel értelmében a,b, — 0, tehit 0 az (a,by)
sorozat egyetlen torlédasi pontja. Ezért a 24. Tétel is érvényes nulldhoz tarté (a,)
sorozatokra a (b,) sorozat korlatossiga mellett.
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A 23. Tételhez hasonléan megnézhetjiik mi torténik a (b,) sorozat kiterjesztett
torlédasi pontjaival. Nem nehéz igazolni, hogy ebben az esetben is a valés szamok
kiterjesztett rendszerében értelmezett szorzast kell figyelembe venni. Tehat ha az
(ay) sorozat hatarértéke pozitiv és végtelen vagy minusz végtelen a (b,) sorozat
kiterjesztett torlodasi pontja, akkor ez tovdbbra is az (anb,) sorozat kiterjesztett
torlédasi pontja lesz. Ha azonban az (a,) sorozat hatarértéke negativ és végtelen
kiterjesztett torlodéasi pontja a (b,) sorozatnak, akkor a minusz végtelen torlodési
pontja lesz az (a,b,) sorozatnak, és forditva, minusz végtelenbél végtelent kapunk.

Ha pedig az (ay) sorozat tart végtelenhez vagy minusz végtelenhez, akkor a valds
szamok Kkiterjesztett rendszerében értelmezett szorzas alapjan majdnem mindig
meg tudjuk hatdrozni a végeredményt. Kivéve, ha a 0 torlédasi pontja a (by)
sorozatnak. Példaul, az
1
an ==n? és by, == —

sorozatok esetében ay,b, = n, amelynek nincsenek torlodasi pontjai, és egy kiter-
jesztett torlédasi pontja van, a végtelen. Ha azonban az

Ap =N és b, ==

sorozatokat vessziik, akkor a,b, = (—1)", amelynek két torlédési pontja van, az
1 és a —1, de nincsenek kiterjesztett torlédédsi pontjai. A magyardzathoz tartozik,
hogy a oo - 0 szorzatot nem értelmezziik a valds szamok kiterjesztett rendszerében.

9. Feladat. Hatdrozzuk meg a kévetkezd sorozatok torloddsi és kiterjesztett
torloddsi pontjait!

Oy = (M2 o),

2n+3 . (nw L nm an
c) ap:i= — .s1n<2>, d) a,:= (cos<2>+( 1)> 5

Megoldds: A megadott sorozatokat felbontjuk olyan sorozatok Osszegére és
szorzatara, amelyeknek konnyebb megallapitani a hatarértékeit, illetve torlo-
dési pontjait, és alkalmazzuk a 23. és a 24. Tételeket.

a) ap:=

(a) |ap := n(l+(=1)")
n+1
Legyen
al) =1 a? = (—1)" és a® .= =
n ’ n n n_"_ 1

Mivel al) — 1 6s (a'?) torlédési pontjai 1 és —1, igy (al) +a?) torlodasi

pontjai 2 és 0. Mésrészt a7(13) — 1. Ezért az a,, = (ag) + ag))a?(f) sorozat
torlodéasi pontjai szintén 2 és 0.



9. Az als6 és a fels6 hatarértékek és a miiveletek 61

(b) |an = (1 2 + (—2)"> n

3n
Legyen
=T = 6 o =n

Mivel ag) — 0és <a£12)> torléddsi pontjai 2 és —2, igy (a%1)+a£12)> torlodési

pontjai szintén 2 és —2. Mésrészt ag’) — 00. Ezért az a,, = (a%1)+a%2))a7(13)

sorozat kiterjesztett torlédasi pontjai oo és —oo.

2 3
(c) |an = :——1_1 - sin (1227r> Legyen

n

all) .= 2n+3 és a? = sin (m> .
n—1 " 2

Mivel aq(ll) — 2 és (a7(12)> torlodasi pontjai 0, 1 és —1, igy az a, = ag)a,(f)

sorozat torlédasi pontjai 0, 2 és —2.

(@ | an = (cos () + -1 o1

Legyen

all) = cos (71277) , a? = (=1)" és a® = —

n

Tudjuk, hogy <a£Ll)> torlodasi pontjai 0, 1 és —1 és (a,(12)> torlodéasi pontjai

1 és —1, de hiba lenne azt gondolni, hogy ebbdl automatikusan koévetke-
zik, hogy a fenti szdmokbdl barmely kettd Gsszege torlodasi pontja lenne

az (ag) + a7(12)) sorozatnak, mert egyik sem konvergens. Inkabb vegyiik

észere, hogy ag) — 0 és

Ay, = a,(ll)ag)’) + a,(f)a,(f’).

Mivel <a$Ll)> és <a,(12)> korlatos sorozatok, igy aﬁ})ag’) — 0 és ag)ag’) — 0.

Ezért a,, — 0, azaz 0 az egyetlen torlédasi pontja.

A torlédési és kiterjesztett torlodasi pontok koziil a valds szamok kiterjesztett
rendszerében vett legnagyobb és legkisebb fontos szerepet jatszik a matematikai
analizisben. Ezeket a sorozat fels6 és alsé hatarértéknek neveztiik,

lim sup a, és lim inf a,
n—o00 n—o0

modon jeloltiik oket, és a ,,Szamsorozatok és tulajdonsagaik” cimii tananyagban
egy teljes részt szenteltiik a tanulmanyozasukra.
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A fels6é hatarérték a sorozat legnagyobb torlédasi pontja, ha a sorozat feliilrdl
korlatos és van torlodasi pontja, illetve végtelen, ha a sorozat nem korlatos felilrol.
Ellenkezé esetben a felsé hatarérték minusz végtelen, ami csak akkor fordul eld,
ha a sorozat feliilrol korlatos, alulrél nem korlatos és nincsen torlédasi pontja. Ez
utobbi esetben a sorozat minusz végtelenhez tart. Az alsé hatarérték a sorozat
legkisebb torlédasi pontja, ha a sorozat alulrdl korlatos és van torlédasi pontja,
illetve minusz végtelen, ha a sorozat nem korlatos alulrél. Ellenkezd esetben az
als6 hatarérték végtelen, és ez torténik, amikor a sorozat végtelenhez tart.

Az a célunk, hogy megkeressiikk a hataratmenet és a miiveletek felcserélhetdség-
rOl sz6l6 tétel megfelel6jét felsd és als6 hatarértékekre. Azonban mar a negativ
konstansokkal val6 szorzassal gondban lesziink, hiszen nem tudjuk a negativ kons-
tansokat kiemelni beléliik. Példaul az

an =1+ (—=1)"

sorozat fels6 hatarértéke 2, de a (—ay,) sorozat fels6 hatérértéke nem —2, hanem
0. Inkabb a kiévetkezd Gsszefiiggések érvényesek

117131_>S£p(—an) = — llnnl>1£f an és I%Hl}g.}f(—an) =— hr?l—i%p ap, (10)

hiszen a minusz eggyel val6 szorzassal a legnagyobb torlédasi pontbdl a legkisebb
torlédasi pontot kapjuk a minusz eggyel megszorzott sorozatra nézve.

Altaldban nem igaz, hogy az alsé és felsé hatarértékek felcserélheték a miiveletek-
kel. Nem nehéz ehhez ellenpéldat taldlni. De az ebben a részben igazolt allitdsok
azt sugalljak, hogy ha az egyik sorozat konvergens, akkor kaphatunk pozitiv ered-
ményeket. A kovetkezd tételekben szereplé miiveleteket a valds szamok kiterjesz-
tett rendszerében kell értelmezni.

4 N\
25. Tétel. Legyen (ay) egy konvergens sorozat, és (b,) egy tetszdleges so-
rozat. Ekkor

limsup(a, + b,) = lim a, + limsupb,
n—00 n—00 n—00

liminf(ay, + b,) = lim a, + liminfb,

Bizonyitds. Az &llitas a 23. Tétel kovetkezménye, hiszen ha a (b,) sorozat
korlatos, akkor (a, + by,) torlédasi pontjait (b,) torlédasi pontjaibdl kapjuk
(ay) hatarértéke hozzdadasival. Ez pedig nem fogja megvéltoztatni a torl-
dési pontok nagysagbeli sorrendjét.

Ha (by,) feliilr6l nem korldtos sorozat, akkor (a,, + b,) sem korlatos feliilrél,
igy mindkét sorozat felsé hatdrértéke végtelen. Ugyantgy, ha (b,) alulr6l nem
korlatos sorozat, akkor (a,, +b,) sem korlatos alulrél, igy mindkét sorozat alsd
hatarértéke minusz végtelen.

Végiil, ha b,, — —o0, akkor szintén a,, + b, — —o0, azaz mindkét sorozat fels6
hatarértéke minusz végtelen, illetve ha b, — oo, akkor szintén a, + b, — oo,
azaz mindkét sorozat alsé hatarértéke végtelen.
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Szeretném megjegyezni, hogy ha nem tudjuk garantalni, hogy az egyik sorozat
konvergens, akkor érvényesek a kovetkezo egyenl6tlenségek

lim sup(a,, + b,,) < lim sup a,, + lim sup by,
n—0o0 n—oo n—o0
I%&}f(an +by) > I%nl}géf an + 11nr11>1£f by,.
Ezek igazolasat feladatként ajanljuk az olvasénak.

Végiil szorzas esetén a kovetkez6 eredményhez jutunk.

4 N
26. Tétel. Legyen (ay,) egy konvergens sorozat, és (b,) egy tetszdleges so-

rozat. Ekkor, ha az {(a,) sorozat hatdrértéke pozitiv, akkor

lim sup(a,b,) = lim a, -limsupb,
n—o00 n—00 n—o00

liminf(a,b,) = lim a, - liminf b,
Ha pedig az (ay) sorozat hatdrértéke negativ akkor

limsup(a,b,) = lim a, - liminf b,

liminf(a,b,) = lim a,, - limsupb
n— 00 ( n n) n—oo n_ﬂx,p n
. J

Bizonyitds. Az allitas a 24. Tétel kovetkezménye. Legyen az (a,) sorozat ha-
tarértéke pozitiv. Ha a (b,) sorozat korlatos, akkor (a,b,) torlédasi pontjait
(by,) torlédasi pontjaibdl kapjuk (a,,) hatarértékkel valé szorzéséval. Ez pedig
nem fogja megvaltoztatni a torloddsi pontok nagysagbeli sorrendjét, hiszen
(an) hatérértéke pozitiv.

Ha (b,) feliilr6l nem korldtos sorozat, akkor (a,b,) sem korlatos feliilrél, hi-
szen (a,) hatérértéke pozitiv, azaz elemei véges sok elemtél eltekintve na-
gyobbak egy 1étez8 pozitiv szamnal. Igy mindkét sorozat felsé hatirértéke
végtelen. Hasonlé megfontolasbo6l kovetkezik, hogy ha (b,) alulrél nem kor-
latos sorozat, akkor (a,b,) sem korlitos alulrdl, igy mindkét sorozat alsé
hatarértéke minusz végtelen.

Végiil, ha b, — —oo, akkor szintén a,b, — —oo, azaz mindkét sorozat felsé
hatarértéke minusz végtelen, illetve ha b, — oo, akkor szintén a,b, — oo,
azaz mindkét sorozat als6 hatarértéke végtelen.

Ha az (ay) sorozat hatarértéke negativ, akkor az dllitas rogton kovetkezik az
el6z6 pontbdl és (10) egyenldségeibdl.



10. Feladatok 64

10. Feladatok

10. Feladat. Hogyan valtozik az 12. tétel a, — —oc esetén?

11. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a, — oo és b, — oo, akkor a, + b, — 00 és
apby, — 0.

12. Feladat. Igazoljuk, hogy ha az (a,) sorozat korlatos és b, — oo, akkor a,, +
b, — 0.

13. Feladat. Adjunk példat olyan (a,) és (by) sorozatra, hogy a, — oo, b, — 0,
és

a)  apb, — 00, b) apb, — 1, c) apb, =0,
d) apb, divergens még tagabb értelemben is!

14. Feladat. Adjunk példat olyan (a,) és (b,) sorozatra, hogy a, — oo, b, — oo,
és

a)  anp — by = 00, b) ap—0b, =1, c) ap—by,—0,
an Gnp an

€S

a
d) — divergens még tdgabb értelemben is!
n

16. Feladat. Legyen (a,) és (b,) két valos szamsorozat és anb, = 0. Igaz-e, hogy
ekkor (a,) vagy (b,) nullsorozat?

17. Feladat. Adjunk példat olyan divergens (a,) sorozatra, hogy a b, = |a,|
sorozat konvergens!

18. Feladat. Igazoljuk, hogy ha (a,) egy val6s szdmsorozat és b, := |a,| nullso-
rozat, akkor (a,) is nullsorozat!

19. Feladat. Legyen (a,) és (b,) két valés szamsorozat és a, < 0 < b, minden
n € N esetén. Bizonyitsuk be, hogy ha a,, —b, — 0, akkor (a,,) és (b,) nullsorozat!

1 n+1
20. Feladat. Igazoljuk, hogy a,, := (1 + ) sorozat monoton cstkkenden tart
n

e-hez!
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21. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkez6 sorozatok hatarértékét!

1.

11.

13.

15.

17.

19.

21.

23.

25.

27.

29.

31.

33.

35.

37.

an

an :

an :

an :

Qp :

Qy :

an

an

an :

an

an

an :

an

an

=4n* —3n% —n+1,

nd+3n2 -1
n —n3
2

5—n
2n+3’
(n+1)(n+2)(n+3)
(n—1)(n—2)(n—3)’
n® +1

(n+1)>%

v1+9n

14++vn’

Vnt 43— Vn® +4
vnd+24+n+1

=vVn+1—+vn-—1,

= Vnd +n2 — Vnd +1,
on

2n 4+ 1’

5n73n+2

3n_22n+1’

5.-37+1"7

V8L 4n 41 41

onil 1
= m,

= X/nd —4n2 + n+1,
vioa

V2-1

= 5"+ 3,

= Al (—ayn,

= V3" —2n2 +n,

2.

10.

12.

14.

16.

18.

20.

22.

24.

26.

28.

30.

32.

34.

36.

38.

an

=8 —n°,

Qp =

anp -

G :

ap -

G -

anp -

anp -

an -

G -

an -

anp -

an :

3

n+n+5

)

n2 +4

n2+3n—1

’

n3 4+ 2n

n?—1 n?

n+2 n+3
n?(2n+1)3 + 2n

2—-n3(n?>+2) ’
vn2+n+2n

24+vnZ+n’

Ind+1—n?

V2 -n3+8"7
n(\:s/n?’—i-n—n),

n—+v/n3—3n

Vnt+n —n?’

2n+3 1+ 3n

on _|_3n+2’

2n —1 '
25" 4 (=3)" + (—=1)"

(=5

qn—on — 2",

n

n* —3n2 +5,
/nb — 5nt + 4n3,
V27T —1

V3—1’

V8 —4ntl 1,

n/5n + (_3)n+1 _ (_2)271’

VE)" —n? 4+ (=1),
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n n 4n + 1\"
. = 40. =
39. a, <n+1> , 0. an <4n—1> ,
3In—2 2n+5 I — 1 n+3
41 an:<” > , 42 an;:<” ) ,
3n+3 3n+2
27”L+3 3n+1 n2+4 n
43. = 44. =
3 (0799 (n_1> 5 (79 n2+2 )
2
n?+3 n 2n +1 n?
45. a, = <n2+1 , 46. a, = <2n— 1) .

22. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkez6 sorozatok hatarértékét!

1 1
1. app1 :25 an—l—a— , ay =4,
n
1 1
2. apy1 = 3 <2an + 8%21> , ap =1,
Qn
3. Qpy1 = Z + 3, ap =12,
3
1
4. apy1:= a”; , ai :=0,
5. a = _In a = §
ST T ey T
1
6. apy1 =2 — P ay = 2,
n
6
7. Ap41 = 5 — ;, ag = 6,
n
2
8
8. Ap41 = %, ay ‘= 6,
9. any1 = Voa, —4, a = 2,
1
10. apy1 :=1—+1—ap, ai .= 3

23. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezd tobbszor egymaésba agyazott képletek
eredményét!

1. \/2+\/2+\/ﬁ,
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24. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkez6 sorozatok hatarértékét!

1+424+...4+4n n 1+24...427
1. api=——m——— — —, 2. ap = ,
n-+2 2 1+3+...+3"
3 4 143+ +2n—1 i q 143+ 43"
. mn «— ’I’l2+1 b . n «— (_2)n+3n+1 I
_ =" _cos’(n+ %)
5. ap B 1’ 6. a, = ] ,
1
1 1 end
7. an::nln<1+n)a 8. Ay — 7127_}_17
10 2
9. ay:= 3—:, 10. an ::nn—i'—n’
2n+1 n!
11. a, := e 12. ap = 37
n" n® 4 5n
13. a, = 2 14. a, := o
3" +1 3t
15. = 16. = .
an nn an 3n+1

25. Feladat. Igazoljuk, hogy ha az a,, sorozatnak van pozitiv alsé és fels6 korlatja,

akkor az #/a, sorozat tart 1-hez.
26. Feladat. Legyen x € R. Hatarozzuk meg az
_ (2] + [22] + [3a] + - - - + [na]

mn o

n
sorozat hatarértékét!

27. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkez6 sorozat hatarértékét!
-
Con2+1 n?+2 n?+n
28. Feladat. Igazoljuk, hogy ha

G -

277" han paros,
ap 1= 2 ,
3™™  ha n paratlan,

akkor a b, := n

Qn

29. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkez6 sorozatok hatarértékét!

1. ¢, =7 (g), 2. ¢y = Vn!l—27,

2
n 1 ,./(2n)!
3. ¢y = - (2n)" 4. ¢, = T
Vor 4+ 1 vn!
5. ap = - , 6. an:2n+3n

1 .
sorozat divergens, de a ¢, := /a, sorozat konvergens.
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30. Feladat. Legyen k egy pozitiv egész szdm. Igazoljuk, hogy

o ::%%(Z)k-

31. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkez6 sorozatok torlodasi és kiterjesztett tor-
l6dasi pontjait!

n -1)" n%+n
S 0 0= (G ) 92

c) ap:= <sin (TZT) + 2) 2", d) a,:= (cos (?) + 2") I ; 1.
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Targymutato6

alsé és fels6 hatarértékek és miiveletek, 63,
64

Bernoulli-féle egyenlétlenség, 9
Binomialis tétel, 9

az e szam fogalma, 24
folytonos kamatozas, 28

harmonikus kézepekbdl allé sorozat, 55
hatérérték

és a gyokvonas, 21

és a konstans, 6, 7

és egyenlGtlenségek, 7, 8

és miveletek, 16, 19

és abszolut érték, 51

kidolgozott feladatok
az e szam fogalmén alapuld, 41
gyokvonast tartalmazé, 31
két polinom hanyadosabdl &ll6, 29
mértani sorozatokat tartalmazé, 34
n-edik gyokos, 36
korlatos és nullsorozatok szorzata, 52
kritikus hatarérték, 50, 52

Inz, 24

mértani kozepekbol 4ll6 sorozat, 55

50, 48
50,48
Unl — oo, 56
n%q"™ — 0, ha |¢|< 1 és a > 0, 48
nevezetes sorozatok, 11
L —0,n% > o0, 11
(1+2)" - e, 25
Yan, — 1, ha a, — a >0, 14, 57
Ya— 1,13
Un—1, 14, 57
mértani sorozat, 12
Newton-féle iteracios eljaras gyokvonasra, 47

rekurziv sorozatok hatarértéke, 44
Rendér-elv, 8

segédallitasok, 6
szamtani és mértani kozepek, 9
szamtani k6zepekbodl 4ll6 sorozat, 54

természetes alapu logaritmus, 24
torlodasi pontok és miiveletek, 58, 60
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