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Eloszo

Ez a jegyzet a Nyiregyhéazi Egyetem Miiszaki és Agrartudomanyi Intézeté-
ben tanul6 gépészmérnok, mezogazdasagi gépészmérnok és kozlekedésmérnok
BSc szakos hallgatok szamara késziilt.

Témaja a mozgastan. Az anyag kivalasztasa nem volt konnytu feladat. A
jegyzetnek ugyanis egyszerre kell megfelelnie egy folyamatosan valtozo felso-
oktatasi rendszer, valamint a pedagdgia 6rok kovetelményeinek. Ez utobbiak
megkdvetelik, hogy a pedagogus mérje fel, hogy honnan indul a tanuld, és
hova kivanja Ot eljuttatni. E két pillér kozé kell hidat épiteni. A mozgéastant
tanuld alapképzési szakos egyetemi hallgatok mar nem elsé félévesek, mégis,
az egyetemen eltoltott korabbi félévek soran megtanultak mogott is érzodik a
tanulécsoport inhomogenitasa a kdzépiskolabdl hozott tudasanyag szempont-
jabol. Ha a fels6oktatasban tanité pedagdgus megfeledkezik a hidnyossagok
kompenzalasardl, akkor nem csak a didkok dolgat neheziti meg, hanem a
sajatjat is. Ennek a jegyzetnek a torzsanyagdaban és a fiiggelékében is ta-
lalhaték olyan hattérismeretek, magyarazatok, amelyek a jobban felkésziilt
tanulok szamara feleslegesnek tiinhetnek, masoknak viszont elengedhetetle-
niil szitkségesek a tananyag megértése szempontjabol.

A jegyzet anyagat le lehetett volna irni révidebben, témorebben is. A
szerz6 reméli, hogy a magyarazatok nem csak a megértést segitik majd, ha-
nem a kifejtett tananyag tovabbgondolasara is inspiralnak némelyeket. A
mechanika a természettudoméanyos gondolkodas iskoldja. A miszaki és a
természettudomanyos oktatas alapozo szakaszaban nem szabad, nem kelle-
ne ezzel takarékoskodni. A jegyzet tartalmaz olyan anyagrészeket, amelyek
el6adasara a jelenlegi érakeretek kozott nem jut idé. Mégsem maradtak ki
ezek, mert akkor kevésbé lehetne atlatni e szép tudoményteriilet alapveto
elemeinek Osszefliggéseit, az egyes részek sziikségességét és helyét a tobbihez
viszonyitva.

Mar korabban megjelent egy példatar, amely e jegyzet anyagahoz kapcso-
16d6 mintafeladatokat és megoldandé feladatokat tartalmaz. Részben ezért,
részben terjedelmi okokbdl, részben pedig a jegyzet célja miatt itt nem volt
elsddleges szempont sok szamitasi példa bemutatasa. Ez azonban nem je-
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lenti azt, hogy ne lenne fontos a gyakorlas. A szerzé meggy6zodése, hogy a
mechanikat gyakorlé feladatok megoldasa nélkiil nem lehet kell6 mélységben
elsajatitani. A kitarté gyakorlas kovetkezménye a siker, amely magaval hozza
a szaktudast, az 6romot, motivaciét a tovabbfejlédésre, és nem utolsd sor-
ban az altaldban vett természettudomanyos és miiszaki tudas erés alapjait,
melyeknek elérése e tantargy tanulasdnak elsodleges célja.

A jegyzet elektronikus formaban all rendelkezésre.

A szdvegen beliili kereszthivatkozasokat sotétbarna szin jelzi.

Koszonetnyilvanitas

Koszonom a Nyiregyhazi Egyetem Miszaki Alapozo, Fizika és Gépgyartas-
technolégiai Tanszékén dolgozd kozvetlen munkatarsaimnak a barati 1égkort,
szakmai megbeszéléseket, tapasztalatok megosztasat, amelyek nagyban el6-
segitették a jegyzet anyaganak megfelel6 irasba foglalasat.

Koszonom a jegyzet szaklektoranak, dr. Varga Klardnak lelkiismeretes és
alapos munkajat, értékes megjegyzéseit.

Koszonom digk lektoraim lelkes tevékenységét. Erdeklédésiik jelentés ins-
piraciot adott szamomra a jegyzet készitése soran.

Ko6szonom feleségemnek és gyermekeimnek az irdntam tanusitott tiirelmet
és tamogatast, amit e tananyag osszeallitasanak ideje alatt kaptam tolik.

Halas vagyok Istennek, aki id6t, er6t és oromot adott ahhoz, hogy e mun-
kat elvégezzem.

" A titkok az URéL, a mi Isteniinkéi, a kinyilatkoztatott dolgok pedig a
mieink és a fiainkéi mindorokké ..." (5Méz 29,28.)

a szerzo



1.

A tomegpont kinematikaja

1.1. A tomegpont fogalma

1.1.1. Definicié (Témegpont) A tomegpont egy olyan idealizalt test, amely-
nek kiterjedése nincs, tomege van.

A tomegpont mas nevei: anyagi pont, pontszeri test, részecske.
A valésdgban a tomegpont nem létezik, mégis igen nagy haszonnal alkalmaz-
haté olyan jelenségek modellezése sordn, amelyekben a testek, vagy bizonyos
testek kiterjedése a feladat méreteihez képest igen kicsi.
Példaul az égitestek mechanikajaban, a bolygdk tomegpontnak tekinthetok
palyaik kiszamitasakor, mert a naprendszer méreteihez viszonyitva a nagy-
saguk elenyész6. Azonban, ha ugyanezeknek a bolygoknak a forgémozgéasat
vizsgaljuk, akkor mar nem tekinthetjiik azokat tomegpontoknak.
A toémegpont nem tévesztendd Ossze a késébb, a kiterjedt testek mechanika-
janak targyalasa soran szoba keriil6 tomegelemmel. A tomegelem kiterjedése
"differencialisan kicsi', a tomegponté viszont pontosan nulla. Hiba azt mon-
dani, hogy a tomegpont "elhanyagolhaté6 méretii", vagy "nagyon kicsi'. A
pontos megfogalmazas az, hogy a tomegpont méret nélkiili idealizdlt test,
amelyet a kicsiny méreti testek modelljeként hasznalunk az elméleti gondol-
kodasban és a szamitasok soran.
Mivel a tomegpontnak nincs kiterjedése, forgémozgast nem tulajdonitunk
annak.

1.2. A tomegpont helyének megadasa

A toémegpont helyét a haromdimenziés térben mindig valamilyen mas, elére
kivalasztott testhez viszonyitva adjuk meg.
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1.2.1. Definicié (vonatkoztatési rendszer) Vonatkoztatési rendszernek ne-
vezzilk azt a testet, amelyhez viszonyitva mas testek térbeli helyét megad-
juk.

A vonatkoztatasi rendszer altaldban egy val6sigos test (pl. asztal, szoba
sarka, gép allvanya), ritkabban képzeletbeli test, vagy a tér egy "iires" pont-
ja is lehet (pl. egy cs6 geometriai kozéppontja). A vonatkoztatési rendszer
mozoghat, akar gyorsulé mozgast is végezhet, bar ekkor a tomegpont helyé-
nek megadasa bonyolultabb lehet. Ilyen vonatkoztatasi rendszert csak akkor
valasztunk, ha az el6bb emlitett hatrannyal egyiitt ez valamilyen okbdl nyil-
vanvalé elonyt jelent egy feladat megoldasaban. A vonatkoztatasi rendszer
megvalasztasa tetszoleges, célszerti gy eljarni, hogy a késobbi szamitasok
minél egyszeriibbek legyenek.

A tomegpont helyének szdmszeri megadasara koordindta-rendszereket hasz-
nalunk. A koordinata-rendszer az emberi képzelet sziileménye, célja a jelen-
ségek szamszeri leirdasanak lehetové tétele. A koordinata-rendszert a vonat-
koztatasi rendszerhez rogzitjiik képzeletben. A koordinata-rendszer tipusat
a feladatnak megfeleléen valasztjuk meg gy, hogy minél egyszeriibb legyen
annak matematikai megfogalmazasa. A koordinata-rendszer vélasztasaban
tehat szintén szabadsagunk van. Egy feladaton beliil csak akkor valtoztatjuk
meg a koordinata-rendszert, ha nagyon muszaj, mert ez tobblet matematikai
munkaval jar.

A leggyakrabban hasznalt koordinata-rendszerekrol a fiiggelékben taldlhato
attekintés.

1.2.2. Definicié (A tomegpont helye) A tomegpont helyét a helyvektora
adja meg.

1.2.3. Definicié (Helyvektor) A helyvektor a koordinata-rendszer kezd6-
pontjabdl a tomegponthoz mutatd iranyitott szakasz.

Ebbdl kovetkezik, hogy egy tomegpont helyvektoranak koordinatai filig-
genek attol, hogy milyen tipust koordindta-rendszert alkalmazunk, és attol
is, hogyan valasztjuk meg a koordinata-rendszer kezdoépontjat és térbeli hely-
zetét.
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1.3. A tomegpont mozgastorvénye, palya, ut,
elmozdulas

1.3.1. Definicié (Mozgastorvény) A tomegpont mozgastorvénye a helyvek-
toranak idéfiiggvénye, jele 7(¢). A mozgastorvénynek is van mértékegysége,
amely a hosszusag egységeivel egyezhet meg.

A mozgastorvény egy olyan skalar-vektor fiiggvény, amely minden id6pil-
lanathoz hozzarendel egy helyvektort. Ezzel egy térgorbét ir le. Ezért azt
mondjuk, hogy a mozgastorvény a palya idéparaméteres alakja.

1.3.1. Tétel (A mozgastorvény dltalanos alakja) A haromdimenziés térben
mozgo tomegpont mozgastorvénye mindig megadhato az alabbi alakban:

7(t) = co + fi1(t)cy + falt)Co + f5(t)Cs, (1.1)

ahol ¢y, €1, Ca, C3 konstans vektorok, ¢, ¢y, €5 linedrisan fiiggetlenek és f1(t), fo(t), f3(t)
az id6 skalarértékl figgvényei.

A tételt itt nem sziikséges bizonyitani, mert nyilvanval6 matematikai al-
litas. Itt inkabb magyardzé megjegyzést fliziink hozza. Irjuk az 1.1. Ossze-
fiiggést az alabbi alakba:

7(t) — co = fi(t)c1 + fo(t)Co + f5(L)Cs, (1.2)

Egy bizonyos t id6pillanatban az 7(t) — ¢y egy tetsz6leges vektor, amit harom
masik vektor segitségével fejeziink ki gy, hogy mindegyiket megszorozzuk
egy-egy szammal (az fi(t), f2(t), f3(t) skalarfiiggvények ¢ pillanatbeli értéke-
ivel), majd osszeadjuk azokat (linedris kombinécié). Annak feltétele, hogy ez
lehetséges legyen az, hogy a (¢, &z, C3) vektorok linedrisan fliggetlenek legye-
nek. Ez azt jelenti, hogy ¢, nem parhuzamos a ¢; vektorral, és ¢3 nem esik
az eloz6 kettd altal meghatarozott sikba.

Ugy is gondolhatnank egy pillanatra, hogy a (€1, Cy, C3) vektorhdrmas egy
nem derékszogli koordinata-rendszer nem egységnyi hosszu bazisvektorai, a
¢o pedig ennek kezdépontjaba mutatd helyvektor egy masik térbeli derékszo-
gli koordinata-rendszerben.

Ha a mozgastorvény

7(t) = éo + f1(t)c1 + fa(t)Cs (1.3)

alakban megadhaté, akkor a mozgas sitkmozgas, amely a ¢y helyvektori pon-
ton athalado, ¢, ¢, vektorok altal kifeszitett sikkal parhuzamos sikban zajlik.
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Ha a mozgastorvény
mt) =c + f[1(H)a (1.4)

alakban megadhato, akkor a mozgas egyenes vonalii mozgas, amely a ¢, hely-
vektoru ponton athaladé, ¢; iranyvektori egyenes mentén zajlik. Itt fontos
hangsulyozni, hogy a 1.4. alaki mozgastorvény egyenes mentén zajléo mozgést
ir le, de nem feltétlentl egyenletes mozgast. Az egyenes mentén a tomegpont
tetszoleges modon vandorolhat. Példak erre az egyenes mentén torténd har-
monikus rezgémozgés, a fiiggdlegesen pattogtatott labda, az egyenes sinen
menetrend szerint meg-megalld, majd valtozo sebességgel kozlekedd villamos
kocsiszekrényének egy pontja, az egyenes henger belsejében megvezetett du-
gattyu.
Az 1.4. alaki mozgastorvény specidlis esete az egyenes vonalil egyenletes
mozgdas, amikor is fi(t) = t, a mozgastorvény 7(t) = ¢ + ¢y, és csakis ebben
az esetben a ¢ vektor a sebességvektornak felel meg.
Ha a mozgastorvény

7(t) = ¢ (1.5)

alakban megadhato6, akkor a tomegpont nem mozog.

g
l)a[ya
Co
(a) F(t) =0+ f1 (t)51 + fo (t)52 alaka (b) 77(75) =+ fi (t)gl alaku
mozgastorvény:sikmozgas mozgastorvény: egyenes menti mozgas

1.1. abra. A mozgastorvény specialis alakjai

1.3.2. Definicié (Palya) Palyanak nevezziik azt a térgorbét, amelyet a
tomegpont a mozgasa soran befut.

A palyat nem csak a mozgastorvény, hanem a vizsgalt idéintervallum is
meghatarozza. Példaul az egyenes vonali egyenletes mozgas palyaja véges
idointervallum esetén véges egyenes szakasz, végtelen idéintervallum esetén
félegyenes. A palya a haromdimenzids térben egy ponthalmaz ("alakzat"),
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a geometriabodl ismert elnevezésekkel azonositjuk, pl. kor, koriv, parabola,
egyenes szakasz, félegyenes stb. A palya nem mindig egyszerii alakzat, lehet
olyan 6sszetett ponthalmaz is, amelynek nincs kiilon neve.

1.3.3. Definicié (Ut) Utnak nevezziik a mozgas soran befutott palyadara-
bok hosszainak Gsszegét. Az 1t jele: s, mértékegységei a hosszisag egységei.

A definicié megfogalmazasa mogott az a gondolat all, hogy a tomegpont a

palya bizonyos részeit tobbszor is befuthatja, ezeket annyiszor kell beszamita-
ni, ahanyszor végighalad azokon a tomegpont. Példaul periddikus mozgasok
(kérmozgas, harmonikus rezgémozgds) vizsgalata soran sziikség lehet erre, de
kevésbé szabdalyos mozgasok esetén is (pl. fadg végpontjanak mozgdsa szeles
id6ben).
Az Ut skalarmennyiség. Az Ut mérését az id6 mérésével egyiitt kezdjiik, ezért
egy bizonyos idéintervallumban a kezdo idopillanatban a megtett 0t értéke
mindig nulla. Az Gt mértékszadma nemnegativ, mert a megtett ut akkor is
novekszik, ha a tomegpont mozgasa a palya mentén iranyt valt.

1.3.4. Definici6é (Elmozdulds) Elmozduldsnak nevezziik a mozgés kezdé-
pontjabdl a végpontjaba mutatd vektort, jele: Arap, ahol A a mozgés kez-
dépontja, B a végpontja. Az elmozdulas vektormennyiség, mértékegysége a
hosszisag egységeivel egyezhetnek meg.

A definiciobdl nyilvanvald, hogy
ATap =T —T4. (1.6)

A mozgés soran kivalaszthatunk két tetszoleges idépillanathoz tartozo hely-
vektort, amelyek koziil a korabbi pillanathoz tartozik az A pont, a késébbihez
a B. Mivel vektormennyiség, az elmozdulasnak nagysaga és irdanya is van.
Az elmozdulés vektor hossza (|A7ag|) nem egyezik meg a megtett tttal, ha-
nem az A és B pontok pillanatnyi tavolsagat adja meg. Egy mozgas soran
el6fordulhat, hogy a megtett it nem nulla, de az elmozdulas vektor nullvek-
tor, és ezzel egylitt a hossza is nulla. A periddikus mozgasok szolgaltatnak
erre szamos példat. Ilyen példaul egy gyalugép szerszamanak a mozgasa, az
ingamozgas, az egyenletes kormozgas, vagy a harmonikus rezgémozgas.

A 1.2. dbra szemlélteti a fejezet fogalmait.
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ennek az ivnek a hossza

7 az A és B pontok
kozott megtett s Ut
A /
AT AR
A
B
0 L v

palya

X

1.2. abra. A mozgastorvénnyel kapcsolatos fogalmak szemléltetése

1.4. Sebesség és gyorsulas

1.4.1. Definicié (A tomegpont sebessége) A tomegpont U sebessége a moz-
gastorvény id6 szerinti differencialhanyadosa

T=r (1.7)

1.4.2. Definicié (A tomegpont gyorsuldsa) A tomegpont @ gyorsuldsa a
sebesség 1d6 szerinti differencidlhanyadosa

i=0=r (1.8)

A sebesség és a gyorsulds az id6 fiiggvényei 0 = 0(t), @ = d(t). A 1.4.1. és
1.4.2. definiciokbol kovetkezik, hogy a sebesség-ido fiiggvény a gyorsulas-id6
fliggvénybol integralassal kaphato meg:

t

ao:/aﬂm+%, (1.9)
to

ahol ty az idémérés kezdetének idépontja, vy pedig a sebességvektor a ty id6-

pillanatban. A 7y matematikai szempontbdl integracios allando, ugyanakkor

fontos fizikai jelentése van, ez a kezddsebesség. A 1.9. feladat akkor és csak
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akkor oldhaté meg egyértelmiien, ha a vy ismert. Az ilyen tipusu feladatokat
a matematikdban kezdeti érték feladatoknak nevezik. A kezdeti érték felada-
tok egyértelmii megoldasahoz sziikség van a kezdeti érték(ek)re. A miiszaki
és természettudomanyokban gyakran talalkozunk kezdeti érték feladatokkal.
A mozgastorvény a sebesség-ido fiiggvénybdl szintén integralassal kaphato
meg: t
it) = [ d(r)dr + 7o, (1.10)
0
ahol 7y egy integracios allandé, fizikai jelentése: a t; idépillanatbeli hely-
vektor. Ez is egy kezdeti érték feladat, ahol a kezdeti érték az ry kiindulasi
helyvektor. Ha egy mozgasnak csak az @(t) gyorsulds-idé figgvénye ismert,
akkor az 1.9. és 1.10. oOsszefliggések felhasznalasaval kétszeri integralassal
megkaphatd a mozgastorvény, ha vy és 7y adottak. Fontos specidlis eset az
dllandé gyorsuldsi mozgds. Ekkor d(t) = @ = allandé vektor, igy

7(t) = %t2+6ot+f’o. (1.11)

1.5. A mozgastorvény ivhosszparaméteres alak-
ja

Ebben a fejezetben felhasznaljuk a differencidlgeometria néhany eredményét.
Az ide vonatkozd matematikai Osszefiiggésekrol részletesebben lehet olvasni
a fliggelék megfelel6 7.2. fejezetében.

Az 7(t) mozgdstorvény minden ¢ pillanathoz hozzarendel egy 7 helyvektort,
igy megad a térben egy ponthalmazt, ami nem mas, mint a témegpont moz-
gasanak palyaja. Ezért azt mondjuk, hogy a mozgastorvény a palyanak egy
matematikai lefrdsat adja. A mozgastorvény a palya (id6)paraméteres alak-
ja. Az s(t) = [}, \/72(7)dr ivhosszparaméter bevezetésével, feltéve, hogy az
s(t) fiiggvény invertalhatd, a mozgdstorvénybdl kikiiszobolhets az id6, igy
el6all a palya 7(s) ivhosszparaméteres alakja (1d. b6évebben 7.51., 165 oldal).

Ennek ivhosszparaméter szerinti derivaltjai fontos geometriai fogalmakkal
allnak kapcsolatban.

1.5.1. Definicié (Erint6 iranytd egységvektor) Bgy #(s) térgorbe érinté
irdnyu egységvektora:

=

t= (1.12)

Q‘O—-
)
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1.5.2. Definicié (Fénormaélis egységvektor) Egy 7(s) térgorbe fénormélis
egységvektora:

—

dt
n=R— 1.13
=R (113)

ahol R a térgorbe gorbiileti sugara a vizsgalt pontban.

1.5.3. Definicié (Binormalis egységvektor) Egy 7(s) térgorbe binormaélis
egységvektora: .
b=1xi. (1.14)

1.5.4. Definicié (Kiséré triéder) FEgy 7(s) térgorbe kisérd triéderének ne-
vezziik a {t,7,b} vektorhdrmast.

Egy térgorbe minden egyes pontjahoz més-mas iranyitasa kisér6 triéder
tartozhat. A kisérd triéder a definicioban megadott sorrendben jobbsodrasu
ortonormalt rendszert alkot, mert érvényesek az aldbbi Osszefiiggések:

1, (1.15)
fi=0, b-ii=0, b-t=0. (1.16)

1.5.5. Definicié (Nevezetes sikok) A kisérd triéder két-két vektora altal
meghatarozott sikokat rendre igy nevezziik:

a t és 71 altal meghatdrozott sik a simuldsik,

a ¥ és b 4ltal meghatarozott sik a rektifikdlo sik,

a it 6s b 4ltal meghatarozott sik a normdlsik.

A simulésikban fekszik a palya adott pontjahoz illeszkedd simuldkor .
A simulékor sugara az R gorbiileti sugar . A fénormalis egységvektor a
simul6kor kozéppontja felé mutat (1.4. dbra).
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%

]
WA

1.3. abra. A kisér6 triéder, simuld sik (S), rektifikalo sik (R), normalsik (N)

\

R

1.4. dbra. A simuldksik (S) és a simuldkor
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1.6. Foronomiai fiiggvények

Az s ivhosszparamétert, mint az id6 s(t) fliggvényét a miiszaki szakirodalom-
ban nevezik ut-id¢ fiiggvénynek, ivkoordinatanak, skalaris mozgastorvény-
nek, mozgasfiiggvénynek, a palya befutasi térvényének és "menetabranak” is.

1.6.1. Definici6 (Palyasebesség) Az s(t) ivhosszparaméter id6 szerinti elsé
differencialhdanyadosat palyasebességnek nevezziik, a jele v.

v =3 (1.17)

1.6.2. Definicié (Pélyagyorsulds) A tomegpont v pélyasebességének id6
szerinti differencidlhanyadosat palyagyorsulasnak nevezziik, a jele ay.

ap=0=3 (1.18)

1.6.3. Definicié (Foronémiai figgvények) Az s(t) ivhosszparamétert, a
v(t) palyasebességet és az a,(t) péalyagyorsuldst foronémiai fiiggvényeknek
nevezzik.

1.7. A kinematikai mennyiségek kapcsolata a
palya geometriai elemeivel

A tomegpont sebessége és gyorsulasa kapcsolatba hozhaté a kiséré triéder
vektoraival.

1.7.1. Tétel (A sebességvektor érinté irdnyd) A tomegpont sebességvek-
tora a palya érintéjével parhuzamos.

Bizonyitas.
. dr  drds -
i=7F=—=—— =1-0. 1.1
PN T T dsdr - (1.19)
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1.7.2. Tétel (A gyorsuldsvektor a simulésikban van) A témegpont gyorsu-
lasa mindig felirhato a palya érintojének és a palya fonormalisanak iranyaba
mutatd komponensek 6sszegeként.

a=d; + dy, = ait + a,, (1.20)

ahol @; az érinté irdnyd (tangencidlis) gyorsulds komponens, @, a normalis
irdnyu gyorsulds komponens, az a; neve érinté irdnyu (tangencialis) gyorsulds
koordinata, a, neve normalis iranyu gyorsulds koordinata.

Bizonyitas.
L. dv d(f-v) df+dvf dt ds LI ST v2ﬁ+ -
dt dt dtdt  dsdt dt R "R

(1.21)

Bevezetjiik az

02

n=— 1.22
=" (1.2
jelolést, ezzel a tételben megadott alakba irhaté az osszefiiggés. ]
1.7.1. Definicié (Normaélis gyorsulds) Az a, = % mennyiség neve normalis

gyorsulas, vagy normalis iranyu gyorsulas koordinata.

Kormozgas esetén a normalis gyorsulasnak centripetalis gyorsulas a neve.
A 1.7.2. tétel gy is megfogalmazhatd, hogy a témegpont gyorsulasvektora
mindig a simuldsikba esik.

1.8. Vetiileti mozgasok

El6fordul, hogy ki kell szamitanunk egy tomegpont mozgasanak vetiiletét.
Egy tomegpont mozgasanak a vetiilete alatt a pont pillanatnyi tartézkodasi
helyeinek valamilyen alakzatra, valamilyen vetitési modszerrel képzett vetiile-
ti pontjanak mozgasat értjik egy bizonyos idointervallumon belil. A mozgas
vetitése abban tér el a geometriai alakzatok vetitésétdl, hogy ez esetben, mi-
ként a mozgas, tgy a vetiilet is az id6 fiiggvénye. A mozgés vetitésekor tehat
nem egy pontot, nem is egy gorbét, hanem egy hely-id6 fiiggvényt vetitiink,
és vetiiletként egy masik hely-id6 fiiggvényt kell megadni.

A tomegpont mozgastorvényének egyenesre és sikra torténé merdleges veti-
tésével foglalkozunk.

Szemléletesen azt mondhatjuk, hogy a tomegpont egyenesre vagy sikra ve-
tett "arnyékanak' a mozgastorvényét kivanjuk megadni, ha a megvilagitas
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merdleges azokra.
Egy egyenes egyenlete
Exr+c=0, (1.23)

ahol € egységvektor az egyenes iranyvektora, ¢ a koordinata-rendszer origdja-
bél az egyenesre allitott merdleges vektor (az egyenesnek az origbhoz legkoze-
lebb 1évé pontjanak helyvektora). Ugyanennek az egyenesnek a paraméteres
alakja:

7(A) = ¢+ A AeR (1.24)

Jelolje P a tomegpontot, amelynek mozgéasat vizsgaljuk, mozgastorvénye 7.
A P helyvektoranak az egyenesre vett vetiilete megegyezik az egyenes iranya-
ba es6 komponensével. Egy tetszéleges u vektornak valamely € egységvektor-
ral megadott iranyra vett vetiilete az « € skalaris szorzat. Legyen a vetiileti
pont jele @), annak helyvektora 7. A vetilleti mozgast az r(t) fiiggvény
adja meg, ez nem mas, mint a képzeletbeli vetiileti pont mozgastorvénye.
Ebbdl a tomegpont mozgasanak egyenesre vett vetiiletének mozgastorvénye,
sebessége és gyorsulasar

7o = é(Fé) + ¢, (1.25)
o = U = €(Fé) = &7 é), (1.26)
Vg = dg = é(ve) = é@e). (1.27)

(a) (b)

1.5. abra. Tomegpont mozgasanak meroleges vetitése egyenesre

Egy sik egyenlete:
rn+d=0, (1.28)

ahol 7 a sik normalvektora, d a siknak az origdtél vald tavolsaga. A sik
paraméteres alakja:

(A, 1) = €+ AC1 + 1uCs A\ ER, (1.29)
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=T

(a) (b)

1.6. abra. Tomegpont mozgasanak merdleges vetitése sikra

ahol ¢ a sik origbéhoz legkozelebbi pontjahoz mutatd helyvektor, ¢ és & a
normalvektorra meroleges, egymassal nem parhuzamos vektorok. Egy tet-
szOleges 1 vektornak az 7 normaélisu sikkal parhuzamos komponense az alab-
bi miivelettel kaphaté meg: 7 x (¢ x 7). Ebbél a tomegpont sikra vett
vetiiletének mozgastorvénye, sebessége és gyorsulasa:

Fo =17 % (F X i)+ (1.30)
Fo=1Tg =7 x (Fx @)= x (T xf), (1.31)
g =dg =17 x (Ux @) =7 x (@ xf). (1.32)

1.9. Egyenes vonala egyenletes mozgas

1.9.1. Definicié (Egyenes vonali egyenletes mozgds) Egyenes vonali egyen-
letes mozgast végez a pontszerli test, ha a palyaja egy egyenesre illeszkedik,
és sebessége allando.

Tekintettel arra, hogy a sebességvektor irdnya és nagysaga is alland6 az
egyenes vonalt egyenletes mozgas soran, allandé sebességli mozgasnak is ne-
vezik.

U(t) = v = allandé. (1.33)

Az egyenes vonalu egyenletes mozgas specidlis esete a nyugalom, amelyre
v = 0 jellemz6. A mozgastorvény, a sebesség és a gyorsulds kozott fennalld
osszefiiggések alapjan megadhatok a kovetkezok:

dv

i=—=0. 1.34
= (1.34)
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Az egyenes vonali egyenletes mozgas gyorsulasa nulla. Ez az egyetlen gyor-
suldsmentes mozgasforma. A mozgastorvény:

t
7(t) = 7o + / ddr = 7 + it (1.35)
0

ahol 7 a kiindulasi helyvektor. A 1.35. fiiggvény egy egyenes (idé)paraméteres
alakja. Az ivhosszparaméter eléallithato:

s(t) = /Ot Virdr = /Ot vdr = vt. (1.36)

Ez az ivhosszparaméter-ido fiiggvény. Vegyiik észre, hogy a sebesség nagy-
sdga szerepel benne, nem a sebességvektor. Ebbdl kifejezhetd az id6: ¢ = 2,
aminek segitségével a mozgastorvénybdl kikiiszobolhet6 az idd, mint paramé-
ter, és megadhatd az egyenes vonali egyenletes mozgas palyajanak ivhossz-

paraméteres alakja:

=79+

ST

r(s) =71y + U s =17y +1s. (1.37)

S| »

A t = 2 vektor azonos a kordbban bevezetett érinté irdnyd egységvektorral.
Az egyenes vonali egyenletes mozgas foronémiai fiiggvényei:

S|y

s(t) = vt ivhosszparaméter, Ut-id6 fuiggvény, (1.38)
v(t) = $ =v pélyasebesség, (1.39)
at(t) =v =0 pélyagyorsulds. (1.40)

A foronémiai gorbék a foronémiai fiiggvények grafikus megjelenitései.

at:O

t t t

1.7. dbra. Az egyenes vonalt egyenletes mozgés foronémiai fliggvényei
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1.10. Az allandé gyorsulasi mozgas

1.10.1. Definicié (Allandé gyorsulasi mozgas) Allandé gyorsuldst moz-
gast végez a pontszeri test, ha a gyorsulasvektora allando.

L

(t) = d = allando. (1.41)
A sebesség-id6 fuggvény:

t
i(t) = o + [ ddr = g+t (1.42)
0
A mozgéastorvény:
t t a:
) =fo+ [ 8(00dr =7+ [ (G +atydr =i+ Gt + 5t (143)
0 0

A mozgastorvény alakja mutatja, hogy az allandé gyorsulast mozgas sikmoz-
gds, az 7 pontot tartalmazé, (Uy és @) vektorok altal kifeszitett sikban zajlik
a mozgas (1.8a. abra).

1.10.1. Tétel (Allandé gyorsuldst mozgas palyaja) Az alland6 gyorsuldsi
mozgast végzo tomegpont palyaja parabola.

Bizonyitds. A palya alakja konnyen meghatarozhatd, ha egy sikbeli derékszo-
gli koordindta-rendszert a palya sikjaba (a vy, @ sikba) helyezziik gy, hogy
origdja essen egybe a mozgas kezddpontjaval, a koordinata-rendszer y tenge-
lye mutasson a gyorsuldsvektor iranyaval ellentétesen (azért, hogy koénnyeb-
ben lehessen hasonlitani a ferde hajitdshoz), az x tengely pedig legyen erre a
jobbcesavar szerint mer6leges (1.8b. ébra).

A felvett koordinata-rendszerben az z és y koordinatak megadhaték az
ido figgvényeként:

T =1vycosat, (1.44)

y=uvpsina t — g t2 (1.45)

A t kikiiszobolésével (t = x /vy cos ) kapjuk a palya egyenletét:

a
=t -2 1.46
y(o) = tga @ = g (1.46)
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Y
Y,
|
= [\S)
Yo S A S
To R7
X S
a
a
P G r
(a) Az allandé gyorsulasi mozgést Yo oS Ay
meghataroz6 vektorok (b) Az alland6 gyorsuldast mozgas sikja
1.8. dbra. Az alland6 gyorsuldsi mozgas palyaja
ami egy parabola egyenlete, teljes négyzetté alakitassal igy irhato:
2 o 2 2( i 2
a v§ sin v cos v (sin «)
)=—-————|0—-————| + ——. 1.47
y(@) 2vp(cos a)? < a ) 2a (1.47)
O

Az 1.47. osszefiiggésbol szamos, a gyakorlatban értékes mennyiség leol-

vashato. Példaul vy nagysagi és « irdnyszogl, vizszintes terepen végzett,
2 2

v (sin o)

2a ’
foldetérés tavolsaga A homogén elektromos erétérben mozgd
ponttoltés is allandd gyorsulasi mozgast végez, amit az elektroncsében, osz-
cilloszkopban, elektroncsoves televizibban és szamitogép monitorokban hasz-
nositanak az elektronsugar iranyitasara, ezen keresztiil kép megjelenitésére.
Az allandé gyorsuldsi mozgas palyajanak ivhosszparaméteres alakja abban
az esetben irhato fel legegyszeriibben, ha a kezd6sebesség és a gyorsulasvek-
tor parhuzamosak. Legyen a ko6zos iranyvektoruk az €, egységvektor, ekkor

a 1.43. mozgastorvény az aldbbi alakba irhato:

a talajrél inditott ferde hajitas esetén az emelkedési magassag

21}3 sin v cos

a

F(t):Fo—l—ﬁot—i—th:FO—i— <v0t+;t2>€a. (1.48)

Ez a mozgastorvény egyenes menti mozgast ir le. Tehat az allandé gyorsulasi
mozgas palyaja egyenessé fajul, ha a kezddsebesség és a gyorsulas parhuza-
mosak, ebben az esetben egyenes vonali egyenletesen gyorsuléo mozgasnak
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nevezzik. Az ivhosszparaméter ekkor igy irhato:

s(t) = /Ot Virdr = /Ot \l (vg +at)? - (&,)*dr =

——
1

t
= / (vo + ar)dT = vyt + gt2. (1.49)
0

Figyelembe vettiik, hogy s(t = 0) = 0. Az egyenes vonali egyenletesen
gyorsulé mozgas mozgastorvényének ivhosszparaméteres alakja:

7(s) = To + $€,. (1.50)

A palyasebesség:
v(t) =8 =vy +at, (1.51)

a palyagyorsulas:
ag=0=35§=a. (1.52)

Az allandé gyorsulast mozgas foronémiai gérbéi parhuzamos kezddsebesség
és gyorsulds esetén:

S v Ay A
Clt>0

Vo

t t t

1.9. dbra. Az egyenes vonald egyenletesen gyorsulé mozgas foronémiai
figgvényei, ha vy - @ > 0, azaz a két vektor azonos irdnyba mutat

S v Qy A

Vo -
at<()

t t

1.10. abra. Az egyenes vonalu egyenletesen gyorsulé mozgas foronémiai
fliggvényei, ha vy - @ < 0, azaz a két vektor ellenkez6 iranyba mutat
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Az allandé gyorsulast mozgas ivhosszparaméterének idofiiggése altalanos
esetben lényegesen bonyolultabb. Legyen a v és az @ vektorok altal bezart
sz0g v, ekkor nyilvan vp-d = vg-a-cosa. A 1.43. mozgastorvénybol kiindulva
a sebesség U = 1y + at, az ivhosszparaméter idofiiggése:

¢ " ¢
s(t :/ Vizd :/ \/ (U + dr)2d :/ V8 + 2upa cos o T + a272dr.
(t) ; T ; (to + dr)?dr 0\/0 o T T2dr

(1.53)
Ebbdl
. (24T + 2vpa cos @) \/v(% + 2upacosa T + a?7?
s(t) = e
4a* 1 5 - )
* 2a2v¢ — (2upa cos a)? 5111 2a\/v0 +2upacosaT +a’Te + 2077 + 2vacos a
(1.54)

Az ilyen integralokat tdblazatokbdl célszerii kikeresni !. Ezt az Osszefiiggést
nem alakitjuk tovabb. Lathato, hogy altaldanos esetben az allandé gyorsulasu
mozgas ivhosszparaméteres alakjat felirni igen bonyolult, ezért ezt nem is
szoktuk megtenni. Ugyanakkor a kisérd triéder tagjai és a gorbiileti sugar
kiszamithatok mas tton, a korabban megismert Osszefliggésekkel.

Ipl. Bronstein-Szemengyajev: Matematikai zsebkonyv, 448-449. o.

t

0
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1.11. A kormozgas

1.11.1. Definicié (Kérmozgas fogalma) Egy tomegpont kormozgést végez,
ha a palyaja koriv.

Nem csak az egyenletes, vagy az egyenletesen valtoz6 kormozgast értjitk
ezalatt, hanem egy koriv alaki palya mentén tetszéleges mdédon megvalosuld
mozgast. A kérmozgasnak az sem feltétele, hogy a tomepont a mozgasa soran
egy teljes kort befusson, a mozgas korlatozodhat egy koriv alaku palyara is.
Kormozgast végeznek példaul a matematikai inga, a koriv alaki kanyarban
kozlekedd jarmi vazanak pontjai, szamos forgd gépalkatrész egy-egy pontja.
Kormozgast pontszerii testek, vagy kiterjedt testek pontjai végeznek, a ki-
terjedt testek egésze esetén forgdmozgasrol beszéliink.

A koérmozgas sikmozgas, mert a koriv egy sikgorbe.
A koérmozgast célszerii olyan sikbeli polar koordinata-rendszerben targyal-
ni, amelynek sikja megegyezik a koriv sikjaval, és origdja egybeesik a koriv
kézéppontjaval (1.11a. abra). Ugyanakkor a kormozgds jol leirhat6 olyan
derékszogii koordinata-rendszerben is, amelynek origdja egybeesik a kor ko-
zéppontjaval, x tengelye pedig a referencia irannyal.

yl
t
s =Ry
..
(a) A kormozgast jellemzé
mennyiségek (b) A kdérmozgés geometriai jellemz6i

1.11. dbra. A koérmozgas megadasa

A kormozgas idofiiggése egyetlen paraméter segitségével megadhato, ez a
polarszog idofiiggése:p(t). Az alabbi tablazat megadja a kormozgds mozés-
torvényét, sebességét és gyorsulasat mindkat koordinata-rendszerben.

A 1.11a. abra, valamint a koordinata-rendszerekre vonatkozé Osszefiiggé-
sek alapjan konnyen észreveheto, hogy a 1.1. tablazat azonos soraiban elhe-
lyezkedd képletek az €, = cos pe, + sin ey, és az €, = — sin e, + cos e,
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W
e~ .7
(Ij ‘ﬁ\
dn
(b) A kérmozgast végz6 tomegpont
(a) A kertileti sebesség U = x 7 gyorsuldsa

1.12. abra. A kérmozgast jellemzo6 vektor mennyiségek

’ ‘ sikbelipolar KR ‘ sikbeli derékszogii KR ‘
mozgastorvény | 7(t) = Ré,.(t), = ¢(t) | 7(t) = Rcosp(t) €, + Rsinp(t) €,
sebesség U(t) = Rye, U(t) = —Rysinpé, + Rpcospéy,
gyorsulas a(t) = —R¢?e, + Rpe, | d(t) = —Rp* cosp €, — Rp?sinpé,
—R@singé, + Rpcos ey,

1.1. tablazat. A kérmozgas mozgastorvénye, sebessége és gyorsulasa sikbeli
polar és derékszogii koordinata-rendszerekben

helyettesitésekkel konnyen atalakithatok egymasba.
Bevezetjiik a szogsebesség vektort (1.12a abra).

1.11.2. Definici6 (Szogsebesség) A kormozas szogsebesség vektoranak nagy-

sdga ¢, irdnya a kormozgas sikjara a jobbcsavarnak megfeleloen meroleges.
A szogsebesség vektormennyiség, jele: . A szogsebesség mértékegysége
@] = 1=

S s

A szogsebesség vektor definicidja hasonlésagot mutat az elfordulas vektor
definici6javal (7.64. és 7.65. Osszefiiggések), ami nem véletlen. A szogse-
besség vektor a kormozgast leird sikbeli polar koordinata-rendszer radialis
egységvektoranak idéegységre esé elforduldsvektora. Valéjaban a €, tés il
vektorokra is elmondhatd ugyanez, mert azonos iitemben és azonos sikban
forognak az €, vektorral. Ha a b vektor a kormozgas sikjanak a polarszog
novekedésének megfelel6 koriiljarashoz jobbesavar szerint irdnyitott felileti
normalisa, akkor a szogsebesség igy irhato:

& = @b (1.55)

Vilagos, hogy bx e = €,. Az 1.1. téblazat sebességet tartalmazé soraban
talalhato Osszefiiggésekbdl leolvashatd, hogy a kormozgast végzd tomegpont
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sebessége:
=& X T, (1.56)

=1

gyorsulasa a sebesség derivalasaval kaphato:

— — — — —
Y

G=0=(@XF)=IXFH+BXTF=EXT+DBXT=EXT+EX (@ x7), (1.57)

ami a tablazat gyorsuldst tartalmazé soranak formulaival 6sszhangban all.

1.11.3. Definicié (Szoggyorsulds) A szogyorsulds vektor a szogsebesség
id6 szerinti differencialhanyadosa: € = %. A széggyorsulas mértékegysége:
CRE )

1.11.1. Tétel (Kormozgds szoggyorsuldsa) A kérmozgds szoggyorsuldsa
mindig merdleges a korivpdlya sikjara.

Bizonyitds. Kérmozgas esetén a szogsebességvektor a definici6ja szerint min-
dig &(t) = w(t)b alakid, ahol b a polarsikra jobbcsavar szerint merdleges (&l-
landd) egységvektor, vagyis a szogsebesség mindig meréleges a korivpalya

« sz

=& =wb=@b=ecb. (1.58)
0

1.11.4. Definicié (Centripetalis gyorsulds) A kormozgés centripetélis (ko-
zéppont felé mutatd) gyorsulds komponense:

Uep = W X (d X 7). (1.59)

1.11.5. Definicié (Tangencidlis gyorsulds) A koérmozgas tangencialis (érin-
t6 irdny1) gyorsulds komponense:
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A centripetdlis és a tangencialis gyorsuldas komponensek merdlegesek egy-
masra. A kormozgast végzé test gyorsulasa igy is irhato:

a = Gep + dy, (1.61)
amibol leolvashaté az alabbi fontos Osszefiiggés is
a’ =al, + al. (1.62)

A kormozgas két fontos specialis esete az egyenletes és az egyenletesen valtozo
kormozgas. Eloszor az egyenletes kormozgast targyaljuk.

1.11.1. Az egyenletes kormozgas

1.11.6. Definicié (Egyenletes kormozgéas) Az egyenletes kérmozgés olyan
kormozgas, melynek szogsebessége allando.

Ezzel a definicéval egyenértékii az is, ha ezt mondjuk: egyenletes kérmoz-
gast végez a tomegpont, ha a palydja kor, és azonos idokozok alatt azonos
ivhosszakat tesz meg, barmekkoranak is valasztjuk az idékozoket.

Az egyenletes kormozgas periddusideje

2m
T=— 1.63
=, (163)
fordulatszama: w
= 1.64
=, (164
a ketto kozotti Osszefliggés:
1
T=—. 1.65
. (1.65)
A fordulatszam mértékegysége [n] = % = ford% nem azonos a szogsebesség

mértékegységével, noha dimenzidjuk megegyezik. Ennek az az oka, hogy
sem a radian, sem a fordulat vagy "darab" nem fizikai mértékegységek. Ha a
szogsebesség allandd, akkor ¢ = w = éllandé alapjan ¢(t) = ¢o + wt irhaté.
Az ivhosszparaméter idofiiggése:

s(t) = /Ot (Rw)?dr = /Ot Rwdr = Rw /Dt dr = R(po + wt). (1.66)

Ebbol

t_s—cho_s—so

- - (1.67)
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Az ivhosszparamétert ugy valasztjuk, hogy a mozgas kezdetén értéke nulla
legyen, ez alapjan az integralasi allandéra a ¢y = 0, ezzel egyiitt az sqg = 0
értékeket valasztjuk. Ez alapjan az idét az ivhosszparaméterrel az egyszeriibb
t = 2 formula kapcsolja 6ssze. A mozgastorvény:

r(t) = Re,, o(t) = wt, (1.68)

melynek ivhosszparaméteres alakja:

S

m(s) = Re,, ¢(s) =w— =s. (1.69)
w
A palyasebesség:
v=3§= Ruw, (1.70)
a palyagyorsulas:
A forondémiai gorbék:
S V4 ag
Ay = 0
t t t

1.13. abra. Az egyenletes kérmozgas forondémiai fiiggvényei

Osszuk el a foronémiai fliggvényeket a kor sugaraval. Felhasznalva az

s v a;

—e= 1.72
7 RsO (1.72)

osszefiiggéseket, a p(t), w(t),e(t) figgvényeket abrazolva a kovetkezoket kap-
juk:

Az egyenletes kérmozgéas (s,v,a;) és (p,w,e) fliggvényei egymdssal szoros
kapcsolatban allnak. Az egyenes vonali egyenletes mozgas foronémiai fiigg-
vényei (1.7. dbra) ugyanilyen alakiak.
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t t t

1.14. abra. Az egyenletes kormozgas polarszogének, szogsebességének és
szoggyorsulasanak idofiiggése

1.11.2. Az egyenletesen valtoz6 kormozgas

1.11.7. Definicié (Egyenletesen valtoz6 kormozgéds) Az egyenletesen valto-
z6 (gyorsuld) kormozgés olyan kormozgds, melynek szoggyorsuldsa dllandd.

Az £(t) = &= élland6 = eb feltételbsl a szogsebesség idofliggése:
(t) = /Ot Sdr = @ + 2, (1.73)
és a polarszog idofiiggése is kiszamithato:
o(t)b = /Ot Gdr = /Ot(ﬁo+5t)d7- = E/Ot(wo+et)d7 = (wo+w0t+%t2)5. (1.74)

Kihasznaltuk, hogy a szogsebesség és a szoggyorsulds is merdleges a korivpa-
lya sikjara. A gp(t)g mennyiség a kormozgast végzé tomegpont felé mutato
radidlis egységvektor elforduldsvektora a [0,%] idSintervallumban, ennek a
vektornak a nagysdga a polarszog idofuggése (¢(t)).

Az egyenletesen gyorsuldé kormozgds mozgastorvénye, sebessége, gyorsulasa
sikbeli polarkoordinatakban:

7(t) = Ré,, (t) = o + wol + gtz, (1.75)
7(t) = 7(t) = R(wo + £t)&,, (1.76)
a(t) = v(t) = Reé, — R(wy + £t)?€,. (1.77)

Az ivhosszparaméter idofiiggése (a szokdsos s(t=0)=0 kezdeti feltétellel):

t t t
s(t) = / Vidr = / VR (o + et - @dr = [ Rlwotet)dr = Riwot+51%),
0 0 0
(1.78)
ebbdl a palyasebesség:

v(t) = $(t) = R(wo + et), (1.79)
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a palyagyorsulas:

a;(t) = 0(t) = Re. (1.80)

A foronémiai gorbék mindegyikét osztva a koriv R sugaraval, megkapjuk a
kormozgasra jellemz6 masik harom mennyiség, a ¢, w, ¢ idofiiggését:

s(t) v ay(t)

== =l :wotJr%t?’ = =w(t) =wo+et,

= ¢(t) = e = éllandé.
(1.81)
Ebben az esetben is elmondhatd, hogy az s,v,a; foronémiai fliggvények a

v, w, € figgvényekkel azonos alakiak, és a hasonlosag fennall az egyenes vo-
nald egyenletesen gyorsul6 mozgas foronémiai fiiggvényeivel (1.9, 1.10 abrak).

s/ v/w at/e
a; > 0/e >0

Uo/&)o

t t t

1.15. dbra. Az egyenletesen gyorsuld kérmozgas foronémiai fiiggvényei

s/ v/w ay /e

" .
o/wo ;
a; <0/e <0

t t

1.16. dbra. Az egyenletesen gyorsuld kormozgés foronémiai fiiggvényei

1.12. A harmonikus rezgémozgas

1.12.1. Definicié (Harmonikus rezgémozgds) Harmonikus rezgémozgést
végez a pontszeri test, ha a palyaja egyenes szakasz, és mozgastorvénye

7(t) = Asin(wt + g)& = x(t)€ (1.82)
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Az € egységvektor a palya egyenesének iranyvektora, A az amplitado, w a
korfrekvencia, g a kezd6fazis. A harmonikus rezgémozgas legegyszeriibben
un. linedris rugd segitségével hozhaté létre (1.17. abra).

1.12.2. Definicié (Amplitidé) A harmonikus rezgémozgas amplitudoja az
egyensulyi helyzettdl vald legnagyobb kitérése.

1.12.3. Definicié (Korfrekvencia) A harmonikus rezgémozgas korfrekven-
cidja a megfelel6 egyenletes kormozgés szogsebessége.

1.12.4. Definicié (Fazis) A harmonikus rezgémozgés fazisa az wt + ¢q
mennyiség. A fazisnak nincs fizikai mértékegysége. A fazis matematikai
mértéke a radidn.

Kivételes esetben a fazist fokokban is meg lehet adni, ekkor kiilonos fi-
gyelemmel kell eljarni.

e S s

r=0 : =TT

. x(t)
(a) Egyenstlyi helyzet, a rugd
nyujtatlan (b) A rugé pillanatnyi megnytlasa x(t)

1.17. dbra. A harmonikus rezgémozgas legegyszeriibb megvaldsitasa (itt a
megtamasztds és a test kozott nincs sirlédas)

Az x koordinatat altalaban gy vessziik fel, hogy a rugd nyujtatlan alla-
potaban legyen x = 0. A mozgas erGtani elemzésével nem itt foglalkozunk,
hanem egy késobbi fejezetben.

1.12.1. Tétel (Harmonikus rezgés és kormozgas kapcsolata) Barmely har-
monikus rezgémozgashoz talalhatd olyan egyenletes kormozgéas, amelynek
sikjaba esé egyenesre vett vetiilete megegyezik a harmonikus rezgémozgas-
sal.

Bizonyitds. A 1.1. tablazat és a 1.68. Osszefiiggés alapjan az egyenletes
kérmozgas mozgéastorvénye derékszogii koordinatakban:

7(t) = Rcos(wt)e, + Rsin(wt)eéy, (1.83)
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ahol R a kor sugara, w a kormozgés szogsebessége, ami egyenletes kormozgas
esetén allandod, ¢ a kezdeti polarszog. Vetitsiik az egyenletes kormozast a

F(\) = G+ A€ (1.84)

paraméteres alakban megadott egyenesre (1.24. egyenlet). A vetiilet moz-
gastorvénye 1.25. alapjan:

g = €((R cos(wt)e, + Rsin(wt)ey,)e) + ¢. (1.85)

Az € vektorra csak annyi kikotést tettiink, hogy a korpalya sikjaba esik,
ezért a sikon beliil barmilyen irdnyu lehet, ezt az irdnyt jellemezze az €, és
az € vektorok altal bezart « szog. Ennek segitségével kifejezhetok az aldbbi
skaldris szorzatok:

€y €=sina, €,€=cosa. (1.86)

Alakitsuk tovabb a 1.85. vetiileti mozgéastorvényt:

ro = €(Rcos(wt)e, €+ Rsin(wt)é, €) + ¢ = (1.87)
= €R(cos(wt) sin a + sin(wt) cos ) + ¢ = (1.88)
= eRsin(wt + a) + C. (1.89)

Az utolsé 1épésben a két szog Osszegének szimuszara vonatkozo trigonomet-
rikus azonossagot alkalmaztuk.

Ha a koordinata-rendszer kezdopontjat eltoljuk a ¢ végpontjiaba, akkor a 1.89.
vetiileti mozgastorvény az alabbi alakba irhaté:

7o = eR(sin(wt + ). (1.90)

Az R = A és a = po megfeleltetésekkel, valamint a 1.82. és az 1.90. formulak
osszevetésével lathato, hogy az allitast igazoltuk. O

Eszrevehetd, hogy az a szoget azért valasztottuk az €y ¢s az € vektorok
altal bezart szognek, és nem az €, és az € vektorok altal bezart szognek, mert
igy egyszeriibben lehet eljutni a vetiileti mozgastorvény 1.89. alakjara, amely
kozvetlentl megfeleltethet6 a harmonikus rezgémozgas mozastorvényének. A
masik esetben is el lehet jutni ehhez az alakhoz, de koriilményesebben.
Béarmely harmonikus rezgémozgés az A amplitidoval megegyezo sugart, az w
korfrekvenciaval megegyezo szogsebességll egyenletes kormozgasnak az y ten-
gellyel a szoget bezard, a kormozgas sikjaba esé egyenesre vett vetiileteként
is eloallithatd. Ebbol a megfeleltetésbdl ered az w korfrekvencia elnevezés.

Az egyenletes kormozgas és a harmonikus rezgémozgas kapcsolata kisér-
lettel is jol szemléltetheto. Egy kerék oldalara a széléhez kozel apro testet
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?{ o megvilagitas erny6  rezgo
- test

b/e — H
— : g

— :

— .

— :

- z

_ ;

(a) Szamitassal (b) Kisérlettel

1.18. abra. A harmonikus rezgémozgas az egyenletes kérmozgas vetiilete

erositiink, melynek a forgastengelytol valo tavolsaga allithato. A kereket az
egyik éle iranyabol megvilagitjuk, a masik oldalara ernyot helyeziink, ame-
lyen a kerék, és a ra erdsitett kis test arnyéka megfigyelheté. A kerék mellé
egy allvinyhoz erésitett rugéra fiiggesztett testet is elhelyeziink, amelynek
arnyéka szintén lathaté az ernyén. Mozgasba hozzuk a rugora fiiggesztett
testet. Ezt kovetéen a kereket forgatni kezdjik. A testnek a forgastenelytol
vald tavolsdgdat és a kerék szogsebességét (fordulatszamat) megfeleléen bedl-
litva, a kerékhez rogzitett test, és a rezgd test arnyéka egyiitt mozog (1.18b.
abra, itt a kerék és a rugora fliggesztett test egymashoz viszonyitott hely-
zete a szemléletesség érdekében nem azonos a kisérletbeli helyzettel). Ez a
kisérlet azért igen talalo, mert nemcsak a két mozgas kapcsolatara, hanem a
vetiilet elméleti iton vald kiszamitasanak lényegére is ravilagit.

A harmonikus rezgémozgas nem csak a korfrekvenciat "orokli" a kérmozgas-
tol, hanem idobeliségét jellemzo tobb mas mennyiséget is. A T peridédusido
és az f frekvencia:

2m w 1
T=— =— == 1.91
w’ / 2 T ( )
A frekvencia mértékegysége [f] = 1 = %‘ﬁdug =Hz.
A harmonikus rezgémozgas sebessége és gyorsulasa:
7 =7 = Aw cos(wt + )¢, (1.92)
d=1v=—Aw’sin(wt + g)€ = — Aw’z. (1.93)



1.12. A HARMONIKUS REZGOMOZGAS 31

Az ivhosszparaméter

t t t
s(t) = / VU2dr = / \/(Aw cos(wt + ¢p))?(€)%dr = / Aw| cos(wt + ¢o)|dT
0 0 0
t mod(¢,T)
= egész 1ész (T) -4Aw + / Aw| cos(wt + @) |dT. (1.94)
0

A harmonikus rezgémozgas esetén is értelmezett szakaszonként az ivhossz,
de szamitdsokra nem haszndlatos matematikai koriilményessége miatt (az
ivhosszparaméter-ido fiiggvény nem invertalhaté, igy nem is hasznalhato pa-
raméterként). Ezt a mozgast a kitérés, a sebesség és a gyorsulds segitségével
szokas jellemezni.

x(t) = A sin(wt+ o), (1.95)
v(t) = Aw cos(wt + @), (1.96)
a(t) = —Aw? sin(wt + o). (1.97)
T A
A
A t
VA
Aw
—Aw t
a A
Aw?
— Aw? t
T T 30 T
4 2 4

1.19. dbra. A harmonikus rezgémozgas kitérése, sebessége és gyorsulasa az
id6 figg vényében, a ¢g = 0 esetben
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1.13. Szamitasi példak (tomegpont kinemati-
kaja)

1.13.1. Feladat. Egy repiilégép légesavarjanak atmérdje 2 m, fordulatsza-
1 w1 s ’ . . s ’ , s 7 km

ma 2400 —. A repiil6gép vizszintes irdnyban allandé nagysagt 216 5* se-

bességgel halad.

a) Adja meg a légcsavar egyik végpontjanak mozgastorvényét! A koordinéta-
rendszer kezdopontja legyen éppen a légesavar kozéppontjaban akkor,
amikor az idémérést kezdjiik (a ¢ = 0s id6pillanatban), az y tengely legyen
parhuzamos a repiil0gép utazdsebességével. A z tengely mutasson fiiggé-
legesen felfelé, és az idémérés kezddpillanataban a légesavar végpontja
legyen éppen ennek a tengelynek a pozitiv oldalan.

b) Mennyi a légesavar végpontja altal befutott csavarvonal menetemelkedé-
se?

¢) Adja meg a légesavar végpontjanak sebességét az id6 fuggvényében! Sza-
mitsa ki a sebesség nagysdgat!

d) Adja meg a légesavar végpontjanak gyorsuldsat az id6 fliggvényében! Sza-
mitsa ki a gyorsulas nagysagat!

e) Adja meg a palya gorbiiletét!

1.20. dbra. A repiilégéphez rogzitett koordinata-rendszer (1.13.1. feladat)

Megoldds
A légesavar végpontjanak palyaja csavarvonal, amit az 1.20. &abra szem-

léltet. A szamitasok elOkészitéséhez az alabbi megfontolasokat tessziik. A

légesavar fordulatszamat célszerti atvaltani % egységekbe: n = 2400 - =

min




1.13. SZAMITASI PELDAK (TOMEGPONT KINEMATIKAJA) 33

%% = 40%. Ebbol a periddusideje T' = % = 4—108 = 0,025s, a szogse-
bessége w = 2mn = 27 - 40% = 807 é A vizszintes sebességet is atvaltjuk:
Upep = 216 52 = 210 1 = 60 2.

a) A megadott koordinata-rendszerben a légecsavar végpontjanak a palyaja
olyan csavarvonal, amelynek xy sikra vett vetiilete 1 m sugaru, origd kozép-
pontu kor, tengelye pedig éppen az y koordinata-tengely. A légcsavar a pildta
felol nézve pozitiv iranyba forog. Ebbol a mozgas xy sikra vett vetiilete meg-
adhato: 75, = cos(wt)e, — sin(wt)e,. Figyelembe véve, hogy ekdzben az y
tengely irdnyaba is mozog a pont v,., sebességgel, a mozgastorvény:

—

7(t) = —sin(wt)é, + vyeptey + cos(wt)é,. (1.98)

7(t) = —sin(807t)e, + 60te, + cos(807t)e, m. (1.99)

b) A menetemelkedés megmutatja, hogy a légecsavar egy kortilfordulasa koz-
ben mennyit haladt elére a reptilégép. Mar meghataroztuk a légesavar peri-
6dusidejét (T), és ismerjiik a haladasi sebességét (vye,). EbbOl az egy fordu-
latra es6 elorehaladas, vagyis a vizsgalt pont palyajanak menetemelkedése:
b=1Vpep-T=060%-0,0258=1,5m.
c)

m

7 = 7 = —80m cos(807t)&, + 60&, — 807 sin(807t)é, ~ (1.100)

A sebesség nagysaga egy tetszoleges idépillanatban:

m

[7(t)| = v(t) = \/(—807r cos(807t))? + 602 4 (—807 sin(807t))? -

= /64007 (cos(80mt))? + 60 + 640072 (sin(807t) )2
= V640072 + 602 = = 258,42 = v, (1.101)
S S

m
S

A sebesség nagysaga allando, de irdnya valtozik.

d)
@ = ¥ = 64007 sin(807t)&, — 640072 cos(807t)éE, g (1.102)
A gyorsulas nagysiga egy tetszoleges idépillanatban:
ld(t)] = a(t) = \/(64()07r2 cos(807t))? + (640072 sin(807t))? ?2 =
= \/4096000071’4(008(807Tt)>2 + 4096000074 (sin(807t))? s% =

— \/3,98087 - 109 = = 63165,47 — — a. (1.103)
S S
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A gyorsulas nagysaga allando, de iranya valtozik.
e) Az érinté irdnyu egységvektor:

F= _iow cos(807t) &, + 61)051, + 207 Gin(8ort)e (1.104)
A gyorsulas érint6 iranyu koordindtaja:
a; = dt =
= _5123007T3 sin(807t) cos(80mt) + 512(1]007T3 cos(807t) sin(807t) s%
=0 g (1.105)

A gyorsulasnak nincs érint6 irdnyu Osszetevéje. Ebbol kovetkezik, hogy
an = a (1.106)
A gorbiileti sugar:

v (258,4m)2
R=L =220 9 057 1.107
a, 63165473 " (1.107)

A gorbiileti sugar nem fiigg az idotol, mert a sebesség és a normalis iranyta
gyorsulas nagysaga is idofiiggetlen. A feladatban leirt hélix palya allando
gorbiilet térgorbe. A gorbiilet:

1 1
= — =10,946—. 1.1
F=Ph 0,946 (1.108)

v

1.13.2. Feladat. Egy fliggoleges dobos szervestragya szérd gép 20 cm hosszi-
sdgu szordlapatja (tépéfoga) masodpercenként 8 fordulatot tesz meg. A mun-
kagép alland6 nagysdgi 2 m/s sebességgel halad egyenesen. Tudjuk tovabba,
hogy a tragyazo gép szérd egységének a legalacsonyabb pontja 1m, a legma-
gasabb pontja 3 m magasan helyezkedik el a talaj felett. Ebben a feladatban
azt feltételezziik, hogy a gép vizszintes terepen dolgozik.

a) A talajhoz viszonyitva milyen nagysagu sebességgel hagyja el a szérégépet
az a tragyaszemcse, amely a menetirdnnyal parhuzamosan (hétrafelé), 2
m magassagbol indul? Feltételezziik, hogy a részecskét a lapat végpontja
16ki ki.

b) Az indités helyétél milyen tdvolsdgban ér foldet az a) kérdésben leirt tra-
gyaszemcse?!
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¢) Egymadstél milyen tavolsdgban érnek foldet a szord egység legalacsonyabb
és legmagasabb pontjabdl azonos pillanatban, a menetirannyal parhuza-
mos iranyban hatrafelé kidobott részecskék?

Megoldads

a) A tragyaszemcse a kilokés pillanatdig a lapat végpontjaval egyiitt mozog,
igy a munkagép vazdhoz viszonyitott sebessége megegyezik a lapat keriileti
sebességével

1
v =rw=0,2m-2r -8~ = 10,05 —. (1.109)
S S
A szemcse talajhoz viszonyitott sebessége a kilokéskor:
Vo = V' — Vparer — 10,05 2 — 22 — g o5 2, (1.110)
S S S

b) Hasznaljuk az 1.21. abran megadott, a kilokés pillanatédban felvett koordinata-
rendszert.

z [m],
R .
(% Tarktor
& 2 e
munkagép
talaj ) o .‘ il >
0 36 51 6.2z[m]

1.21. abra. A kilokés pillanataban felvett koordinata-rendszer

Ebben a koordinata-rendszerben a h magassagban vizszintes iranyban v
kezdosebességgel inditott részecske mozgastorvénye

7(t) = voté, + (h — 5t%)é.m. (1.111)

A foldet érés pillanataban a z koordinata nulla, ebbdl kiszamithato a folde-
téréshez sziikséges ido:
h

Ebben a pillanatban a szemcse = koordinatdja, vagyis a kidobés helyétol
(nem a munkagéptél, mert az kozben el6ére haladt!) valo tavolsaga

xf:vo-tf. (1.113)
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h =2m esetén tyy = 0,632s és xpo = 8,057 -0,632s =5, 1 m.
c) A b) feladatrész megoldasiaban latott médon kapjuk, hogy
ha h = 1m, akkor 5 = 0,447s és x4 = 3,6m, és

ha h = 3m, akkor t73 = 0,776s és zy3 = 6,2m.

Ezek a szemcsék egyméstol

d=2zp3—2p =6,2m—3,6m=2,6m (1.114)

tavolsagban érnek foldet.
Megjegyzés: a kiillonb6zo magassagokbol egyszerre inditott szemcsék nem
egyszerre érnek foldet, ahogy azt ts1,t 9,53 értékei is mutatjik. v



2.

A tomegpont dinamikaja

Kissé leegyszertiisitve azt mondhatjuk, hogy a kinematikaban csak a hely,
sebesség és gyorsulas érdekelt benntinket, a dinamikaban ezeken tul erével,
tomeggel, energiaval is foglalkozunk. A dinamika a mechanika tudomanyte-
riilet része.

//////

értelemben. A dinamika valaszt keres a kovetkezd kérdésekre:
o Miért mozognak a testek?

o Hogyan figg Ossze a testek mozgasa a mozgast kivaltdo okokkal, vagy
azok hianyaval?

A dinamikanak része a statika, amely a tartos nyugalom feltételeit kutatja.
Ennek nagy jelent6sége van a miiszaki tudoméanyteriileten. Minden 6sszefiig-
gés, amit a dinamikaban megismeriink, alkalmazhato a statikaban gy, hogy
nulla gyorsulast és nulla sebességet helyettesitiink be azokba. A statikat itt
nem targyaljuk részletesen, mert az kiilon tantargy témaja.

A tomegpont dinamikajanak targyalasakor talalkozunk szinte minden foga-
lommal, amelyek késébb a pontrendszerek és a merev test dinamikajahoz
sziikségesek.

Ez a fejezet a dinamika newtoni targyalasmédjat mutatja be. A dinamika
axiomaibol indulunk ki, majd bevezetjik a dinamikai mennyiségeket, be-
mutatjuk a dinamika tételeit. Az olvasénak azt javasoljuk, hogy e fejezet
tanulmanyozéasa kozben ne essen a kéonnyelmiiség hibajaba az Osszefliggések
egyszeriisége lattan. A tomegpont dinamikajanak elsajatitasanak célja elso-
sorban az alapelvek, fogalmak megismerése, melyek felkészitenek arra, hogy
a tovabbiakban sszetettebb rendszerek dinamikajat tanulmanyozzuk. A to-
megpont dinamikajaban targyalando elvek, fogalmak, osszefiiggések tobbsé-
ge a korabbi tanulmanyokbdl ismert. Ezért nem feltétlentil kezdjik el azok

37
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magyarazatat az alapoktol, hanem inkabb jelentoségiiket, kovetkezményeiket
igyeksziink megmutatni.

2.1. A tehetetlenség torvénye, inerciarendszer,
ero

1. Axiéma (Newton els6 torvénye, a tehetetlenség torvénye, a dinamika elsé
axiémaja).

Egy pontszert test megmarad a nyugalom, vagy az eqyenes vonali egyenletes
mozgds dallapotiban mindaddig, amig mds testek hatdsa ennek megudltoztata-
sara nem kényszeriti. ®

Ma mar kiilonosnek tinik, de ez az allitds az egyik legforradalmibb gon-
dolat volt a 17. szazadban. A csaknem kétezer esztendén at elfogadott
arisztotelészi vilagkép ugyanis azt tartotta, hogy a testek csak akkor mozog-
nak, ha eréhatas éri azokat, ennek hidnydban a testek megallnak. Azt is
mondhatjuk, hogy Arisztotelész szerint a testek természetes mozgasallapo-
ta a nyugalom, az 0sszes tobbi mozgasallapotot valamilyen mas test hatésa
kényszeriti ki. Eszerint az er6 a mozgas fenntartdsdhoz sziikséges, ebbe be-
leértve az egyenes vonali egyenletes mozgéast is. Newton annyiban haladta
meg ezt a nézetet, hogy allitasa szerint a testek természetes mozgasallapota
nem csak a nyugalom, hanem az egyenes vonali egyenletes mozgas is. Az
er0 tehat a mozgdsdllapot megudltoztatdsihoz sziikséges.

2.1.1. Definicié (Tomegpont mozgéasallapota) Tomegpont esetén mozgas-
allapot alatt a test pillanatnyi sebességét értjik.

A 'pillanatnyi sebesség" helyett a pontmechanikdban azért hasznaljuk
gyakran a "mozgasallapot" kifejezést, mert ehhez fogalmilag hozzagondolunk
olyan mennyiségeket is, amelyek a sebességbdl kiszamithaték, de azzal nem
azonosak (pl. a kés6ébb széba keriil6 impulzust, mozgasi energiat). Mond-
hatjuk ugyan, hogy a pillanatnyi sebesség és a mozgasallapot ebben a téma-
korben szinonimék, ugyanakkor a mozgasallapot kifejezésnek mar itt is van
egy olyan, dinamikaval kapcsolatos fogalmi holdudvara, a mi a pillanatnyi
sebesség fogalmanak nincs. Késdbb, a pontrendszerek és a kiterjedt testek
mechanikdjiban a két fogalom teljesen szétvalik, egydltaldn nem szinonimdk.
Egy kiterjedt testnek ugyanis tobb pontja is van, ezek sebessége kiilonboz6
lehet, igy a test egészének mozgasillapota a testet felépitd pontok sebesség-
vektorainak (4ltaldban végtelen) halmazaval jellemezheto.

A mozgasallapot fogalméra épitve a tehetetlenség tovénye megfogalmazhato
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igy is: "A testek nem képesek megudltoztatni sajdt mozgdsallapotukat.”.

2.1.2. Definicié (Tehetetlenség) Tehetetlenségnek nevezzik a testeknek
azt a tulajdonsagat, hogy sajat mozgasallapotukat nem képesek megvaltoz-
tatni.

A tehetetlenség fogalmanak felhasznalasaval a tehetetlenség torvénye még
tomorebben fogalmazhaté meg: 'A testek tehetetlenek.”. A 1. alaptétel
szerinti megfogalmazas azért hasznalatos és célszerti, mert kizarélag az is-
mertnek feltételezett kinematika fogalmaira épit, igy nem igényel utélagos
magyarazatot.

A tehetetlenség a testnek a maga mozgasallaponanak megvaltoztatasara valo
képtelenségén feliil azt is kifejezi, hogy mas testek mozgéasallapot valtoztatod
hatasainak mennyire all ellen. Minél nagyobb egy test tehetetlensége, annél
nehezebb megvaltoztatni a mozgéasallapotat. Két kiillonbozé pontszerii test
esetén a nagyobb tehetetlenségii testen ugyanaz a hatas kisebb mozgasalla-
pot valtozast hoz létre.

A tehetetlenség mértéke a tomeg, jele m, mértékegysége a kg. A kilogram
jelenleg az egyetlen etalonnal definialt SI alapmértékegység. Torekvések van-
nak arra, hogy a definiciét a fizikai dllandokra vezessék vissza.

A tehetetlenség torvényében szé esik az egyenes vonali egyenletes mozgés-
rél. Ttt meg kell kérdezniink, hogy mely vonatkoztatédsi rendszerhez (vagy
koordinata-rendszerhez) viszonyitva ilyen a mozgas. Ismert, hogy az egyik
koordinata-rendszerben egyenes vonali egyenletes mozgés egy méasikbol mar
nem feltétleniil ilyennek latszik. Példaul a Foldhoz viszonyitva egyenes vo-
nali egyenletes mozgast végzé vonat mozgasa mar nem ilyen egy fékezo au-
tobol, vagy kanyarodd autobol, vagy korhintabdl szemlélve. Késobb vissza-
tériink e kérdéskorre, most csak annyit allapitunk meg, hogy nem minden
koordinata-rendszerben igaz az, hogy egy test mas testek hatasa hijan egye-
nes vonali egyenletes mozgast végez. Masképp fogalmazva: nem minden
koordinata-rendszerben igaz a tehetetlenség torvénye. Amelyekben igaz, azo-
kat a koordinata-rendszereket kiilon névvel illetjiik.

2.1.3. Definicié (Inerciarendszer) Inerciarendszernek nevezziik azt a vo-
natkoztatasi rendszert
(koordindta-rendszert), amelyben a tehetetlenség tovénye érvényes.

Altalaban azt lehet mondani, hogy a gyorsuldsmentes koordindta-rendszerek
inerciarendszerek (amelyeknek az origdja allando sebességgel mozog, és ten-
gelyeik nem forognak). A Fo6ld nem inerciarendszer, mert forog, és a Nap
koriil kering, de kis szogsebessége és palyajanak kis gorbiilete miatt szamos
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miszaki feladatban jo kozelitéssel inerciarendszerként hasznalhatd. Az un.
allocsillagokhoz rogzitett koordinata-rendszer kozelebb all az inerciarendszer-
hez, de nem az, mert az allocsillagoknak nevezett égitestek sem allandé sebes-
séggel mozognak. A tovabbiakban a Foldet, ezzel egyiitt barmilyen Foldhoz
rogzitett testet (épiiletet, allvinyt) hallgatélagosan inerciarendszernek tekin-
tink, ha ettdl eltériink, azt jelezni fogjuk.

A tehetetlenség tovényében el6forduld "mas testek hatasa" kifejezés szinoni-
maja az "er6". A testek egymasra gyakorolt mozgasallapot valtoztatd hatasat
tapasztalati torvényekkel, az in. erotorvényekkel irjuk le. Az erdk hatasat
kifejezé vektormennyiséget, az erovektort a tapasztalati képletekkel le lehet
irni, azonban ezek az Osszefiiggések nem adnak valaszt a "hogyan' kérdésé-
re. Az er6torvények nem magyarazzak meg az erék hatasmechanizmusat,
csupan leirjak a hatast. Ez nagyon hasznos a fizikdban és a miiszaki tudo-
manyokban. Az er6k hatdsmechanizmusaval a fizika mas része foglalkozik.
Az er6hatasok miikodésének jelenlegi tudasunk szerinti leirasat a standard
modell és a relativitas elmélet adja meg.

A tehetetlenség torvénye egy pontszert testre vonatkozé allitas. Késébb, a
kiterjedt testek targyaldsakor, szoba keriil majd a nem nulla kiterjedésti, de
differencialisan kicsi tomegelem, amelyre kozvetleniil vonatkoztatni szokés
a tehetetlenség torvényét. A Kkiterjedt testek egészére kozvetleniil nem al-
kalmazhat6 a tehetetlenség torvénye, de megalapozza az azokra vonatkozo
torvényszertiségeket.

2.2. A mozgasmennyiség

Miutan az elsé axiéma Osszekapcsolta a mozgas létrehozasanak nehézségét
a tomeggel, megalapozza az egyik legfontosabb dinamikai mennyiség, az im-

s sz

2.2.1. Definicié (Mozgasmennyiség,impulzus,lendiilet) A tomegpont im-
pulzusa a tomeg és a sebesség szorzata:

I[=mi. (2.1)

A témegpont impulzusanak iranya mindig megegyezik a sebesség iranya-
val.
Az impulzus id6 szerinti derivaltja:

[ =mi = ma. (2.2)
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Felhasznéltuk, hogy a tomeg nem fiigg az id6t6l. Igen nagy (a fénysebesség-
gel 6sszemérhetd) sebességek esetén az impulzus a sebességnek Gsszetettebb
fiiggvénye, ezért az id6 szerinti derivalt nem az mda szorzat. Ilyen esettel
itt nem foglalkozunk. A 2.2. Gsszefliggést e jegyzetben mindig érvényesnek
tekintjik.

2.3. A dinamika alapegyenlete

A dinamika alapegyenlete szamitasra alkalmas forméba onti a tehetetlenség
torvénye kapcsan bevezetett fogalmak kapcsolatat.

2. Axiéma (Newton méasodik torvénye, a dinamika alapegyenlete, a dina-
mika masodik axiéméja).

A pontszeri test gyorsuldsa egyenesen ardnyos a rd hato erdvel, és forditottan
aranyos a test tomegével. A gyorsulds és az erd iranya megegyezik.

ST
I

(2.3)

S|

®

A masodik axiéma szintén tomegpontra vonatkozik, ahogy az elsé is.
Ezt az egyenletet az anyagi pont newtoni mozgasegyenletének nevezziik.
A testre hato er6 itt egyetlen erd. Késobb foglalkozunk azzal, hogy tobb erd
egyiittes hatasat hogy lehet egy erovel helyettesiteni.
A dinamika alapegyenletét Newton eredetileg a mozgasmennyiség segitségé-
vel fogalmazta meg:
A mozgasmennyiség id6 szerinti derivdltja megegyezik a testre hato erével:

[=F (2.4)

Ez az Osszefliggés a 2.2. segitségével a 2.3. alakban is felirhato.

Erdemes a dinamika alapegyenletében szereplé mennyiségek Osszefiiggését
megvizsgalni.

F=I=ma (2.5)
Az eredd er6 a kornyezet hatasat irja le. Az md mennyiséget a miiszaki
tudoméanyban kinetikai vektornak is nevezik.

2.3.1. Definici6 (Kinetikai vektor) A témeg és a gyorsuldsvektor szorzatat
kinetikai vektornak is nevezik.
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Ez a vektor mutatja meg azt, hogyan valtozik a mozgéasallapota a test-
nek. A kozépen szerepl6 impulzus vektor koti 6ssze a kornyezet hatasat, mint
okot a test mozgasallapotaval, mint okozattal gy, hogy tartalmazza a test
tomegét is. Latjuk, hogy az impulzus vektor ido szerinti derivaltja egyenlo a
kinetikai vektorral. Ez az egyenloség sor két fontos allitast fejez ki. Az elso,
az erd és az impulzus derivalt egyenlosége egy axiéma, amit mas allitasokbol
mar nem tudunk levezetni, hanem sok kisérlet és tapasztalat alapjan elfo-
gadjuk, hogy igy van. A masodik, az impulzus derivalt és a kinetikai vektor
egyenlosége a definiciokbol kovetkezik, és abbdl, hogy a tomeget allandénak
tekintettiik. Azért fontos mindkét egyenloség, mert a lanc két végét szeret-
nénk Osszekotni. Mindkét egyenloség altal kifejezett allitas szitkséges ahhoz,
hogy a klasszikus mechanikaban szamitasokkal kereshessiik a valaszt a dina-
mika alapvetd kérdéseire: milyen mozgast hoznak létre a kornyezet hatésai a
tomegponton, vagy el6irt mozgas létrehozasahoz milyen erdk szitkségesek. Az
impulzus derivalt olyan, mint egy 0sszekotoé kapocs az erdk és a kinematikai
mennyiségek kozott.

A gyorsulas definici6 szerint a mozgastorvény idé szerinti masodik deri-
valtja. Az er6 a vizsgalatok szerint a hely, a sebesség és az id6 fliggvényeként
adhaté meg, nem fligg a helyvektor magasabb idéderivaltjaitol. Ezért a di-
namika alapegyenlete

F(F,7 1) (2.6)

alakban is felirhat6. Ez egy kozonséges masodrendii differencidlegyenlet, alta-
lanos megoldasa két fiiggetlen paramétert tartalmaz. A megoldasban szerepld
paraméterek gyakran a kiindulasi helyvektor () és a kezdeti sebességvektor
(o). A 2.6. egyenlet altalanos megoldasanak paraméterei nem mindig a kez-
deti hely és sebességvektorok, de azzal kapcsolatba hozhaték. Ha adottak
a 2.6. egyenlet, és azzal egyiitt az 1, Uy paraméterek, a feladat neve kez-
detiérték feladat, az 7 és vy a kezdeti feltételek. A kezdetiérték feladatnak
az 7(t) fiiggvény a megolddsa. A legegyszeriibb ilyen tipusiu egyenletet mar
megoldottuk a kinematikaban az allandé gyorsulasi mozgas targyaldsanal,
csak ott a gyorsulast nem az er6bdl és a tomegbdl szamitottuk ki, hanem
adottnak feltételeztitk (7= @ = allandé). Az 2.6. tipusi differencidlegyenlet
megoldasa és megoldhatosiga az F (7, 7 t) figgvényen mulik. Szamos olyan
erotorvény ismert, amely mellett a mozasegyenlet nem oldhaté meg analiti-
kusan, hanem numerikus modszerekkel kozelitheté a megoldasa.
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2.4. A hatas-ellenhatas elve

3. Axioma (Newton harmadik torvénye, a hatés-ellenhatéas elve, az akcio—
reakcio elve, eré-ellenerd elve, a parkolcsonhatas elve, a dinamika harmadik
axiéméja).

Ha eqy test eréhatast fejt ki eqy masik testre, akkor a mdsik test is erohatast
gyakorol az eqyik testre, a két eréhatas nagysaga egyenlo, iranya ellentétes.
®

A Fpy Fig B .
‘—’ ‘—. Fap = —Fpa

2.1. 4bra. A hatés-ellenhatéas elve

A hatés-ellenhatés elve jol szemléltethet6 tigy, hogy két, gérkorcsolyan al-
16, keziikben egy kotél egy-egy végét tarto személy koziil az egyik htzni kezdi
a kotelet, mire mindketten mozgasba jonnek, ami Newton elso torvénye sze-
rint csak Ugy lehet, hogy a kotelet hiiz6 emberre is hat egy erd, ami épp
ellentétes iranyu azzal, amit 6 kifejt. A két er6 nagysaga becsiilheté abbodl,
hogy mekkora gyorsulassal mozog a két ember, ha tomegiik kozel egyenlo,
akkor a kozottik levo tavolsag jo kozelitéssel szimmetrikusan fogy. Ugyan-
ezen elv alapjan mondhato, hogy a szeg éppen akkorat 1t a kalapacsra, mint
a kalapdacs a szegre.
Az F 1 ero és az ﬁB A elleneré nem ugyanarra a testre hatnak, hanem két
kiillonb6zo testre. Ezért az erd és az elleneré soha nem hoznak létre egys-
nulyt.
Mivel az er6 és az ellener6 parhuzamosak, ezért a hatasvonaluk kozos, és
megegyezik a tdmadaspontjaikon (a két pontszerii testen) at fektetett egye-
nessel.
[gen nagy jelent6sége van annak, hogy a két eré vektora ellentétes irdanyt, és
egy egyenesbe esik. A pontrendszerek mechanikajaban ebbdl szamos fontos
eredmény kovetkezik majd.
Ha az er6 és az elleneré nem esne egy egyenesbe, vagy nem lennének parhuza-
mosak, annak igen kiilonos kovetkezményei lennének. Egy ilyen képzeletbeli
vilagban példaul a fentebb emlitett kotelet hiiz6 korcsolyazok nem csak koze-
lednének, hanem keringeni kezdenének egymas kortl (ha a korcsolya enged-
né). A rakéték és a repiilok, de még az auték és a gyalogosok sem tudndnak
egyenesen menni. Szamunkra teljesen idegen és kiszdmithatatlan lenne az
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ilyen vilag, szinte semmi sem gy miikédne, ahogy megszoktuk, megismer-
tiik.

Ha egy er6hatassal egyidejtileg nem lépne fel az ellenero, akkor létezne elso-
faja 6rokmozgo.

A hatés és ellenhatés egyidejii fellépésébdl (3. axiéma), valamint a dinamika
alaptorvényébdl (2.3. osszefiiggés) az is kovetkezik, hogy a testek kdlesond-
sen befolyasoljak egymas mozgasallapotat. Ez nyilvanval6 akkor, amikor két
biliardgolyot latunk egymasnak titkozni, vagy a gorkorcsolyas példaban. Mas
esetekben kevésbé szembetling, de ugyanigy érvényes. Példaul a szabadon
esO testre a Fold nehézségi erot fejt ki és ezaltal gyorsitja, ezzel egyiitt a
szabadon esé test is ugyanolyan nagysigu és ellentétes irdanyu erot fejt ki a
Foéldre, mialtal gyorsitja a Foldet. Azonban a Fold gyorsulasa a Fold nagy
tomege miatt oly kicsiny, hogy semmilyen miszerrel nem mutathaté ki. A
szabadon esé test és a Fold ugyanigy egymds felé és egyszerre mozdulnak,
mint a gorkorcsolyés kisérlet szereploi.

Eppen ezért ne becsiiljitk ald ennek az alaptorvénynek a jelentéségét. A vild-
gunkban minden mozgasra érvényes, és mély Osszefliggésben 4ll a fizika szinte
minden részteriiletével.

2.5. A szuperpozici6 elve

4. Axiéma (A szuperpozicié elve, az erdk fuggetlen 6sszeadasinak elve, a
dinamika negyedik axiémaja).

Ha egy tomegpontra eqyidejileg tobb erd is hat, akkor azok eqymdstol fiigget-
lendil fejtik ki hatdsukat. ®

Ennek az axidmanak a matematikai jelentése az, hogy az erék vektor-

mennyiségek. Ha az erok nem egymastol fliggetleniil fejtenék ki a hatasukat,
akkor nem lennének vektormennyiségek, nem is lehetne vektorként 6sszeadni
azokat. Ez az alapelv teszi lehetové azt, hogy a méasodik axiémaban gyakran
"erok eredéjét" mondanak.
A szuperpozici6 elvének matematikai alakja a kovetkezd. Ha a tomegpont-
ra egyidejlileg tobb, n db erd hat, melyeket kiilon-kiilon az ﬁl,ﬁQ, e ,ﬁn
vektorokkal lehet jellemezni, akkor egyiittes hatasuk ugyanaz, mintha a to-
megpontra egyediil csak az

—

F, = Z : (2.7)

n
=0

!

=

eredd er6 hatna.
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2.6. A tomegpont mozgasegyenlete, a newtoni
determinaltsag elve

A dinamika masodik és negyedik axiémai alapjan egy tomegpont mozgés-
egyenlete a kovetkezo altalanos alakba irhato:

—

F. =md, (2.8)

vagy

1 & =
E;)E(

) =T (2.9)

Rl

Itt F}(F, 7 t) a tomegpontra egyidejiileg haté tobb erd egyikét jelenti.

Nagy jelentésége van annak a tapasztalatnak, hogy a tomegpont helye és
sebessége egyértelmiien meghatarozza a gyorsuldsat. Ha ez nem igy lenne,
akkor a F' (7, F,t)l fiiggvényekben a helyvektor magasabb derivéltjai is sze-
repelnének, ami rendkiviil megnehezitené a mozgasegyenlet megoldasanak
(kezdetiérték feladat) sok esetben egyébként sem konnyt feladatat. Ezt a
tényt ugy is szokas megfogalmazni, hogy a tomegpont mozgasallapotat egy-
értelmiien lehet jellemezni a hely és a sebesség megadasaval. Megint kicsit
masképp fogalmazva ugyanez: ha ismerjiik egy tomegpont helyét és sebessé-
gét, akkor minden maés, ra jellemz$ mechanikai mennyiség kiszamithat6 (pl,
gyorsuldsa, impulzusa, mozgasi energidja stb.).

Ha ismerjik egy tomegpont helyét és a pillanatnyi sebességét, akkor a se-
besség felhasznaldsaval megadhato a kovetkezo idépillanatbeli helyvektor. A
helyvektornak ezt a megadasa az infinitezimdlis mennyiségekkel valo szamo-
las (differencial- és integralszamitas) szabdlyai szerint torténik. Leegyszeri-
sitve azt mondhatjuk, hogy a kovetkezo pillanatbeli helyvektort tgy kapjuk,
hogy az eredeti helyvektorhoz hozzaadjuk a sebességvektornak és az infinite-
zimélisan kicsi (minden hatarndl kisebb, "nulldhoz tart6") idétartam szorza-
tat. Ugyanigy megkaphaté egy kovetkezo, és ismét egy kovetkezo pillanatbeli
helyvektor, ha ismerjiik a sebességeket. A szamitdasok soran fontos kérdés,
hogy mekkora legyen az a kicsi idotartam, amivel képzeletben elére 1éptetjiik
az idot, ugyanis szamitdsokat csak véges mennyiségekkel tudunk elvégezni.
E téméval a numerikus analizis szép és terjedelmes témakore foglalkozik rész-
letesen.

A 2.9. mozgasegyenletbdl az is kovetkezik, hogy a tomegpont egy bizonyos
pillanatbeli mozgasallapota a gyorsulassal egyiitt meghatarozza azt is, hogy
a kovetkezd pillanatban mi lesz a sebességvektor (hiszen a gyorsulds a sebes-
ségvektor megvéltozasa). Ezek szerint ha egy bizonyos pillanatban ismert
a sebesség és a hely, akkor a mozgasegyenlet segitségével kiszamithato egy
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kovetkezo idopillanatbeli  hely és sebesséquektor. Ezek felhasznédlasaval to-
vabbi pillanatokra is kiszamithaték a hely és sebességvektorok, egészen vég-
telen nagy iddintervallumban is, ha elegendden sokszor ismételjiik ugyanezt.
Mindebbdl az koévetkezik, hogy ha ismert egy pillanatban egy tomegpont
helyvektora, sebességvektora, valamint a mozgasa soran a mozgastorvénye
(2.9), akkor a teljes mozgdas elvben leirhatd, és egyértelmiien meghatarozott.
Ugyanezt sokkal pontosabban és részletesebben a matematika differencidl-
szamitassal foglalkozd aga targyalja.

5. Axiéma (A newtoni determinéltsag elve). A tomegpont helye és sebessége
minden pillanatban meghatdrozza a témegpont gyorsulasat. ®

A newtoni determinaltsag elve tapasztalatokat 0sszegez, nem kévetkezik
semmilyen mas alapelvb6l. Nem csak a természettudomanyban és a miisza-
ki alkalmazasokban hasznaljuk fel, hanem életmiikodéstiink reflexei is erdsen
épitenek erre, igy vagyunk képesek jarni, futni, egy kovet célba dobni, jarmii-
veket vezetni, veszélyes helyzetek elol kitérni. Ha a newtoni determindltsag
elve nem allna fenn, akkor a jelenlegitol dramaian eltéré vilagban kellene
éIntink, ami nem is biztos, hogy lehetséges volna.

2.7. Erotorvények

A linearis rugalmas erd: B
F. = —k7, (2.10)

ahol k a rugdallandd, 7 az egyensilyi helyzettol vald kitérés vektora. A
rugalmas erd egyenes mentén torténdé mozgas esetén az

F. = —kz, (2.11)

alaktl koordinata-egyenlettel is megadhato, ahol F' az er6 nagysiga, r az
egyensulyi helyzettdl vald eldjeles kitérés. Leolvashaté az er6torvénybol,
hogy a rugalmas eré mindig az egyensulyi helyzet felé mutat, oda akarja
visszatériteni a pontszerii testet, ezért visszatérité eronek is nevezik. Késébb
latni fogjuk, hogy a linearis rugalmas erd hatasa alatt mozgd tomegpont
harmonikus rezgémozgast végez. Ezért a 2.10. torvénnyel megadhatéd erdt
harmonikus erének is nevezik.

A Fold felszinének kozelében minden testre hat a nehézségi erd:

—

F, =mg, (2.12)

ahol g a nehézségi gyorsulas vektora, melynek irdnya kozelitoleg a gomb ala-
kinak képzelt Fold kozéppontja felé mutat, nagysdga g = 9.8175. A nehézségi
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gyorsulas nagysaga nem mindeniitt ugyanaz, helytol és idétol is fiigg. Valto-
zasai azonban olyan nagysagrendiiek, hogy a hétkoznapi szamitasokban azt
nem kell figyelembe venni. A nehézségi gyorsulasra gyakran hasznaljuk a
g = 103 kerekitett értéket.
A gravitacios ero:
mymy 1o

F, =~ (2.13)

—

7“122 ’F12|’

ahol v a gravitacios allandé, v = 6.67384 - 10*111{2—;, my és mo a testek
tomege, 7o a két pontszerii test relativ helyvektora.
A cstiszasi surlddasi erd:

| =

Fy = —pisFy, (2.14)

<y

i

ahol ¥ a tomegpont és a vele érintkezd feliilet relativ sebessége, 1 a csiszasi
surlodasi egyiitthato F),, a feliileteket 0sszenyomé erd. A csiszasi sturlédasi
er6 mindig a relativ sebességgel ellentétes irany1, a sebesség nagysagatol nem

fiigg.
A tapadasi surlodasi ero:

"“111

Fy = Py (2.15)

et

ahol p; a csuszési surlodasi egytitthato [, a feliileteket dsszenyomé erd, F'
a test elmozditasara torekvo erd.

2.8. Munka, teljesitmény

Legyen F = F(F,7t) az 7 = 7(t) mozgdstorvény szerint mozgd tomegpontra
haté ero.

2.8.1. Definicié (Munka) FEgy tomegpontra hat6 eré munkaja a
2
Wiy = / Fdr (2.16)
1

integral. A munka mértékegysége: Nm = J (joule).

Az integralast a kezdeti 1 jel allapottol a 2 jeli végallapotig végezziik.
Az 1 allapothoz tartoz6 idépont t1, a hely 7(t;) = 7, a 2 allapothoz tartozd
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id6pont és hely ty és 7(ty) = 7. A d7 elemi elmozduldsvektor kifejezhetd a
pillanatnyi sebességgel: dr’ = vdt. Ezzel a 2.16. az alabbi alakba irhato:

2
Wm:/ Faat. (2.17)
1

2.8.2. Definicié (Pillanatnyi teljesitmény) A tomegpontra haté eré pilla-
natnyi teljesitménye
P = Fv. (2.18)

A pillanatnyi telljesitmény mértékegysége NTm = g W (watt).

Mivel mind az erd, mind a sebesség pillanatrol pillanatra valtozhat, a
pillanatnyi teljesitmény is altaldban az idé figgvénye: P(t) = F(t)v(t). A
pillanatnyi teljesitmény segitségével a munka igy adhato meg:

Wi = [ " Pt (2.19)

Ha az er6 allando, a mozgas pedig s hosszisagu egyenes szakasz mentén megy
végbe, akkor a munka

2 — — 2 —
Wi :/ Fdi = F/ d7 = FA7 = Fscosa. (2.20)
1 1

Az F eré és az AT elmozdulds vektorok &ltal bezart szO6g a.. Ebben az esetben
a pillanatnyi teljesitmény nem feltétleniil allandd, mert az egyenes szakasz
mentén valtozé sebességgel is végighaladhat a tomegpont.

Ha az er6 pillanatnyi teljesitménye allando, akkor

2 2
Wi = / Pdt = P/ dt = P(ty — ;) = PAL. (2.21)
1 1

Abbdl, hogy a pillanatnyi teljesitmény alland6é a mozgas soran, nem kovet-
kezik az, hogy az erd vektor allandé. Ez az eset megvalosulhat ugy is, hogy
az erd és a sebesség vektorok éppen ugy valtoznak, hogy szorzatuk allandé
marad.

2.9. Az energia

2.9.1. Definicié (Energia) FEgy tomegpont energidja egy bizonyos éllapot-
ban megegyezik azzal a munkaval, ami ahhoz sziikséges, hogy a tomegpont
egy viszonyitasi (referencia) allapotbol az aktudlis dllapotédba kertljon.
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Az energia munkavégzo képességet jelent. Egy magasba emelt test ener-
gidval, azaz munkavégzo képességgel rendelkezik, mert egy csigan atvetett
kotél segitségével egy masik test felemelésére hasznalhatd, mikozben maga
veszit a magassagabol. A referencia allapot a talajszint, vagy mas, eldre ki-
valasztott magassag (pl. asztallap vagy tengerszint magasséga).

Egy 6sszenyomott rugd alkalmas arra, hogy mas testre erot kifejte elmozditsa
azt, vagyis a 2.16. definicié szerint munkat végezzen rajta. Itt a referencia
allapot a rugo6 nyujtatlan allapota.

Azt mondjuk, hogy az ilyen és hasonlé esetekben a testnek a térben elfoglalt
helye (helyzete) miatt van energidja, roviden helyzeti, vagy potencidlis ener-
giaval rendelkezik.

A mozgo testnek is van energiaja, mert alkalmas arra, hogy lefékezédve mas
testen munkat végezzen. Példaul egy mozgo test képes arra, hogy a talajon
csuszva eltoljon egy masik, eredetileg allo testet egy iitkozés soran. Itt a
munkavégzés az eredetileg all6 test felgyorsitasara iranyul (ha van strl6das,
akkor annak legy6zésére is). Ebben az esetben a test a mozgédséllapotabdl
fakadoan rendelkezik energiaval, azt mondjuk, hogy mozgasi energiaja van.
A referencia allapot a nulla sebességii allapot, vagyis az allé helyzet.

2.10. A mozgasi energia

2.10.1. Definicié (Témegpont mozgési energidja) Az m tomegil tOmeg-
pont mozgasi energidja v sebesség esetén megegyezik azzal a munkavégzés-
sel, ami ahhoz sziikséges, hogy all6 helyzetbol a tomegpontot v sebességii
mozgasba hozzuk. A tomegpont mozgasi energiaja

Lo,

T= gmv”. (2.22)

2.10.1. Tétel (Tomegpont mozgési energidja) A tomegpont mozgasi ener-
gidja T = %va, ahol m a tomegpont tomege, v a tomegpont sebességének
nagysaga.

Bizonyitas. Eloszor bizonyitsuk az allitast arra az egyszerii esetre, amikor
alland6 nagysaga F' erovel gyorsitjuk a testet allé helyzetbdl v sebességre
egyenes mentén. Ekkor a = F'/m, a gyorsitashoz szitkséges idé At = v/a, a
pillanatnyi sebesség a ¢ id6pillanatban v(t) = v = at. Az 1 jelii allapot az
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allo helyzet, a 2 jelti allapot a v nagysagu sebesség elérésének pillanata.

T:W12:/Fd8:F/ ds=Fs=ma-—-t*=-m(at)* = —mv*~.
1 1 2 2 2

(2.23)
A bizonyitds az altalanos esetben is egyszerl, azaz ha az er az id6nek tet-

szbleges F(t) fiiggvénye. Ekkor a(t) = % Ervényes #(t; = 0) = 0 és
U(ty) = 0.

2dt

T = ng—/ Fds-/ mavdt = m/mldvdt
S () - T0) = gt (229)

[\'J\H

Nyilvdnvalé, hogy T'(v = 0) = 0.

2.11. A helyzeti energia, konzervativ er6terek

2.11.1. Definicié (Helyzeti energia) Egy tomegpont helyzeti energidja az-
zal a munkaval egyenlo, amit a ra haté erotér végez, mikozben a tomegpont
egy referencia helyrdl (viszonyitdsi hely, nullszint) az aktudlis helyre kertl.
A helyzeti energia méasik nevei potencialis energia, potencial.

A viszonyitasi helyet jelolje a 0 pont, melynek helyvektora 7, a tomeg-
pont helye legyen az 1 jelii 77 helyvektori pont, amelyben a potencialt meg
kivanjuk hatarozni:

1
U(7) = W = — /0 Far (2.25)

Ebbél U(7p) = 0. A helyzeti energia akkor értelmezhetd, ha értéke nem
fligeg az id6tdl, és nem fligg attdl az attol sem, amelyen végighaladva a refe-
rencia helyrol az aktualis helyre vittiik a tomegpontot. Ezért helyzeti energia
csak idotol és sebességtol fliggetlen erdk esetén értelmezhetd, azaz akkor, ha

F = F(7).

2.11.2. Definici6 (Konzervativ erétér) Konzervativnak nevezzik az F =
F(7) er6teret, ha munkdja nem fiigg a gorbétdl, amelyen a tomegpont végig-
halad, csak a kezdeti és a végpontoktol.
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Helyzeti energia tehat csak konzervativ erdterekben értelmezheto.
A konzervativ erotér masik, a fentivel ekvivalens megfogalmazasa az, hogy
tetszéleges zart gorbe mentén végzett munkaja nulla.
A potencial 2.25. definiciéjabdl kovetkezik, hogy annak negativ gradienseként
megkaphat6 a konzervativ erd:

ou_ oU_ oU =

a __ b
W§ =Wy

0

2.2. abra. A konzervativ erétér (0: a viszonyitasi hely, nullszint)

2.11.3. Definicié (Mechanikai energia) Mechanikai energianak nevezzik
a tomegpont mozgasi és potencialis energiajanak osszegét.

E=T+U (2.27)

2.11.1. Tétel (Mechanikai energia tétele) Konzervativ erétérben a mecha-
nikai energia allando.

Bizonyitds. A mechanikai energia id6 szerinti derivaltjat meghatarozzuk, a

« /s

de d/1 1 : -
— = (mv2 + U) = —m - 20a + gradU - 7" = (mc?— F) r=0. (2.28)
dt  dt\2 2 ‘ ,

NewtonlIl.—0

O
A mechanikai energia megmaradasat sokszor a kovetkez6 alakban irjuk:

T+ Uy =Ty + Us, (2.29)

ahol az 1 index az egyik, a 2 index egy masik idopillanatra vonatkozik.



52 2. . A TOMEGPONT DINAMIKAJA

2.12. Példak potencialra

Allandé er8térben (F(7) = Fy = 4llandd) a potencial

iz .
U= —ﬁ2 ﬁodF: —ﬁ0[2 dr = —ﬁ0<F2 — Fl) = —ﬁoAF: _FO + S COSK
T T
1 1 (2.30)
itt s = |A7] , o az Fy erd és az elmozdulds dltal bezdrt szog. Az

5-cosa = h szorzat a nullszinttdl mért tavolsag.
A nehézségi erétérben mozgd tomegpont helyzeti energiajat nullanak tekint-
jiik a referencia helyen, amely egy elére megadott magassag. Legyen példaul
a talajszint a referencia magassag. A talajtol szamitott h magassdgban levo,
m tomegli pontszerii testre Fy = F, = mg nagysdgu nehézségi erd hat, igy
annak potencidlja U = mgh. A negativ el6jel azért tlinik el, mert o = 180°,
igy cosa = —1. Allandé erétér potencidljara egy masik példa a sikkonden-
zator lemezei kozott kialakuld allandé F nagysagu elektromos térerdsségii
térrészben elhelyezked6 q elektromos toltés pontencidlja, amely U = qFEh,
ahol h a ponttoltésnek a pozitiv toltésti lemeztol mért tavolsaga. Ez a for-
mula csak a két kondenzatorlemez kozott érvényes, a lemezek széléhez nem
tul kozel.

---U =mgh —

U=0 +
(a) Tomegpont potencidlja a nehézségi  (b) Ponttoltés potencidlja az allandd
er6térben elektromos erétérben

2.3. abra. Allandé erSterek potencidlja

A rugalmas erd potencialja egydimenziés esetben:

T T 1
Ulx) = —/ F, cos(180°)dx = / kxdx = 5]{:3:2. (2.31)
0 0

2.13. A munkatétel

Az energiatételek koziil mar megismertiik a mechanikai energia tételét, amely
konzervativ eroterekre all fenn. A munkatétel altalanos érvényi, nem tar-
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2.4. abra. A rugalmas er6 potencidlja

talmaz kikotést a tomegpontra hatd erdkre vonatkozoan. Differencidlis és
integral alakban is megfogalmazzuk.

2.13.1. Tétel (A munkatétel differencidlis alakja) A tomegpontra hato
erék pillanatnyi teljesitménye (P) egyenlé a mozgdsi energia idd szerinti de-
rivaltjaval (T,pillanatnyi megvaltozésaval):

P=T. (2.32)

Ez a munkatétel differencialis alakja.

Bizonyitas. Induljunk ki a dinamika alapegyenletébdl, és alakitsuk at:

F=ma /-7 (2.33)
F¥ = mav (2.34)
.P:(;m#> (2.35)
P=T (2.36)

O

A munkatétel differencialis alakja minden egyes idOpillanatra érvényes.
A P teljesitmény a pontszerl testre hato erck teljesitményének osszege. Ha
egyidejlileg n db erd fejti ki a hatasat, akkor P = >7"" | P;. Az erdk teljesitmé-
nyének dsszege egyenld az erSk ered8jének (F, = Y, F) teljesitményével:
P=" P =", Ei = Uy, F, = F,, az igazolés soran felhaszndltuk
a szuperpozicié elvét (a szuperpozicié elve nélkiil az &llitds nem lenne igaz).

2.13.2. Tétel (A munkatétel integral alakja) A tomegpontra hatd erdk
munkajanak sszege (Wis) egyenld a tomegpont mozgasi energidjanak meg-
valtozasaval (AT):

Wi =Ty, —T) = AT. (2.37)
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Ez a munkatétel integral alakja.

Bizonyitds. A munkatétel differencialis alakjabél indulunk ki:

. to
P=T // .t (2.38)
t1
t2 ta .
pdt= [ Tat (2.39)
t1 t1

Wiy =Ty — Ty = AT (2.40)

O

A munkatétel integral alakja mindig egy elére meghatarozott [t1, o] id6in-
tervallumra vonatkozik. A szuperpozici6 elvének segitségével a W19 mennyi-
ségre konnyen megmutathaté, hogy az az er6k munkajanak osszegeként és az
erok eredéjének munkajaként is felfoghato:

n

to to
W= [ Pdt=> [ Pdt=

t =171t

n ta to M,
- > [ R = [ Y FRua-
=171 ¢

tr =1 !

t2

FLodt o (2.41)

az er6k munkajinak osszege az erdk eredéjének munkdja

2.14. Szamitasi példak (tomegpont dinamika-
ja)

2.14.1. Feladat. Egy k = 5000 % rugoalland6ju rugét Az = 10 cm hosszi-

saghan Osszenyomunk, ebben az allapotaban rogzitjiik, majd elé helyeziink

egy pontszeriinek tekinthetd, 50g tomegil csapagygolyot, ebben a helyzetben

a golyo éppen a talaj magassagaban van. A rugd rozgitését kioldjuk, aminek

kovetkeztében fliggolegesen felfelé kiloki a golyot, ezt kovetéen az a nehézségi
erotér hatasa alatt mozog. Surlédas nincs.

a) Milyen magasra emelkedik a goly6?
b) Mekkora sebességgel ér foldet a goly6?

Megoldas
A golyora a rugalmas er6 és a nehézségi eré hat, melyek konzervativak. Str-
l6das nincs (elhanyagolhaténak tekintjik, azaz nem vesszik figyelembe a
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légellendllast és a rugd anyaganak bels6 strlédasat). Ezért a feladatot a me-
chanikai energia tételével meg lehet oldani. A magassagi energia nullszintjét
a talaj magassagaban valasztjuk meg.

a) A rugo helyzeti energidja kezdetben E, = 1k(Az)? = 15000 X(0,1m)? =
25J. A rugd rogzitésének kioldasa utan a kilokés pillanatdban a golyd vy
sebességgel mozog. Ezt a sebességet megkaphatjuk, ha a mechanikai energia
tétele alapjan felirjuk az egyenlGséget az 6sszenyomott és rogzitett rugot tar-
talmazo rendszer (1. allapot) és a maximélis magassidgba emelkedett golydt
tartalmazé rendszer (2. allapot) mechanikai energidja kozott. A mechanikai
energia a helyzeti energia és a mozgasi energia Osszege. A helyzeti energia

tobb tag Osszegekén allhat elo.
Erl + Egl + Emozgl = ETZ + Eg2 + Emozg2 (242)

E, a rugd helyzeti energidja (az 6sszenyomds miatt a rugéban tarolt ener-
gia), E, a magassagi energia, E,,., a mozgasi energia. A rugalmas energia
a 2. allapotban mar nulla, mert akkor a rugd 6sszenyomottsiga megsziinik
(Az = 0mlesz). A magassagi energia az 1. allapotban nulla a nullszint meg-
valasztasa miatt. A golyd legnagyobb emelkedési magassiagat jelolje hyaq,
ebben a helyzetben a magassagi energia mgh,,... A mozgasi energia a ki-
l6vés elott nulla, a legnagyobb magassagban szintén nulla, hiszen ekkor egy
pillanatra megdll a test, miel6tt lefele kezd esni.

1 1 1 1
ik(Ax)Q + mg0 + im()2 = 51@02 + mghmaz + imO2 (2.43)
1 2
ik(Aaz) = Mmghmaz (2.44)
Ebbél
5000 X - (0,1m)?

hmax = = 50m. 2.45
2-0,05kg - 102 - (245)

Figyeljik meg, hogy a 2. allapotban a magassagi energia E, = 0,05kg -
10z -50m = 25J.

b) A harmadik allapot, amit vizsgalunk, a goly6 foldet érésének éllapota.
Felirjuk a mechanikai energia egyenlGségét a 2. és a 3. éllapot kozott. A
golyo sebessége foldet éréskor vy.

Ewy + Egp + Epozgr = Evs + Egs + Ernozgs (2.46)

1 1 1 1
51@02 + mghmae + §mO2 = 51{:02 + mg0 + §mv]2c (2.47)
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Mivel a rugb a 2. és a 3. allapotban is nyujtatlan, a helyzeti energiaja nulla,
ki is lehetne hagyni ebbdl az egyenletbdl. A teljesség kedvéért vettiik bele.

1
MGhmaz = 5mvf; (2.48)

Ebbol

\/2 -0,05kg - 10% - 50 m
Vf =

0,05kg
Figyeljiik meg, hogy a 3. &llapotban a golyé mozgési energidja Ei,o.q93 =
smuF = 30,05kg(31,62m)? = 25 J.
Azt is lehet mondani,hogy a kezdetben a rugéban tarolt 25 J energia a kilovés-
kor mozgasi energiava alakult, a legmagasabb pont elérésekor mind magassagi
energiava, majd a foldetéréskor mind mozgési energiava alakult at.

- 31,62% (2.49)

v



3.

Relativ mozgasok: kinematika
mozgo vonatkoztatasi
rendszerekben

Az arisztotelészi vilagkép szerint 1étezik olyan test, amely nyugalomban van:
ez maga a Fold, amely a vildigmindenség kozéppontjaban helyezkedik el. Eh-
hez viszonyithaté minden mozgas. Amely test a Foldhoz képest nem mozog,
az nyugalomban van. Ez az elképzelés csaknem két évezredig volt elfogadott
Eurépaban.

A 17. szazadban Galileo Galilei a Dialogo cimii miivében érveket sorol fel
amellett, hogy a Fold nem sziikségképpen mozdulatlan. Gondolatmeneté-
ben ramutat, hogy az egymashoz képest allando sebeséggel mozgd testekhez
viszonyitva a természet jelenségei azonos modon jatszodnak le, példaul az
allando6 sebességgel mozgd hajon vagy vonaton ugyanigy zajlanak a jelensé-
gek, mint a Foldon. Kisérletekkel nem tudjuk eldonteni azt, hogy a jarmi
all vagy allandé sebességgel mozog. Ebbdl az kévetkezik, hogy az abszolit
nyugalom nem &llapithaté meg kisérletekkel, csupan az, hogy két test (vi-
szonyitasi rendszer) egyméashoz képes dlland6 sebességgel mozog vagy sem.
Ugyanakkor a gyorsuldé mozgast végzo viszonyitasi rendszerek megkiilonboz-
tethetok a nem gyorsuld rendszerektol kisérletekkel.

A témaval kapcsolatos vitak, kisérletek és kutatasok nem csak az égitestek
mozgasanak jobb megértéséhez vezettek el, hanem megalapoztdk a mozgés-
tan egyik legalapvetébb témakorét: a testek mozgasanak leirdasat mas testek-
hez (vonatkoztatasi rendszerekhez) képest.

E fejezetben célunk a tomegpont mozgasanak leirasa egymashoz viszonyit-
va mozgo6 viszonyitasi rendszerekben, tovabba a kapcsolat megallapitasa az
egyes leirasok kozott.

Gondolatmenetiink a klasszikus mechanika témakorén belill marad, igy fel-

57
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tételezziik, hogy a sebességek, amelyekrdl beszéliink, elhanyagolhatéan ki-
csinyek a fénysebességhez képest. Ez a feltételezés a miszaki alkalmazasok
tilnyomé tobbségében érvényesnek tekintheto, hiszen a masodik kozmikus
sebességgel (11.19 km/s) szdguld6 tirszonda is lassabban halad, mint a fény-
sebesség (kb. 300 000 km/s) 5 szézaléka.

Tovabbi fontos feltételezések e fejezeten beliil, melyek kis sebességeknél el-
fogadhatok, hogy az id6 azonos tlitemben telik, valamint a tavolsag- és a
tomegmeérés azonos eredményt ad a kiilonb6z6 koordinata-rendszerekben.
Vonatkoztatasi rendszernek &altalaban valds testeket valasztunk. Ezekhez
koordinata-rendszereket rogzitiink tgy, hogy azok a testekkel egyiitt mo-
zognak. Bar a koordinata-rendszerek képzeletbeli dolgok, mas testek moz-
gasa ugyanugy zajlik a vonatkoztatdsi rendszerhez képest, mint a hozza
rogzitett koordinata-rendszerhez képest. Amikor egy bizonyos koordinata-
rendszerekhez viszonyitott mozgasokrol beszéliink, akkor egyszerre utalunk
a viszonyitasi rendszerre, amelyhez a koordinata-rendszert rogzitettik, és a
koordinata-rendszer bazisvektoraira, amelyek a mozgas matematikai leirdsa-
nak fontos segédeszkozei.

A Galilei-féle relativitasi elv kapesan el6szor egymashoz viszonyitva specidli-
san (nagyon egyszertien) mozgé koordinéata-rendszerekkel foglalkozunk, majd
attériink az altalanos eset targyalasara.

Itt érdemes feleleveniteni az inerciarendszer fogalmat (39. oldal).

3.1. Allandé sebességii relativ mozgésok

Két viszonyitasi rendszer (3.1. dbra), és az azokhoz rogzitett két koordinata-
rendszer (KR1, KR2) specidlis relativ mozgasat vizsgaljuk, amely sordn a
tengelyek nem forognak, és a két origd viszonylagos sebessége allandé. Erre
az esetre azt mondjuk, hogy a koordinata-rendszerek egyenes vonali egyen-
letes transzlaciot végeznek egymashoz képest.
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P

3.1. abra. Egyméshoz képest egyenletes transzlaciot végzo
koordinata-rendszerek

(a) ... a KR1-ben nyugvo megfigyeld (b) ... a KR2-ben nyugvé megfigyels
szamara (a KR1-t mozdulatlannak szaméra (a KR2-t mozdulatlannak
latja) latja)

3.2. abra. A koordinata-rendszerek mozgasa ...
A KR1 és KR2 bazisvektorainak egymashoz viszonyitott iranya nem val-

tozik. Az O, helyvektora a KR1 rendszerben R. A két koordinata-rendszer
relativ sebessége a KR1-ben:

R(t) = V(1) = V = &llando. (3.1)
Ebbdl az is kovetkezik, hogy
R(t) = Ro+V - t. (3.2)

A P pont KR1-hez viszonyitott helyvektora, sebességvektora és gyorsulds-
vektora rendre: 7, v, d, a KR2-hoz viszonyitott helyvektora, sebességvektora
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és gyorsulasvektora pedig rendre: 0, g,&’ . A P pont KR1-hez és KR2-hoz
viszonyitott 7" és ¢ helyvektorai kozott fennall az alabbi Osszefliggés, melynek
neve Galilei-transzformacio:

F=d+R=0+Ry+ V-t (3.3)

A sebességeket megkaphatjuk az id6 szerinti derivalassal. Itt figyelembe kell
venni a kovetkezoket. A KR1 és a KR2 bazisvektorai egymashoz viszonyitva
egyenes vonali egyenletes mozgast végeznek, azaz sem nagysaguk, sem ira-
nyuk nem valtozik egymashoz képest. Ebbdl az kovetkezik, hogy a KR1-ben
nem csak az {€,, €,, €, } vektorok allandék, hanem az {€, €,, €; } vektorok is.
A KR2-ben is allandé mind a hat bazisvektor. A P pont KR1-beli hely-
vektoranak derivaltja a szorzat derivalasi szabalyai szerint az alabbi alakban
irhato:

T =7 = i€, + €, + Y&, + Y€, + &, + ¢, (3.4)
mivel azonban a bazisvektorok idofiiggetlenek, id6 szerinti derivaltjaik nullak,
az eredmény igy egyszertisodik:

T =7 = i€, + €, + 2€.. (3.5)

A P pont sebessége a KR2-hoz viszonyitva a bazisvektorok allandésaga miatt:

B = 0= &8 +ie,+ (e (3.6)
A 3.3. Osszefliggés id6 szerinti derivalasaval megkaphatjuk a Galilei-féle se-

bességosszeadasi torvényt:
=+ V. (3.7)

<l

Természetesen fennall

B=v-V (3.8)
is. A Galilei-féle sebességosszeadasi torvénynek igen nagy a jelentosége. Sza-
mos, a késébbiekben is jol hasznalhato kévetkeztetést vonhatunk le abbdl.
A 3.7. Osszefiiggés azt mutatja, hogy az eqymashoz képest egyenletesen mozgo
koordindta-rendszerekben a mozgésok jellege ugyanaz. Csupan a megfigyelt
sebességek térnek el, az eltérés éppen a két koordinatarendszer egymashoz
viszonyitott sebességével egyezik meg. Ez azt jelenti, hogy az egyenes vo-
nali egyenletes mozgas mindkét KR-bol annak latszik azzal egyiitt, hogy a
két kiilonboz6 koordinata-rendszerbol nézve mas lehet a mozgéas sebessége
és a koordindta-rendszerhez viszonyitott iranya is. A hajitas szintén hajitas,
barmely KR-b6l nézziik. (A helikoid mozgdas is megérzi jellegét abban az ér-
telemben, hogy a menetemelkedés sebességével mozgd KR-bol kormozgasnak
latszik, specidlis esetben pedig cikloissa fajul.)
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Ha 5 =0, vagyis a KR2-hoz képest nem mozog a pont, akkor sebessége a
KR1-hez viszonyitva a 3.7. Osszefiiggés alapjan v = V. Szemléletesen azt
mondhatjuk, hogy a KR2-ben nyugvé pontot a KR2 magaval viszi, szallitja.
Ez a széhasznalat példaul abbdl ered, hogy a vonaton (KR2) iilé utas sebes-
sége a Foldhoz (KR1), vagy a Foldon nyugvé fakhoz képest éppen ugyanaz,
mint a vonat sebessége.

A sebességek id6 szerinti derivalasaval megkaphatok a gyorsulasok, itt is ki-
hasznaljuk a bazisvektorok allandésagat.

i=0=0+V=a (3.9)

a=f=0-V=a (3.10)
Akarmely koordinata-rendszerben végezziik tehat az id6 szerinti derivalast,
egymashoz képest egyenletes transzlaciét végzo koordinata-rendszerek esetén
azt kapjuk, hogy a P pont gyorsulasa mindkét rendszerben ugyanaz:

i=a. (3.11)

3.2. A Galilei-féle relativitasi elv

Eddig ugyanazt a mozgast szemléltiik két kiilonb6z6 koordinata-rendszerbol.
Az eddig elmondottakbdl kiindulva még egy fontos allitds megfogalmazha-
t6. Most azt vizsgaljuk, hogyan mozognak a kiilonb6zo testek KR1-hez és
KR2-hoz viszonyitva, ha az egyes koordinata-rendszerekben azonos kezdofel-
tételekkel inditjuk azokat. Ezt pontosan ugy értjik, hogy az egyik tomegpont
mozgasanak kezdeti feltételei a KR1-hez képest (7 és ) ugyanazok, mint
egy masik test mozgasinak kezdéfeltételei a KR2-hoz képest (go és 50). A
KR1 és a KR2 koordinata-rendszerekrol tovabbra is feltételezziik, hogy egye-
nes vonalil egyenletes transzlaciot végeznek egyméshoz képest.

3.2.1. Tétel (Galilei-féle relativitasi elv) A Galilei-féle relativitési elv: az
egymashoz képest egyenes vonali egyenletes transzlaciot végzo koordinata-
rendszerek a mechanikai jelenségek leirasa szempontjabol egyenértékiiek.

Bizonyitdas. Tegyiik fel, hogy a P tomegpontra hato, kélecsonhatasbol szarma-
76 tn. szabader$ F (pl. nehézségi, gravitacios, rugalmas, elektrosztatikus,
magneses erétorvényekkel megadhato erdk, surlodéasi és tamasztderék). A
szabaderd csak a tomegpont mds testekhez (nem a koordindta-rendszerhez!)
viszonyitott helyétdl, sebességétol és az id6tol fiigghet, és ezek a tényezdk
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mindkét koordindta-rendszerbél (KR1 és KR2) szemlélve egyformak, ezért
az F szabader mindkét koordindta-rendszerben ugyanaz. Ebbdl, és a gyor-
sulasok 3.11. egyenloségébdl az kovetkezik, hogy a dinamika alapegyenlete
mindkét koordinata-rendszerben ugyanolyan alak:

- . d*r

A KRl-ben: F =mad= M (3.12)
- d2¢o

A KR2-ben: F =mad = M (3.13)

Ennek tovabbi koévetkezménye az, hogy a mechanikai jelenségek mindkét
koordinata-renszerben azonos modon jatszodnak le, hisz azok lefolyasat a
dinamika alapegyenlete hatdrozza meg.

m

A 3.2.1. tétel azt jelenti példaul, hogy ha a KR1 origéjabdél a KR1-
hez viszonyitva kezddsebesség nélkiil elengediink egy pontszeri testet, akkor
az szabadesést fog végezni, igy mozgdsegyenlete 7(t) = th alakban adhato
meg, a KR2 origb6jabdl a KR2-hoz viszonyitva kezddsebesség nélkiil elenge-
dett masik test mozgastorvénye pedig g(t) = th. Mas szavakkal, Foldhoz
képest nyugvé megfigyel6 azt 1atja, hogy az altala kezddsebesség nélkiil el-
ejtett test szabadesést végez, az egyenes vonali egyenletes mozgast végzo
vonatban nyugvé megfigyel6 az tapasztalja, hogy az éaltala kezdosebesség
nélkiil elejtett (masik) test szintén szabadesést végez a vonathoz viszonyitva.
A Galilei-féle relativitasi elvbdl kovetkezik, hogy egy inerciarendszerhez vi-
szonyitva egyenes vonald egyenletes transzlaciét végzo koordinata-rendszerek
is inerciarendszerek. Ennek a kovetkezménynek még er6sebb megfogalmazésa
a 73. oldalon olvashaté 3.9.1. tétel.

3.3. Allandé relativ gyorsuldst mozgésok

Olyan koordinata-rendszerekben vizsgaljuk egy tomegpont mozgasat, ame-
lyek egymashoz képest nem forognak, origojuk relativ mozgasa egyenes vo-
nali egyenletesen gyorsulé mozgas. Felhasznaljuk a korabbi fejezetben be-
vezetett jeloléseket. Mivel a bazisvektorok irdnya és nagysaga még mindig
allandé, az id6 szerinti derivalasok is ugyanugy végezhetok el, ahogy eddig.
Hasznaljuk a 3.1. dbrat. Az egyszeriiség kedvéért feltételezziik, hogy a KR1
inerciarendszer. A helyvektorok kapcsolata:

—

_ LA
F=0+R=7+ R0+V0t+§t2, (3.14)
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ahol V, a koordindta-rendszerek relativ kezdbsebessége, A a relativ gyorsu-
las. Derivalassal kaphato a sebességvektorok és a gyorsulasvektorok kozotti
Osszefliggés:

— —» —

= [+ Vo + At, (3.15)
= +E (3.16)

Vizsgaljuk meg, hogy mozognak a tomegpontok a KR1 és KR2 koordinata-
rendszerkbol megfigyelve. Az F' szabadero tovabbra is azonos a két rendszer-
ben, a gyorsulasok azonban eltérék. A KR1-ben a mozgasegyenlet:

F =ma, (3.17)

a KR2-ben: . . .
F=m(ad+ A) =mad+ mA. (3.18)

Atrendezéssel megkapjuk a KR2-beli gyorsulést:

—

F—mA =ma. (3.19)

A KR2-ben tigy tiinik, mintha az F szabaderén kiviil fellépne _egy masik mA
erd, és e kettd eredéje hatarozza meg az a gyorsulast. Ha F = 0, akkor a
KR2 rendszerben a mozgéasegyenlet

—mA =ma (3.20)

alaki. Ez azt jelenti, hogy szabaderd jelenléte nélkiil is gyorsul a test a
KR2 koordinata-rendszerhez képest. Ez a furcsa jelenség érzékelhetd, ami-
kor a gyorsul6 jarmiiben az iiléshez nyomja az utast egy olyan erd, amely allo
jarmiiben és allandé sebességgel halado6 jarmiiben nem 1ép fel. A jarmii gyor-
suldsanak irdnya elére mutat, a gyorsulaskor fellépd erd pedig hatra. Ugyanez
az er6 1ép fel fékezéskor is, de ellentétes iranyban. A lift indulasakor és meg-
allasakor is érzékeljik ugyanezt az erét, de a lift allandé sebességii mozgasa
kozben, vagy allo helyzetben nem. Az ilyen tipusu latszolagos eréhatasok
neve: inerciaerd, vagy tehetetlenségi ero.

3.3.1. Definicié (Tehetetlenségi er6) Tehetetlenségi (inercia) erének ne-
vezziik a gyorsuld koordinata-rendszerben felirt mozgasegyenletekben meg-
jelend, a koordinata-rendszernek egy méasik koordinata-rendszerhez viszonyi-
tott mozgasallapotat megadd mennyiségeket tartalmazo tagokat.

A tehetetlenségi erdk a szabaderokkel szemben nem valédi er6hatasok.
A helyes megértés érdekében tekintsiik djra a gyorsulé jarmi példajat. A
jarmi egyenes vonalu egyenletes gyorsulast végez A gyorsuldassal. Ha a test
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nincs a jarmiihoz rogzitve, akkor a jarmiihoz képest —A gyorsulassal kezd
mozogni. Ez a 3.20. egyenlet jelentése. Ez torténhet példaul a vonat csu-
sz0s asztalkajara helyezett konyvvel, vagy az utasokkal is, ha nem iilnek, és
nem kapaszkodnak. Ennek a vonathoz viszonyitott gyorsuld mozgasnak az
oka azonban nem egy valddi eréhatas, hanem az, hogy a jarmi "kiszalad"
a testek aldl, a testek pedig a Foldhoz viszonyitva mozdulatlanok maradnak
(vagy csak kisebb gyorsuldssal kezdenek el mozogni), mert kellé rogzités vagy
megtamasztas hijan nincs olyan eréhatds, ami azokat a jarmivel egyiitt gyor-
sitsa. Csak a jarmiithoz rogzitett koordinata-rendszerben tiinik gy, mintha
egy hirtelen (az induldskor) megjelend "rejtélyes" eré a targyakat egy irdnyba
taszitana. Ezért mondjuk, hogy az inerciaerdk latszolagos erohatasok. Mégis
hasznaljuk azokat, mert segitségiikkel igen hatékonyan irhatok le a gyorsuld
koordinata-rendszerbeli mozgasok. Késébb tobb inerciaerot is megismertink.
A 3.19. egyenlet jelentése akkor értheté meg jol, ha azt kérdezziik, mi sziiksé-
ges ahhoz, hogy a gyorsulo transzlaciot végzo koordinata-rendszerben egy test
nyugalomban maradjon, azaz gyorsulasa nulla legyen. Nyilvan az F-mA=10
egyenloségnek kell teljestilnie. Ez azt jelenti, hogy biztositani kell egy olyan
szabaderot, amely kiegyenliti az inerciaer6t. Jarmivekben az utasok sza-
mara ezt az ilés hattamlaja biztositja, fékezéskor pedig a biztonsagi v, a
jarmiiben elhelyezett testek szamara pedig a megfelel6 rogzités hozza létre
ezt az erot.

Eppen ez az, amiben tetten érhet az inerciarendszerek és a gyorsulé koordinéta-
rendszerek (azaz nem inerciarendszerek) kozotti kiilonbség. A gyorsuld koordinéta-
rendszerben nem érvényes a tehetetlenség torvénye. Az a tdmegpont, amely-
re nem hatnak szabaderck (ﬁ = 6), a gyorsul6 koodindta-rendszerben nem
tartja meg mozgasallapotat (azaz sebessége nem allandd), hanem a gyorsu-
l6 koordindta-rendszerhez viszonyitva gyorsuldé mozgast végez. Az inercia-
rendszerekben ellenben mindig érvényes a tehetetlenség torvénye: ha a to-
megpontra nem hatnak szabaderék, akkor mozgésallapota (azaz sebessége)
allandé. Ennek az elvnek a segitségével kisérleti iton meg lehet allapitani,
hogy egy test (pl. a vonat, a haj6, a Fold) inerciarendszer vagy sem, akkor
is, ha a kornyezet megfigyelésére nincs lehetdség.

3.4. Altalanos relativ mozgas

A viszonyitasi rendszerek mozgasa egymashoz képest teljesen altalanos lehet.
Ez azt jelenti, hogy az azokhoz rogzitett két koordindta-rendszer origdja egy-
mashoz viszonyitva tetszélegesen mozoghat, ezen feliil a koordinata-tengelyek
egymashoz viszonyitva foroghatnak.
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3.3. dbra. Mozg6 koordinata-rendszerek

A KR2 koordinata-rendszernek a KR1-hez viszonyitott legaltalanosabb
mozgasat két fontos mennyiséggel irjuk le: a két origd relativ mozgéstorvé-
nyével (a relativ helyvektor idéfiiggvényével) és a KR2-nek a KR1-hez viszo-
nyitott szogsebességével, amely szintén fiigghet az id6tol. Az alabbi jelolések
fontosak lesznek a tovabbiakban. Az értelmezést segiti a 3.3. abra.

Az Oy origénak az O;-hez viszonyitott helyvektora ﬁ(t), sebességvektora
V = R, gyorsuldsa A = V. A KR2 szdgsebessége KR1-hez képest: a(t).
A KRI1 bazisa az {€,,€,,€,} ortonormélt vektorhdrmas. A KR2 bézisa a

{€, €, €} ortonormélt vektorhdrmas.
A P pontnak a KR1-beli helyvektora:

T = x€; + Y€, + 2€, (3.21)
mozgastorvénye:
7(t) = x(t)ex + y(t)e, + z(t)es, (3.22)
A P pont helyvektora és mozgastorvénye KR2-ben:
0 = &€ + e, + (Cé. (3.23)
olt) = &(t)e +n(t)e, + (t)eéc. (3.24)

A mozgastorvények kapcsolata:

F=R+g. (3.25)
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Az id6 szerinti derivalasi miveleteket megkiilonboztetjiikk aszerint, hogy a

KR1-hez vagy a KR2-hoz viszonyitjuk a valtozé mennyiséget. Mivel az alta-

lanos relativ mozgas esetén a koordinata-rendszerek bazisvektorai mar csak a

sajat rendszeriikben allandok, az id6 szerinti derivalas fiigg attol, hogy mely

koordinata-rendszerben végezziik azt. A ponttal jelolt [ derivalds sordn a
x

KR1 bazisvektorai allanddk, a csillaggal jelolt [ derivalaskor a KR2 bézis-
vektorai allandok. Ezért példaul €, = 0, de 35 £06s e, #0, de € = 0.
A P pont sebessége és gyorsulasa a KR1-ben:

<y

=7 (3.26)
=7 (3.27)

Sy

a=

A P pont sebessége és gyorsulasa a KR2-ben:

=3¢ (3.28)

a=p=yg. (3.29)
A 3.1. tablazat osszefoglalja a fontosabb jeloléseket.

KR1 KR2
tengelyei Y, 2 £, ¢
béazisvektorai {€s, €y, €.} {€, €y, e}
origd mozgastorvénye
a masik KR-hez viszo- R(t)
nyitva
szogsebesség a masik -
KR-hez viszonyitva @)
szoggyorsulas a masik St) = 3 )

KR-hez viszonyitva

a KR1-hez képest | a KR2-hoz képest

a P helyvektora r 0
a P sebességvektora U B’
a P gyorsulasvektora a a

15 11 derivas "
az 1d6 szerinti deriva 0 0

las

3.1. tablazat. Jelolések a relativ mozgasokkal kapcsolatban

A tablazatban maradtak tires helyek. Ennek oka az, hogy el6szor igyek-
sziink a legegyszeriibb jelolésredszert hasznalni. Késébb, a fizikai alapok
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megismerését kovetden, kiegészitjiik a jeloléseket, és altalanositjuk az ered-
ményeket.

A miszaki szohasznalatban az egyik koordinata-rendszer altalaban a Fold-
hoz, épiilethez vagy egy gép allvanyahoz rogzitett, a neve "abszolut" koordinata-
rendszer (a 3.1. dbran KR1), a mésik, amely ehhez képest mozog (KR2) az
un. "relativ' koordinata-rendszer. Ezeknek az elnevezéseknek fizikai jelenté-
se nincs, kizarélag a miiszaki szohasznalatot tiikkrozik.

3.5. A forgd egységvektor

A KRI1 koordinata-rendszerben az € egységvektor forog & szogsebességgel.
Célunk megadni az egységvektor id6 szerinti megvaltozasanak gyorsasagat
("valtozasi titemét", idéderivaltjat). Az egységvektor hossza nem valtozik a
forgas soran

|€] = 1 = éllando. (3.30)

Az € egységvektor az id6 fiiggvénye, a t idépillanatban értéke €(t), egy késébbi
t + At idépontban €(t + At). A At id6 alatt az egységvektor megvaltozasa

A€ = et + At) — €(t). (3.31)
w A
-
2 At)
Ay Ae
V

3.4. dbra. A forgo egységvektor
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A ¢ sz0g megvaltozasa a szogsebesség nagysiga:
= w. (3.32)

Ha a At id6tartam kicsiny, akkor az egységvektor megvaltozasanak nagysaga
kozelitheté a hozzatartozo koriv hosszaval:

|Aé] ~ |e] - sind - Ay, (3.33)

osszuk el mindkét oldalt At-vel, majd vegytik ennek hatarértékét a At — 0,
ekkor ez a kozelités egyenloségbe megy at:

e o [AY)
A ae = 1o dim A 331
1
&] = sind - ¢ = sind - w. (3.35)

A jobb oldal éppen az & x € szorzat nagysaga. Hatarértékben a A€ iranya
megegyezik az €(t) végpontjahoz huzott érinté irdnyaval, ami azonos az el6bb
emlitett vektori szorzat iranyaval. Ezért a forgd egységvektor id6 szerinti
derivaltja a kévetkezoképpen adhatd meg:

E=d xé. (3.36)

€l

3.5. abra. A forgo egységvektor ido szerinti derivaltja
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3.6. Vektor id6derivaltja forgé rendszerben

Legyen a KR2 a KR1 rendszerhez képest & szogsebességgel forgd koordinata-
rendszer. Legyen B egy tetszOleges fizikai mennyiség (pl. hely, sebesség,
elektromos térerésség stb.) vektora. Megvizsgaljuk, milyen kapcsolatba all
ennek a vektornak a KR1-beli és KR2-beli id6 szerinti derivaltja.

A B kifejezhet6 a KR1 és a KR2 koordinata-rendszerben is:

B = B,é, + B,é, + B.é., (3.37)

B = B@; + B,&, + Bce;. (3.38)

Ne feledjiik, hogy a fizikai mennyiségek altalaban, igy a vektormennyiségek is,
koordinata-rendszertdl fliggetlenek. Példaul a hely, a sebesség, az elektromos
térerosség nem figgenek attél, hogy mely koordinata-rendszerben adjuk meg
azokat. Ezért a 3.37. és a 3.38. egyenloségek ugyanazt a B vektort adjak
meg két kiillonboz6 koordinata-rendszerben.

A B id8 szerinti derivaltja a KR1 koordinata-rendszerben megadhaté a 3.37.
és a 3.38. formula derivalasaval is:

B = B,é, + B,é, + B.¢. (3.39)
B = Beé; + B,é, + Bcéc +Beéc + B,é, + Beé, = (3.40)
B
— B+ Be@ X & + B,@ X &, + B x & = (3.41)
— B+ & x (Be@ + By, + Beé.) = B+ & x B. (3.42)
3
Osszefoglalva:
B=B+dxB. (3.43)

Egy fizikai mennyiség idéderivaltja kifejezheté a relativ forgdémozgast vég-
*

z6 rendszerben elvégzett idéderivalt (é) és a koordinata-rendszerek relativ
szogsebessége segitségével. Fz az dsszefliggés mutatja meg azt, hogy a vektor-
mennyiségek egymashoz képest forgémozgast végzo koordinata-rendszerekben
elvégzett ido szerinti derivaltjai milyen kapcsolatban allnak egymassal.
Szemléletesen azt mondhatjuk, hogy a KR1-beli derivalt megkaphaté a mennyi-
ség a KR2-hez viszonyitott derivaltjanak és a KR2 elfordulasabdl adédé meg-
véltozasnak az osszegeként. Ha a B vektor a KR2-ben dllandé lenne (ekkor
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B = 6), a KR1-hez viszonyitva akkor is mozog, mégpedig éppen azért, mert
a KR2-vel egyiitt forog. Ezt fejezi ki a 3.43. Osszefiiggésben az & x B tag.
Fontos, hogy a 3.43. 0Osszefliggés még mindig koordinata-rendszertdl fiig-
getlen. Igaz, relativ valtozasi gyorsasagokat tartalmaz, de ezek a relativ
mennyiségek megadhaték barmely koordinata-rendszerben. Azt, hogy mi-
lyen koordinata-rendszerben adjuk meg e vektorokat, a feladatok megolda-
sakor kell eldénteni. Ugy kell majd felvenni a koordingta-rendszereket, hogy
a matematikai miiveletek a legegyszeriibbek legyenek.

3.7. Kinematika altalaAnosan mozgé rendszerek-
ben

Hasznaljuk a 3.3. dbrat. A KRl1-hez képest altaldanosan mozgd KR2 szog-
sebessége W, origdjanak mozgastorvénye ﬁ(t) A helyvektorok k6zotti Ossze-
fliggés:

F=R+0 (3.44)
A sebességvektorok kozotti dsszefiiggés v = 7 = R+o=V+ 3 +dx 0=
V+B+axa (a 3.43. Osszefiiggés felhasznalasaval) igy irhato:

T=V+3+3x3 (3.45)

Ha a tomegpont a KR2-ben nyugszik, azaz E = 0, a KR1-hez képest akkor is

snoon

mozog V+adx 0 sebességgel, szemléletesen a KR2 "magéval viszi", "szallitja'"
a hozza visznyitva nyugvo tomegpontot.

3.7.1. Definicié (Szallitésebesség) Szallitésebesség: a KR2 rendszer szal-
litosebessége a KR1-hez viszonyitva

Ty =V +& % 7, (3.46)

ha a KR2 orig6janak sebessége V és a KR2 szogsebessége  a KR1-hez
képest.

A két koordinata-rendszerben szamitott sebességek kapcsolata tehat:

—

U=, + . (3.47)

A gyorsulasok kapcsolatanak meghatarozasahoz a 3.45. Osszefiiggést derival-
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juk az id6 szerint.

T=a=V+F+(@xd= (3.48)
—A+B+OXF+EXTHTXF= (3.49)
— A+ A+ BXPHEXT+TX( F +Bx 7) = (3.50)

—

3
A+@+TXPHEXTHBX[+Tx (@ xd) = (3.51
A+@+20X[+EXF+T x (& x 7) 3.52)

Osszefoglalva és rendezve:

Q=A+Exg+@x (&% 0)+ 20 x B+ a. (3.53)

3.7.2. Definicié (Coriolis-gyorsulds) Az & szogsebességgel forgd koordinata-
rendszerben a (3 sebességgel halad6 tomegpont esetén a Coriolis-gyorsulas:

i =23 % 5. (3.54)

3.7.3. Definicié (Centrifugilis gyorsulds) Az @ szogsebességgel forgd koordindta-
rendszerben a centrifugalis gyorsulas

ey =W X (W X Q). (3.55)

3.7.4. Definicié (Széllitoégyorsulas) Széllitdégyorsulds: a KR2 rendszer szal-
litogyorsulasa a KR1-hez viszonyitva

Gy = A+ EX F+T x (3 x 9), (3.56)
ha a KR2 orig6janak gyorsulasa ff, a KR2 szogsebessége & és szoggyosulasa

£ a KR1-hez képest.

A tomegpont KR1-beli és KR2-beli gyorsulasvektorai kozotti osszefiiggés
ezekkel igy irhato:
a = ds, + dc + a. (3.57)
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Torténeti okokbol a Coriolis-gyorsulas nevii tag nem szerepel a szallitogyor-
suldsban. Pedig, ha a tomegpont gyorsuldsa a KR2-hoz viszonyitva nulla
(a = 6), akkor a KR1-hez viszonyitott gyorsuldsa nem d,,, hanem d,, + dc.
A Coriolis-gyorsulas a forgd Foldon a tobbi taghoz viszonyitva nagy, ebbol
ered jelentOsége.

3.8. Dinamika altalanosan mozgd6 rendszerek-
ben

A dinamika alapegyenlete inerciarendszerben F =ma. Egy inerciarendszer-
hez képest altalanos mozgast végzo koordinata-rendszer esetén ez az egyenlet
igy irhaté a 3.53. Osszefliggés felhasznalasaval:

F=m(A+&x §+@x (& x0)+23x F+a), (3.58)
atrendezve:
F—mA—méxg—max (&% d) —2md x §=ma. (3.59)

A 3.59. egyenlet bal oldalan szerepld, tomeget és a KR2-nek a KR 1-hez viszo-
nyitott mozgasat jellemzo mennyiségeket tartalmazo tagok a tehetetlenségi
(inercia) erék (1d. 3.3.1. definicid, 63. oldal).

3.8.1. Definicié (Coriolis-eré) A Coriolis-ero:

Fo = —2ma@ x §. (3.60)

3.8.2. Definicié (Centrifugélis eré) A centrifugélis eré:

—

Fop=—md x (& x 0). (3.61)

3.8.3. Definici6é (Euler-eré) Az Euler-er6:

Frouier = —mA — mé x 0. (3.62)
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A gyorsulé mozgast végz6 koordinata-rendszerek az inerciaerck jelenlété-
rol ismerhetok fel. A bevezetett jelolésekkel gyorsuld koordinata-rendszerben
a 3.59. mozgasegyenlet igy is irhato:

F+ Fo + Fop + Fpyer = ma. (3.63)

3.9. Inerciarendszerek relativ mozgasa

Az eddigiek alapjan kimondhat6 az alabbi fontos tétel.

3.9.1. Tétel (Inerciarendszerek relativ mozgasa) Minden inerciarendszer
egyenes vonali egyenletes transzlaciot végez barmely mas inerciarendszerhez
viszonyitva.

Bizonyitds. A bizonyitast két iranyban kell elvégezni.

Meg kell mutatni, hogy ha IR1 inerciarendszer, és IR2 egyenes vonali egyen-
letes transzlacidt végez hozza viszonyitva, akkor IR2 is inerciarendszer. Ez
kovetkezik a Galilei-féle relativitési elvbol (3.2.1. tétel).

Masrészt azt kell belatni, hogy ha IR1 és IR2 egyarant inerciarendszerek,
akkor biztosan egyenes vonali egyenletes transzlaciét végeznek egymaéashoz
viszonyitva. Ez indirekt médon bizonyithato. Ha IR1 inerciarendszer, és IR2
gyorsulé mozgéast végezne hozza képest, akkor IR2-ben a mozgasegyenlet nem
F =ma alakt, hanem 3.59. alaki, igy IR2 nem lehetne inerciarendszer. Eb-
bol kovetkezik, hogy két inerciarendszer relativ mozgasa csak egyenes vonali
egyenletes transzlacio lehet. ]

Gondolkodtatoé kérdések

1. Mekkora szoget zar be a fiiggélegessel a Foldon vizszintes egyenes men-
tén egyenletesen gyorsulé mozgast végzd vonat menyezetéhez rogzitett,
nyugvo matematikai inga? A gyorsulas nagysaga a.

2. Mekkora a Fold szogsebességének nagysaga? Valtozik-e, és ha igen,
mekkora lehet a Fold szoggyorsulasanak nagysaga?

3. Az el6z6 kérdésre adott valaszok alapjan indokolja, hogy a forgd Foldon
megvalosuld "szokasos" mozgasok esetén miért nagy a 3.53. Osszeflig-
gésben a Coriolis-gyorsulas a tobbi taghoz képest, és ezzel egyiitt a
3.59. egyenloségben a Coriolis-er6 a tobbi inerciaerohoz képest!
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3.10. Szamitasi példak (relativ mozgas)

3.10.1. Feladat. Tervezzen olyan eszkozt, amelynek segitségével egy viz-
szintes talajon egyenes vonali egyenletesen valtozé mozgést végzo vonat
gyorsulasanak mérését szogmérésre lehet visszavezetni!

Megoldds

Az a gyorsulassal mozgd vonatban egy m tomegl anyagi pontra F, = ma
nagysagu tehetetlenségi er6 hat a gyorsulassal ellentétes iranyban. Egy anya-
gi pontbdl készitstink matematikai ingat (fondlingat)! Példaul egy kis csavar-
anyara kossiink cérnat, és a cérna végét rogzitsiik a fej f6lotti csomagtartéhoz.
Még a vonat &ll6 (vagy egyenes vonali egyenletes mozgést végzs) allapoté-
ban rogzitsiink szogmérot az inga mogé. Ha a vonat gyorsul vagy lassul, a
fonalinga kitér, a kitérés szogét leolvashatjuk. Adjuk meg, hogyan kaphat6
meg a leolvasott szog értékébol a vonat gyorsulasal

:a Ffonal

F,=ma
Fy=mg

3.6. abra. Az inga helyzete és a ra hato erdk a gyorsuld vonatban

Az erok egyensulyabol

Mg =Fronar - coOsa, ma = Fiopg - sin (3.64)
a :sina (3.65)

g cosa
— a =¢gtana (3.66)
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Pontrendszerek dinamikaja

A pontrendszerek dinamikaja érdekes és fontos fejezete a mechanikdnak.
Ennek segitségével jol targyalhaté példaul a bolygdk mozgéasa, a nagy ré-
szecskeszamu rendszerek (pl. gézok), vagy bizonyos tobb testbdl allé rezgé
rendszerek viselkedése. Ennek a fejezetnek a célja, hogy a pontrendszerek
dinamikéjanak alapfogalmait megismerve elokészitsiik a merev testek dina-
mikajat.

4.1. A pontrendszer

4.1.1. Definicié (Pontrendszer) Pontrendszernek nevezziik azt a mecha-
nikai rendszert, amely kizarolag tomegpontokbdl all.

Ez a definicié altalanos, nem tartalmazza a merevség feltételét, tehat

ebben a fejezetben olyan pontrendszerekrdl esik szo, amelyekben a tomeg-
pontok egymashoz képest tetszolegesen mozoghatnak, azaz egymastol mért
tavolsaguk nem allando.
A pontrendszereket jellemz6 mennyiségek szoros analdgiat mutatnak a to-
megpontok jellemzésére hasznalt mennyiségekkel. A rendszerben taldlha-
t6 minden egyes tomegpontnak van helyvektora, tomege, sebessége, gyor-
suldsa, impulzusa, mozgasi és helyzeti energidja, impulzusnyomatéka. A
rendszerre jellemzé mennyiségek gyakran ezek Osszegzésével allnak el6. Le-
gyen a pontrendszert alkotd tomegpontok szama n, a tomegpontok halmaza:
{P1,Py,...,P,} ={P;}izc1..n- A kovetkez6 jeloléseket fogjuk hasznalni:

75
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A tomegpontok helyvektorai:
A tomegpontok tomegei:

A tomegpontok statikai nyomatékai:

A tomegpontok sebességvektorai:
A tomegpontok gyorsulasvektorai:
A tomegpontok impulzusa:

A tomegpontok mozgasi energidja:
A tomegpontok helyzeti energidja:

A téomegpontok impulzusnyomatéka:

A pontrendszer egészét jellemzd mennyiségek:

A pontrendszer tomege:

A pontrendszer statikai nyomatéka
A pontrendszer impulzusa:

A pontrendszer mozgasi energidja:

A pontrendszer helyzeti energidja:

A pontrendszer impulzusnyomatéka:

Fl,FQ,...,Tn.
Till,cng,...,_’mn.
5.5, 5,
U1, Vg, ..., Up.
Q... ., d.
LDy L.
T, Ty, ... Ts.
Uy, Us, .., Us.
N, Ny ... N,
m =", m;.
§=5,8
=iz L
T=3uLT
U:Z?lel
N = i=1 Vi

4.1. dbra. A pontrendszer megadésa

4.2. Statikai nyomaték, tomegkozéppont

Emlékeztetoiil idézziik fel egy tomegpont statikai nyomatékanak fogalmat

(statikdbdl mar tanultuk).

4.2.1. Definicié (Tomegpont statikai nyomatéka)

Egy P tomegpont A

pontra vonatkozo statikai nyomatéka a tomegének és A ponthoz viszonyitott
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relativ helyvektordnak szorzata, a jele Sa

gAp:mFAp:m(Fp—FA). (4.1)

A statikai nyomaték vektormennyiség, a mértékegysége kgm. A tomeg-
pont statikai nyomatékanak irdnya megegyezik a vonatkoztatasi pontbdl (A)
a tomegponthoz (P) mutaté relativ helyvektor irdnyaval. A statikai nyoma-
ték fligg attol, hogy mely pontra szamitjuk, ezért altalaban S # S, ha A
és B a tér kiillonb6z6 pontjai.

Sap = mTap

P,m

rap=Tp —T4

A

4.2. dbra. A tomegpont statikai nyomatéka

4.3. abra. A tomegpont két kiilonbozé pontra vonatkozd statikai
nyomatéka, figyeljik meg: rgp = rga + rap
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4.2.1. Tétel (Tomegpontok statikai nyomatékainak osszefiiggése) Egy t6-
megpont két kilonboz6 (A és B) pontokra vonatkoztatott statikai nyomaté-
kai kozott fennall az

§B:§A+mFBA (42)

Osszefliggés.
Bizonyitds. Az A, B és P pontok relativ helyvektoraira igaz a kovetkezo:
Tep = Tpa + Tap (4.3. dbra).
Sp = migp = m(Fpa + Fap) = Mg + mMiap = Mg + Sa (4.3)
O
4.2.2. Definicié (Pontrendszer statikai nyomatéka) KEgy pontrendszer A

pontra vonatkozo statikai nyomatéka a pontrendszert alkoté tomegpontok A
pontra vonatkozo statikai nyomatékainak osszege:

Sa = Z S ai (4.4)

4.4. dbra. A pontrendszer statikai nyomatékahoz
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4.2.2. Tétel (Pontrendszer statikai nyomatékai) Egy pontrendszer két kii-
16nb6z6 (A és B) pontokra vonatkoztatott statikai nyomatékai kozott fennall
az

gB :§A+mFBA (4.5)

Osszefliggés.

Bizonyitas. Felhasznaljuk az 4.2.1. tételt.

Sp = Z Spi = ZmiFBi = Zmi(FBA + 7a;) = Y _(MiTFpa + mTa;) =

ZmiFBA + ZmiFAi = (Zmi)FBA + §A =mrga + gA.
(4.6)
O]

4.2.3. Definicié (Pontrendszer témegkozéppontja) Egy pontrendszer t6-
megkozéppontjanak nevezziik azt a pontot, amelyre a pontrendszer statikai
nyomatéka nulla.

A tomegkozéppont jele: T. A tomegkozéppontot a helyvektoraval adjuk
meg, ennek jele: 7.

4.2.3. Tétel (Pontrendszer tomegkozéppontjanak helyvektora) Egy pont-
rendszer tomegkozéppontjanak helyvektora a koordindta-rendszer origdjara
szamitott Sp statikai nyomaték segitségével megadhato:

Tr = —. (4.7)

Bizonyitas. A 4.2.2. tételben a B pont szerepét vegye at a koordinata-
rendszer O origdja, az A pont szerepét pedig a T tomegkdzéppont, mely-
nek helye egyelére ismeretlen. Az 7or jelolheto 7p-vel is, mert az O origd
helyvektora épp a nullvektor.

§O = §T + mrr (48)

Definici6 szerint Sy = 0, {gy az allitds azonnal adédik. O
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Egy pontrendszer tomegkozéppontjanak helyvektora a statikai nyomaték

« s ez

rp= 50 _ Zaify (4.9)
m m

Ez az Osszefliggés azért fontos, mert olyan mennyiségeket tartalmaz, melyek
a koordinata-rendszer kivalasztdsa utan adottak, igy a tomegkozéppont helye
konnyen kiszamithato.
Vegyiik észre, hogy ha az 7 helyre egy m tomegii pontszerii testet helyeziink,
annak a statikai nyomatéka (barmely pontra vonatkozéan) megegyezik az 7
tomegkozéppontt, m Ossztomegii pontrendszer statikai nyomatékaval. Azt
mondjuk, hogy a pontrendszer a statikai nyomaték szempontjabol egyenér-
tékll az rp helyen levé m tomegl tomegponttal. A pontrendszer a statikai
nyomaték szempontjabdl helyettesithetd az rp helyen levé m tomegl tomeg-
ponttal.

4.3. Tomegkozéppont és sulypont

A tomegkozéppont és a stulypont fogalma lényegesen eltér egymastol.

A toémegkozéppont az a pont, amelyre egy pontrendszer (vagy kiterjedt test)
statikai nyomatéka nulla.

A silypont a pontrendszerre (vagy kiterjedt testre) haté nehézségi (altalé-
nosabban gravitaciés) eré eredjének tamadéspontja.

Ez a két pont egybeesik a Fold felszinén talalhato testek esetén. Nem es-
nek egybe akkor, ha a testre hatd gravitaciés er6 a testen beliil jelentésen
valtozik. Ez két esetben lehetséges: akkor, ha a test igen nagy méretii (pl.
bolygdk és holdjaik, vagy kettdscsillagok kolesonhatdsa esetén), és akkor, ha
a gravitaciés mezé kis tavolsdgokon belil is jelent6sen valtozik (pl. feltehe-
toen neutroncsillagok és fekete lyukak kozelében, bar ezt személyesen még
senkinek sem volt lehetésége megvizsgalni, csak kozvetett tudasunk van er-
re vonatkozéan). Az emlitett esetek foldi kériilmények kozott, a szokdsos
méretli gépek, testek esetén nem fordulnak el6. Emiatt igen jo kozelitéssel
azt mondhatjuk, hogy a miiszaki alkalmazasokban a tomegkdzéppont és a
stulypont egybeesik.

Ennek az a kdévetkezménye, hogy a miiszaki szohasznalatban, sét sokszor a
fizikaban is a tomegkozéppont és a silypont kifejezések szinonimaként hasz-
nalatosak. Ez altalanosan elfogadott, nem hiba. Tovabbi folyoménya ennek a
szOhasznalatnak, hogy a jelolés néhol S, mashol T a magyar szakirodalomban.
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Jegyzetiinkben ragaszkodunk a fogalmi tisztasaghoz, ezért kovetkezetesen t6-
megkozéppontrél beszéliink, és a T betiit hasznaljuk a jeldlésére. A szamolasi
gyakorlatokon, és altaldban az élébeszédben hasznaljuk és elfogadjuk mind-
két kifejezést.

Megjegyzendd, hogy a fentiek nem mentenek fel senkit az aldl, hogy a tomeg-
ez a természettudomanyos és miiszaki életpalyara késziilo didkokra.

Még két vonatkozasat kell emliteniink a témakornek.

A kozépiskolas matematikaban is talalkozunk a sulypont fogalmaval, amely
haromszogek esetén a silyvonalak metszéspontja. Homogén tomegeloszlasu
és elhanyagolhat6 vastagsagu lemezek esetén ez egybeesik a fizikai értelem-
ben vett sulyponttal és tomegkozépponttal. Fogalmi szempontbdl azonban
teljesen mas, mert itt nincs sz6 sem tomegrol, sem erorol, tehat ez tisztan
matematikai fogalom.

A szilardsdgtanban a rudak vizsgdlatakor szokds a keresztmetszetek stly-
pontjarol beszélni. Ez is matematikai értelemben vett silypont, ugyanaz,
mint a haromszog sulypontja, csak altalanos alakban.

Mindkét esetrél elmondhatd, hogy a névazonossag természetesen nem vélet-
len, torténeti okai vannak. Ha egy vékony, egyenletes vastagsagi, homogén
tomegeloszlast lemezt a matematikai sulypontjaban alatamasztunk, akkor
egysnulyban marad. Azonban, ha a lemez valtozd vastagsagu, vagy a tomeg-
eloszlasa nem homogén, akkor ez mar nem teljestil.

4.4. A pontrendszerre haté erdk csoportosita-
sa

A tomegpontok rendszerére hato ercket célszeru két csoportra osztani, ezek

a kiilso és a bels6 erok.

4.4.1. Definicié (Kiils6 er6) Kiils6 erének nevezziik a kérnyezet altal a
pontrendszer valamely tagjara (tomegpontjara) kifejtett erét.

A kiils6 erdék jelolésében megadjuk annak a tomegpontnak a sorszamat,
amelyre az eré hat. Példaul a kornyezet altal a P, tomegpontra kifejtett ero
jele Fi, a P; tomegpontra kifejtett erdé pedig F;.

4.4.2. Definicié (Bels6 erd) Belso erének nevezziik a pontrendszer vala-
mely tagja altal egy masik tagra kifejtett erét.

A belsé erck jelében két index taladlhatd, az elsé megadja, hogy mely



82 4. . PONTRENDSZEREK DINAMIKAJA

tomegpont fejti ki az erét, a masodik index megadja, hogy melyikre. Példaul
a P; tomegpont altal a P, tomegpontra kifejtett ero jele ﬁlg, a P; tomegpont
altal a P; tomegpontra kifejtett erd jele pedig ]3”

A belso erokrdl a tapasztalat alapjan feltessziik, hogy centralisak, iranyuk
megegyezik a relativ helyvektor irdnyaval:

FylI7. (4.10)

Ez szemléletesen azt jelenti, hogy a bels6é erck vagy vonzo vagy taszito iréa-
nyuak, a két pontot 0sszekoto szakasszal parhuzamosak, nincs arra meroleges
Osszetevijilk. Annak, hogy a belsé erok centrélisak, késobb nagy jelentGsége
lesz a perdiilet vizsgalata soran.

A dinamika harmadik alapelve, a hatas-ellenhatas torvénye szerint ﬁij =
—F’ﬂ Ez a két er6 nem azonos pontban hat, de nagysaguk egyenld, hatas-
vonaluk kozos (azért, mert centralisak!), és iranyuk ellentétes. Kordbban
hangsulyoztuk, hogy ez a két eré egy tomegpontra vonatkozoan soha nem
egyenlitheti ki egymast, mert nem ugyanarra a pontra fejtik ki hatasukat.
Pontrendszer esetén, ha az 6sszes tomegpontra végezziik majd az erdk 0sszeg-
7ését, és az erOknek a teljes pontrendszerre kifejtett hatasat vizsgaljuk, akkor
ki fogjuk hasznalni, hogy F;j + F;Z = _;j — F;j =0

4.5. dbra. Példak a pontrendszer elemeire hato erdkre

4.5. Pontrendszer impulzusa

4.5.1. Tétel (Pontrendszer impulzusa) Egy pontrendszer impulzusa meg-
adhato a tomegének és a tomegkozéppontja sebességének szorzataként.

I = mir. (4.11)
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Bizonyitas.

I = Zm,-@ = Zmlﬁ = <me> (mrp) = mu;. (4.12)

%

4.6. Impulzustétel, tomegkozéppont tétele

4.6.1. Tétel (Impulzustétel pontrendszerre) Egy tomegpontokbdl allé rend-
szer impulzusat csak a kiilso er6k valtoztatjak meg. A rendszer teljes impul-
zusanak ido szerinti megvaltozasa egyenlo a kiils6 erok ereddjével.

=Y F (4.13)

Bizonyitds. A pontrendszer egy kivalasztott P; pontjanak mozgasegyenlete:

J#]
Ez minden ¢ = 1...n indexre teljesiil, igy a teljes pontrendszer tagjaira

Osszesen n darab ilyen egyenlet irhato fel. Adjuk Ossze ezeket az egyenleteket
(azaz végezzik el az Osszegzést i-re is):

SR+ Y Fy=Ymi (4.15)

0,J,17]
A St F;u Osszegben fellép minden indexkombinacié, ezért minden Z*:)’,-j
tagnak szerepel benne az ellentett ﬁ parja, mellyel 6sszeadva nulla az ered-

mény. Ezért > F; ; = 0. Ezzel kapjuk a kovetkezd egyenlOséget:

1,5,0#]
ZF’,-:Zmid}:Zmﬁ); Zm ;) = (4.16)
]

A pontrendszerekre vonatkozé impulzustétel jelentésége igen nagy. Alap-
jat képezi a szerkezetek dinamikajanak, az iitkozések elméletének, és szamos
mas fontos miiszaki feladat targyaldsanak. Az impulzustétel alapjan megfo-
galmazhatd a tomegkozéppont tétele.
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4.6.2. Tétel (A tomegkozéppont tétele, silyponttétel) Egy pontrendszer
tomegkozéppontja gy mozog, mintha a teljes pontrendszer tomege itt lenne
egyesitve, és a kiilsé erék erre a pontra hatnanak.

Bizonyitds. Induljunk ki az 4.6.1. impulzustételbdl:

Az egyenléség sor utolséd tagjat hasonlitsuk ssze a tomegkdzéppont helyvek-
toraval (7°r)):

o > T
rr = .
m

(4.19)

Leolvashato, hogy a fentebb megkezdett egyenléség sor igy folytathato:

me = (mrp) = mry. (4.20)

]

4.7. Az impulzusnyomaték

Az impulzusnyomatékot perdiiletnek és impulzusmomentumnak is nevezik.

A pontrendszer impulzusnyomatéka, ahogy korabban lattuk, az egyes tomeg-
pontok impulzusnyomatékainak 6sszegeként adhaté meg. Példaul a koordinata-
rendszer O kezdopontjara vonatkoz6 impulzusmomentum: NO = > NOZ =
T X IZ. Altalanos esetre adjuk meg a kovetkezd definiciét.

4.7.1. Definicié (Pontrendszer impulzusnyomatéka) A pontrendszernek
egy tetsz6leges B pontra vonatkozé impulzusnyomatéka (impulzusmomentu-
ma, perdiilete):

Ng = ZﬁBi =>"(F, — ) x L. (4.21)

i

Ebbdl a definici6bdl azonnal megallapithaté, hogyan fiigg 6ssze az origora
és egy tetszoleges pontra szamitott impulzusnyomaték.
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4.7.1. Tétel (Pontrendszer impulzusnyomatéka kiilonb6z6é pontokra) Egy
pontrendszernek a koordinata-rendszer origdjara és egy tetszoleges B pontra
szamitott impulzusnyomatéka kozott az alabbi osszefiigés all fenn:

NB = ]\70 — mFB X ’(7T. (422)

Bizonyitas.

N = 3207 = 7p) x L= 37 x [ = 3 7p x i =

No — 75 x 3" I, = No — g x I = No — mig x . (4.23)
Felhasznéltuk a 4.5.1. tételt. O]

4.7.2. Tétel (Az impulzusnyomaték tétele, perdiilettétel) Egy témegpont-
rendszer Np impulzusnyomatékat a kiils6 erék Mp forgatényomatékainak
eredoje valtoztatja meg.

— —

Np = Mp. (4.24)

Bizonyitds. Késobb felhasznaljuk majd egyetlen tomegpont mozgasegyenle-
tét: ) )
J

Induljunk ki a pontrendszer impulzusnyomatékanak derivaltjabol, figyelembe
véve a 4.7.1. definiciot, és végezziik el rajta azonos atalakitasok sorat:

i J
- (TZ_TB)XF’;_}'Z(?:;_FB)XZF:]Z
7 % J
=S — ) x By 4+ Y (7 —7B) x Fy; (4.26)

i 1,J,iF]
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a kettos 0sszeget masképp irjuk, igy lathato lesz, mely tagok ejtik ki egymaést

—Z —T’B XF—FZ( i—FB)XF}i—i—(T_’}—FB)XEj)

7<t
—Z 75) x Fy+ 3 (7 = ) x Fji + (7 — 75) x (—Fj:))
J<t
—Z T —TB) ><F+Z( s — T =T +7B) Xﬁgz)
Jj<i =
0
=3 7= ip) x B+ 3 (7 — 7) x Fy;
7 N——
I< 0 mert a belsé er8k centralisak: FjiHﬁjz‘
F; = Mp. (4.27)

= (7 -7

A bizonyitds soran belattuk, hogy a belsé erck forgatényomatéka tetszoleges
(B) pontra nulla. Ez éppen az a kettds 0sszeg, amirdl kideriilt, hogy eltiinik.
[



5.

A merev test kinematikaja

5.1. A merev test fogalma

5.1.1. Definicié (Merev test) A merev test olyan idealizélt test, amelynek
barmely két pontja kozotti tavolsag allandé.

A merev test belso szerkezetére vonatkozoan két elképzelést is hasznalha-
tunk. Mindkett6 elfogadott, és elterjedten hasznalt a természettudomanyban
és a miiszaki tudomanyban.

A merev test felfoghato olyan pontrendszerként, melynek pontjai allan-
d6 tévolsagra vannak egyméastél. Ugy is mondjuk, hogy diszkrét (elkiilonii-
16, nulla méretii "csomagocskakba" rendezett) tomegeloszlastinak képzeljiik
a testet. Ekkor 4. fejezetben foglaltak kozvetleniil alkalmazhatdk ra. Ter-
mészetesen annal tobb is, hiszen a részecskék allandé tavolsagabol tovabbi
allitasok is kovetkeznek.

Mas felfogasban a merev testet elképzelhetjiik ugy, hogy az anyaga foly-
tonosan (szakaddsok, hézagok nélkiil) tolti ki a teret.

5.1.2. Definicié (Kontinuum) Kontinuumnak nevezziik azt a testet, amely-
nek anyaga folytonosan tolti ki a teret.

Tudnunk kell, hogy mindkét felfogas idealizacié. A kontinuum szemlélet
nem "valésagosabb', mint a pontrendszer, mert a valosagos testekben igen sok
makroszkopikus, mikroszkopikus és szubmikroszkopikus (atomi méretii) tires
hely van jelenlegi ismereteink szerint. Gondoljunk csak arra, hogy egyetlen
atom atméréjének nagyjabol tizzezred része az atommag atmérdje, a térfoga-
ta tehat (1000) = 10'%-szér (billidszor, ami milliészor milli6) kisebb, mint az
atomé. Ugyanakkor az atom tomege majdnem teljes egészében az atommag-

87
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ba 6sszpontosul. Az atommag koriil elektronok tartézkodnak (rendszamtol
és kémiai allapottoél fliggd szamban), melyek 6ssztomege az atommag tomegé-
nek jéval kevesebb, mint ezredrészét teszi ki . Minden atom belsejében tehat
(akér klasszikus, akdr kvantummechanikai gondolkodasméddal képzeljiik el),
az atommag koriil taldlhato egy elképesztoen nagy tomegsiriiség-ugras. Az
atommag stirtisége (billiomod résznyi térfogat, amiben ezerszeres tomeg 6ssz-
pontosul) legaldbb ezerbilliészor, azaz 1 000 000 000-szor nagyobb a kortlotte
levé elektronfelhd atlagos stirtiségénél. Mechanikai szempontbdl azt lehet te-
hat mondani, hogy az elektronfelh$ szinte "iires' az atommaghoz képest. >
Nagysagrendileg azt lehet mondani, hogy egy atom belsejében tobb kicsi t6-
megslirliségti, "iires hely" van, mint amennyit anyaggal (a testek tomegének
99.99%-4t adé atommaggal) kitoltottnek lehet képzelni. Tovabba gondolha-
tunk szilard testek esetén a mikrorepedésekre, racshibakra, zarvanyokra.

Mindezekkel egyiitt, a kontinuum szemlélet kdzelebb all a miiszaki gondol-
kodashoz, és jobban tamogatja azt, mert a szamitasok jelentds része szem-
pontjabol elegend6 csak az anyag mikroszerkezetére vonatkozé feltételeket
tenni. Amikor kontinuumként képzeliink el egy szilard testet, akkor azt fel-
tételezziik, hogy tomegstirtisége folytonos fliggvénnyel adhatdé meg. Ezzel
majd a dinamikaban foglalkozunk részletesebben.

A diszkrét és a folytonos modell targyalasdnak matematikai formalizmusa
is eltér egymastol. Diszkrét tomegeloszlasiu (tehat pontrendszernek képzelt)
test esetén a teljes testre vonatkoz6 mennyiségeket (példaul az 6ssztomeget)
egyszeri Osszegzéssel allitjuk el6. Ebbdl kovetkezden a tételek megfogal-
mazasaban és bizonyitasaban is Osszeadasokat hasznalunk, ami a legtobb
tanulé szaméra konnyebben atlathato, értelmezheto. Folytonos tomegelosz-
las feltételezése esetén az Osszegzések helyett integralast kell alkalmazni. Ez
elvi szempontbdl nem sokban kiilonbozik ugyan az 6sszegzéstol, mégis for-
malizmusa kevésbé attekinthetonek tiinik azok szamara, aki még nem sokat
foglalkoztak vele.

Ebben a jegyzetben nagyrészt mégis a kontinuum szemléletben targyaljuk
a merev testekre vonatkozo 6sszefliggéseket, mert igy olyan végformuldkat le-
het kidolgozni, melyek a mérnoki munkaban kozvetleniil alkalmazhatdk. Az
olvasonak segithet a tananyag kontinuummechanikai részének elvi megérté-
sében, ha visszatekint a pontrendszerekre megfogalmazott tételekre, és az
ottani Osszegzések helyébe (a matematikai precizitast atmenetileg hattérbe
szoritva) integralasokat gondol.

L A hidrogén 1-es témegszamu izotépja esetén ez az arany 1/1836 ~ 0.00054, minden
mas atom, ion esetén ennél kisebb.

2Erdemes elgondolkodi azon, hogy mégis, az 6sszes kémiai és biokémiai jelenség lezajla-
sat ennek az elhanyagolhaté tomegi elektronrendszernek a térvényszeriiségei szabjak meg,
beleértve az él6 szervezetek kémiai miikodését is.
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5.2. Relativ hely-, sebesség-, gyorsulasvekto-
rok

Ha a merev test két tetszleges pontja A és B, ezek helyvektorai 74 és 7,
akkor a fenti definici6 matematikai megfogalmazasa

|7a| = dap = dllands, (5.1)

ahol az 74p az A-bdl a B pontba mutato relativ helyvektor .

A
4 TAB
\ y
g B
x
5.1. 4bra

5.2.1. Definicié (Relativ helyvektor) Ha A és B a merev test két tetszé-
leges pontja, akkor az A pontbdl a B pontba mutaté relativ helyvektor

TAp =TB —TA. (5.2)

A 5.1. abra mutatja ezeket a vektorokat. Megjegyzendd, hogy a B pont-
boél az A pontba mutato 7'z relativ helyvektor is értelmezett, és rpq4 = —7aB.
A merev test tetszoleges A és B pontjainak sebességvektorai

Ua = T4, U5 = Tg. (5.3)
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5.2.2. Definici6é (Relativ sebességvektor) A merev test két, tetszbleges A
és B pontjainak relativ sebességvektora

Tap = Up — a. (5.4)

5.2.1. Tétel (A relativ sebességvektor eléllitasa) A relativ sebességvektor
a relativ helyvektor id6 szerinti elsé derivaltja

Tap = Fap. (5.5)

Bizonyitds. A 5.2. és 5.4. definici6kbdl, valamint a derivalas szabdlyaibdl
kovetkezik:

?AB = (FB _FA).:;'B—’I'?A :173—17,4 :QTAB. (56)
]

A merev test A és B pontjainak gyorsulasvektorai @4 = Us,dp = Up.

5.2.3. Definicié (Relativ gyorsulasvektor) A merev test két, tetsz6leges A
és B pontjainak relativ gyorsulasvektora

Gup = dp — da. (5.7)

5.2.2. Tétel (A relativ gyorsuldsvektor eléllitasa) A relativ gyorsuldsvek-
tor a relativ sebességvektor ido szerinti els6 derivaltja, a relativ helyvektornak
id6 szerinti masodik derivaltja:

dap = VB = TaB- (5.8)

Bizonyitds. A 5.2., 5.4., 5.7. definicidk és a derivalas szabalyai alapjan, az
5.2.1. tétel bizonyitdsdnak mintdjara konnyen belathato. [
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5.3. A merev test szabadsagi foka

5.3.1. Tétel (A merev test szabadési foka) A szabad merev test szabadsagi
foka 6.

Bizonyitds. Azt szamoljuk 6ssze, hogy hany fiiggetlen adat sziikséges a merev
test térbeli helyzetének egyértelmii megadasdhoz. Abbdl indulunk ki, hogy
a merev test harom, nem egy egyenesbe esé A, B, C pontjanak rogzitésével
a test helyzete egyértelmiien megadhato a térben. Ez a merev test definici-
6jabol kovetkezik. Ugyanis egy negyedik pontnak a rogzitett harom ponttol
mért tavolsagai adottak, mialtal a helye egyértelmiien meghatarozott. Az A,
B, C pontok helyvektorainak koordinatai osszesen 9 skalar adat:

T A B o
Fa= |ya|.T8= |ys|.Tc = |yc| . (5.9)
ZA ZB ZC

Mivel ezen pontoknak egyméstol mért tavolsaga allandd, harom egyenlet
teremt Osszefiiggést az adatok kozott.

|FAB| = |FB - FA| =daB
[Fac| = [T — Tal = dac (5.10)
[7c| = |7c — 78| = dBc

Minden 6sszefiiggés eggyel csokkenti a fiiggetlen skalar adatok szamat, igy a
harom pont térbeli helyzetét 6 fiiggetlen skalar adat hatarozza meg. Ha to-
vabbi pontot adunk a rendszerhez, akkor az tijabb pont harom koordinataja
koziil mar egyik sem fiiggetlen adat, mert az el6z6leg elhelyezett pontoktol
mért tdvolsdgok meghatdrozzak azokat. Igy tetszéleges szdmd pontot hoz-
zdadhatunk a merev testhez anélkiil, hogy none a helyzetének megadasdhoz
sziikséges fiiggetlen skalar adatok szama. Ebbdl az allitas kovetkezik. ]

Ha egy masik test korlatozza a merev test mozgasat, akkor a szabadsagi
fokok szama kevesebb is lehet. A fontosabb esetek az alabbiak:

o Ha a merev test egy pontja rogzitett a térben, akkor a szabadsagi fokok
szama 3, mert harom darab szog adattal megadhatd a test helyzete.

o Ha a merev test két pontja rogzitett a térben, akkor csak a két pont
altal meghatarozott egyenes koriili elfordulast jellemzo egyetlen adat
sziikséges a térbeli helyzet megadasahoz, igy a szabadsagi fokok szama
1.
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o Sikmozgas esetén, amikor a merev test minden pontja csak parhuzamo-
san mozoghat egy adott sikkal, a szabadsagi fokok szama 3. Ekkor egy
tetsz6leges pontnak a sikra vett vetiiletének a helyét kell megadni (2
adat), és a ponton keresztiil, a sikra meréleges tengely koriili elfordulast
(1 adat).

A kovetkezokben a merev test definicidja alapjan barmely két pontja kozotti
relativ helyvektort ismertnek tekintiink.

5.3.1. Kiegészités: a merev test szabadsagi fokardl

A szabad merev test szabadsigi fokat méas dton is ki lehet szamitani, de ez kevéshé élta-
ldnos, csak a tomegpontokbdl allénak képzelt merev testre alkalmazhaté kozvetleniil. Itt
kiilon figyelmet kell forditani a fliggetlen kényszerfeltételek Osszeszamlalasara.

Az N darab tomegpontbdl allénak képzelt szabad merev test szabadagi fokat ugy hataroz-
hatjuk meg, hogy az N db szabad tomegpont szabadsigi fokdb6l (3N) levonjuk a merev

e s

alland6 minden A, B pontparra), ami (1;[ ) = N(]g_l) Osszefiiggést jelent. Ezzel az alapja-

iban helyes, de évatlanul alkalmazott gondolatmenettel a fliggetlen adatok szdméra, azaz
a szabadséagi fokra az alabbi formula adédik:

v - () (5.11)

Mivel a szabad merev test szabadsagi foka nem fligg attél, hogy hany tomegpontbdl &ll, a
5.11. formula helyettesitési értéke minden N esetén 6 kellene, hogy legyen. Ez azonban nem
teljestil. A 5.1. tablazat azt mutatja, hogy az N = 1...4 esetekben a szabadsagi fok helyes
értékekeit kapjuk, ennél nagyobb N esetén azonban nem. Az N = 1 eset természetesen
nem merev testet jelent, hanem egyetlen szabad témegpontot, amelyre f = 3, az N = 2
pedig egy merev ruddal sszekotott két tomegpontot, amelyre f = 5, hiszen a két pontot
Osszekotd egyenes koriil nem tud forogni.

NIV (G)[3N-() |
]3]0 3
26 | 1 5
319 | 3 6
1126 6
5 [ 15 | 10 5
6 | 18 | 15 3
10| 30 | 45 | -1510

5.1. tablazat. A 5.11. formula néhdny helyettesitési értéke. Lathatd, hogy a merev test
szabadsagi fokat nem kapjuk meg minden esetben.

Ezt némelyek "paradoxonnak" is nevezik. Tudoménytorténeti érdekessége, hogy Al-
bert Einstein The meaning of relativity cimii miivének bevezetd fejezetében is a 5.11.
képlettel adja meg a merev test szabadsagi fokat. Valdéjaban nincs sz6 paradoxonrdl. A
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5.11. formula egyszertien hibas, mert tul sok, egyméssal Osszefiiggd feltételt vesz figye-
lembe. Az N = 4 esetig nincs gond, mert még nem lépnek fel az Gsszefiiggd feltételek.
Az 6t6dik pont esetében a kordbban rogzitett négy pont kézil barmely haromtél mért
tavolsag egyértelmiien meghatarozza az 6t6dik pont helyét, ezért van egy adat, a negyedik
ponttdl mért tavolsag, ami kiszdmithatd az elézbleg figyelembe vett adatokbdl. Valdjaban
az elsé harom pont helyének megadésa utan a tébbi NV — 3 pont megadhat6 az elsé harom
ponttdl mért tévolsdga alapjan (ha tudjuk, hogy a hirom pont 4ltal meghatérozott sik
mely oldaldn van). Ezért az els§ hadrom pont kivalsztdsat kovetéen fennmarads, N — 3
szamu pontbdl allé6 halmaz elemeinek az egymas kozotti tavolsiga mar nem fliggetlen fel-

tétel. Ezeknek a nem fiiggetlen feltételeknek a szama (N 5 ‘3) = w, amit le kell
vonnunk a (J;’ )—b(’ﬁl. Ennek figyelembe vételével a merev test szabadsdgi foka (bdrmely N
esetén):
N N -3 N(N-1) (N-=3)(N—-4)
=3N — - =3N — =
== ((5)- (%) s

N? N N? 7N 12

=3N—- —+ 5+ —-——F+5 = 6(.12

A 5.3.1. tétel érvényessége nem fiigg attél, hogy a merev testet pontrendszernek vagy

kontinuumnak képzeljiik.

5.4. A merev test térbeli helyzetének megada-
sa

A tomegpontoknal hasznalt hely fogalma helyett a kiterjedt testek esetén a
helyzetet hasznaljuk, amely magaban foglalja a test térbeli iranyitottsagat
is. A helyzet megadasanak egyik legelterjedtebb moddja Eulertol szarma-
zik. Eszerint a kovetkezOképpen jarunk el. A test helyzetét egy vonatkoz-
tatasi rendszerhez viszonyitva adjuk meg, amelyhez a K térbeli derékszogi
koordinata-rendszert rogzitjiik, ennek tengelyei x,y, z. Képzeletben rogzit-
siink a merev testhez egy mésik térbeli derékszogii K’ koordindta-rendszert,
melynek tengelyeit jeloljék az alabbi kis gorog betiik: &, n,(. Adjuk meg a
testhez rogzitett koordinata-rendszer O’ kezd6pontjanak xo, yor, zor koordi-
natait a vonatkoztatasi rendszerhez rogzitett K koordinata-rendszerben, ez
3 adat. A test térbeli iranyitottsagat harom darab szog adattal jellemezziik.
A sz6gek megadasakor toljuk el a testhez rogzitett koordinata-rendszer kez-
dépontjat az xyz koordinata-rendszer kezdépontjaba, mivel a tengelyek egy-
mashoz viszonyitott helyzetének megadasakor a kezdépont helyzete kézom-
bos. Megadjuk azt a harom forgatast, amely az xyz koordinata-rendszer ten-
gelyeit a énC tengelyekkel fedésbe hozza. A 5.2. dbran bemutatott {u, 9, p}
szogeket Euler-szogeknek nevezziik. Igy a merev test térbeli helyzetét meg-
adtuk az aldbbi hat fiiggetlen adattal: xor, yor, zor, ¥, ¥, ¢ .

Az Euler-szogeket méas megegyezés szerint is lehet definidlni.
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A merev testhez rogzitett K’ &, n, koordindta-rendszer a tovabbiakban is
fontos szerepet jatszik. A K'-t gyakran nevezik a merev testtel egytitt moz-
g6, vagy egyititt forgd koordinata-rendszernek.

5.5. A merev test sebességallapota

A merev test sebességallapotat akkor tekintjiik ismertnek, ha minden pont-
janak sebessége ismert.

5.5.1. Tétel (Merev test relativ sebességvektoranak irdnya) A merev test
barmely két pontjanak relativ helyvektora és relativ sebességvektora mero-
legesek egymasra

TaB - Uap = 0. (5.13)

Bizonyitds. A merev test definici6jabdl |7ap| = dllandd, ebbdl kovetkezik,
hogy

[7ap|* = Fagt = dllands. (5.14)

Mindkét oldalt id6 szerint derivalva
2Fap - Pap =0, (5.15)

amibdl éppen az allitas kovetkezik, mivel 7 ‘AR = UaB. O
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Up
j UAB A TAB
TAB TAB

5.3. dbra. A 5.5.1. tétel szemléltetése. A relativ helyvektor és a relativ
sebességvektor helyzete a merev test két pontja esetén (I). A U4 és a U
nem feltétleniil esik egy sikba(II).

7“AB / TBA
UBa

5.4. dbra. A merev test pontjai egymésoz viszonyitva pillanatnyi
kérmozgast végeznek

A merev test egy tetszbleges pontjahoz viszonyitva barmely méasik pont
pillanatnyi kérmozgést végez (5.4. dbra). Ezeknek a relativ kormozgasoknak
a sugara természetesen kiilonb6zo, éppen megegyezik a pontok relativ hely-
vektoranak a forgastengelyre meroleges vetiiletének hosszaval.

Az 5.5.1. tételbdl az is kévetkezik, hogy a relativ sebességvektor mindig
megadhato egy vektori szorzas formajaban

’I.TAB:’l_})AB:(I))AB XFAB, (516)

ahol Wap a B pontnak az A ponthoz viszonyitott pillanatnyi kérmozgasa-
nak szogsebesség vektora. A merev test pontjainak egymashoz viszonyitott
kormozgasanak szogsebességére kimondhaté az alabbi fontos tétel.

5.5.2. Tétel (A merev test szogsebessége szabad vektor) A merev test
szogsebessége szabad vektor.

Bizonyitds. Azt kell belatnunk, hogy a merev test barmely két pontjanak
relativ kormozgéasa azonos szogsebességgel zajlik. Valasszuk ki a merev test
harom, nem egy egyenesbe esé pontjat, ezeket jelolje A, B és C. Relativ
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helyvektoraik kozott fennéll az alabbi nyilvanvald 6sszefiiggés:

TaB = Tac +7CB, (5.17)
az id0 szerinti derivaltakra, azaz a relativ sebességekre pedig

Fap = Tac + Tos. (5.18)
A 5.5.1. tételbol kovetkezden a relativ sebességek kifejezhetok a szogsebes-
ségekkel vektori szorzat formajaban:

WAB X T'Ap = Wac X Tac +Wep X reB, (519)

ahol a szogsebességeket egyelore killonbozdknek tekintjiitk. A 5.17. egyenlo-
ség segitségével 74 p kikiiszobolheto

Wap X (FAC’ + FCB) = Wac X Tac +Wcp X ToB, (5.20)
végiil atrendezéssel
(C_JAB—(,_JAc) X FAc—{-(CUAB—CUCB) X 'FC'B :6 (5.21)
adodik. Mivel 74¢c és rop tetszblegesek, a bal oldal csak akkor lehet nulla,
ha
(bap — Wac) =0¢és (bap — o) =0 (5.22)
egyszerre teljestilnek. Ebbdl kovetkezik
Wap = Wac = Wop = W. (5.23)

]

A tétel azt jelenti, hogy a merev test barmely pontja koriil ugyanazzal
az W szogsebességgel forog. Masképp fogalmazva, a merev test barmely két
pontjat kivalasztva, az egyik pont méasik ponthoz viszonyitott pillanatnyi kor-
mozgdsanak a szogsebesség vektora ugyanaz. lgy az & szogesbesség a teljes
merev test sebességédllapotat jellemzi, nem csupan két kivalasztott pontja-
nak egymashoz viszonyitott mozgasat. Az 5.5.2. tétel szerint a 5.4. abran
Wap = Wpa €s Upa = —UaB.

5.5.3. Tétel (Merev test tetszéleges pontjanak sebessége) A merev test
egy (B) pontjanak sebessége kifejezhetd egy tetszélegesen kivalasztott (A)
pontjanak sebességével és a szogsebességével

173 = UA + W X FAB (524)
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Ehhez a tételhez két bizonyitast is érdemes megismerni. Mindketté egy-
szerl, és mas-mas oldalrdl vilagitjak meg a tételt.

Bizonyitds. A 5.5.1. és 5.5.2. tételek alapjan

17,43 = W X FAB
’UB — 77A = W X FAB (525)

—

v = TTA—FLUXFAB

]

Bizonyitds. Masik bizonyitas a 5.5.3. tételhez. A merev testhez rogzitett,
W szogsebességgel forgd koordinata-rendszer kezddpontja legyen A, amely-
nek az all6 rendszerbeli helyvektora 74. Ebben a koordinata-rendszerben a
B pont helyvektora 745. A B pont allé6 koordinata-rendszerben megadott
helyvektora 7p.

TR =174+ FAB (526)

A bizonyitashoz hasznéljuk fel, hogy a B pont sebességét a térben all6 koordindta-
rendszerhez viszonyitva fejezziik ki.

FB:UB:TA+TAB:UA+TAB+CUXTAB. (527)
*

Itt 745 = 0, mert a test merevsége miatt a testhez rogzitett koordindta-
rendszerhez viszonyitva a test barmely pontja, igy a B pont is all. ]

5.5.1. Definicié (Merev test sebességallapotdnak redukalt vektorkettdse)
A merev test sebességallapotanak A pontba redukalt vektorkettosén az

[(IJ);Q_J)A]A (528)

vektorpart értjiik.

A redukalt vektorkettos segitségével a merev test barmely pontjanak se-
bessége megadhatd. A redukalt vektorkettos a merev test sebességéallapotat
egyértelmiien meghatarozza.

5.5.4. Tétel (Merev test pillanatnyi mozgasanak Osszetevéi) A merev test
pillanatnyi mozgasa mindig eléallithat6 egy transzlacié (eltolas, haladé moz-
gas) és egy rotacié (forgas) Osszegeként.
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Bizonyitds. Induljunk ki a 5.5.3. tételbdl, amely alapjan egy pont (B) sebes-
sége U = U4+ W X Tap. A pillanatnyi, azaz differencidlisan kicsi dt id6 alatt
bekovetkezo differencidlisan kicsi drp elmozdulas:

dFB:ﬁBdtzﬁAdtﬁ-(LﬁXFAB)dt:dFA +@XFA3, (529)
dg
drg = dr'y + d<,5 X T'AB. (530)

A dg a merev test A pont korili elfordulasanak vektora, a test minden egyes
pontja ekkora szoggel fordul el a kicsiny dt id6 alatt. Az elfordulasbdl adé-
dé elmozdulas a B pont esetén az dg x rap Osszefiiggéssel kaphato. Ezzel
belattuk, hogy egy pont drg elmozdulasa eléallithato az A pont dr's elmozdu-
lasabdl és az A pont koriili elfordulasbol adodé dg x 7'ap elmozdulasbol. [

A eltolds, méas széval haladé mozgas neve transzlacid, az elfordulasé a
rotaci6. Tiszta transzlaciorél akkor beszéliink, ha dg = 0.

5.5.5. Tétel (Nulla szogsebességli merev test sebességallapota) Ha a merev
test szogsebessége nulla, akkor minden pontjanak sebessége egyenld.

Bizonyitds. Nyilvanvalo, hiszen ha v = U4 + & X Txp kifejezésben & = 6,
akkor v = U4 barmely A és B pont esetén. O

A 5.5.5. tétel a tiszta transzlacio igen fontos tulajdonsiagat mondja ki.
Tiszta rotaciérol akkor beszéliink, ha dg # 0, és van a testnek olyan Q
pontja, amelyre drg = 0. A tiszta transzlaciot és a tiszta rotéciét egyszert
mozgasoknak is nevezik. Ellenkez6 esetben a mozgas Gsszetett.

5.6. A centralis egyenes

Az el6z6 fejezet bemutatta a merev test sebességallapotara vonatkozo alap-
veté tételeket. A sebességallapotot a redukalt vektorketts egyértelmiien
meghatarozza. Amennyiben a szogsebesség nem nulla, a merev test sebes-
ségallapotanak tovabbi fontos jellegzetességeit lehet megmutatni. Errdl szol
a jelen fejezet.

5.6.1. Tétel (A szogsebességgel parhuzamos egyenesen levo két pont sebessé-
ge) Ha a merev test szogsebessége nem nulla, és az AB szakasz parhuzamos
a szogsebességgel, akkor az A és B pontok sebessége egyforma.
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Bizonyitds. A tétel szerint AB || &. Ezzel egyiitt 7ap || AB || &. A merev
test sebességallapotanak A pontba redukalt vektorkettdse [WJ; Ua]a. A 5.5.3.
tétel szerint, és kihasznalva, hogy parhuzamos vektorok vektori szorzata nulla

UB:gA—f— LUXFAB = V4. (531)
————

0, mert J||7ap

[

Tap [ el @
T = Up

5.5. abra. A szogsebességgel parhuzamos egyenes mentén elhelyezked6
pontok sebessége egyenld, illusztracid a 5.6.1. és a 5.6.2. tételekhez

5.6.2. Tétel (A szogsebességgel parhuzamos egyenesen levé pontok sebes-
sége) Ha a merev test szogsebessége nem nulla, akkor a merev test egy, a
szogsebességgel parhuzamos egyenes mentén elhelyezkedd pontjainak sebes-
sége egyenlo.

Bizonyitds. A 5.6.1. tétel alapjan nyilvanvalé. [

A merev test szogsebessége alapveto szerepet kap a merev test mozgasa-
nak lefrasdban. A kovetkezd tételben a merev test egy tetszéleges A pontja-
nak U4 sebességét felbontjuk a szogsebességgel parhuzamos U4 és a szogse-
bességre merdleges vy OsszetevOkre: vy = Uy + Uay.

5.6.3. Tétel (A szogsebesség irdnyadba mozgd pont 1étzése és helyének meg-
addsa) Ha a merev test & szOgsebessége nem nulla, akkor van a térben
olyan Q pont, amelybe redukélva a sebességéllapotot a redukalt vektorket-
t6s [dJ; Ugo tgy, hogy & x Uy = 0.
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A tétel azt dllitja, hogy nem nulla szégsebesséq esetén létezik olyan anyagi
(a test belsejében levd) vagy térbeli ( a testen kivil elhelyezkedd, de a testtel
mereven eqyiitt mozgonak képzelt) pont, amelynek a sebessége nem rendelkezik
a szogsebességre merdleges dsszetevével, azaz vagy pdrhuzamos azzal, vagy
nulla.

Bizonyitds. Az allitast gy bizonyitjuk, hogy altalanos eljarast adunk egy
ilyen pont helyvektoranak kiszamitasara. Az attekintést segiti a 5.6. abra.
Legyen ismert a merev test sebességallapotanak A pontba redukélt vektor-
kettdse [dJ; Ua]a, és tegyiik fel, hogy létezik a tétel &llitdsanak megfelelé Q
pont. Ekkor az A és a Q pontok sebességvektorai az alabbi alakban irhatok

G (T4 &) @ x (64 x @) (5.3

Ug = Vg + VAL = 5 5
w w

Ty = Ty (5.33)

Masrészt a Q pont sebességge a redukalt vektorkettdssel az aldbbi mdédon
fejezheto ki

U = VA + W0 X Tag = Ua| + Ual + T X Tag =
. W X (U4 X W L
= Uy —i-(wj;)—i—w X T4Q- (5.34)
A masodik és a harmadik tag a Q pont sebességének szogsebességre meroleges
Osszetevoje Ug 1, ami a tétel szerint nulla kell, hogy legyen

. G x (Taxd) "
UQL:T—FMX AQZO, (535)

amibol atrendezéssel

wa“X“+ﬁm>:6 (5.36)

A bal oldalon csak akkor allhat nulla, ha a zardjelben levo kifejezés eltiinik,
igy L

R w X Vg

raQ=— "5 - (5.37)

Az 7Taq relativ helyvektor mindig kiszdmithaté a sebességallapot redukalt
vektorkettOsének ismeretében, és ebbol a Q pont helyvektora

o = Fa + Fao. (5.38)

]
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(a) A sebességvektorok felbontasa (b) A centralis egyenes (CE) helyzete

5.6. abra. A centralis egyenesrdl sz6l6 5.6.3., 5.6.4., és 5.6.5. tételekhez

A 5.37. és 5.38. Osszefiiggések fontos szerephez jutnak a szamitasokban,
feladatok megoldasaban.

5.6.4. Tétel (A szogsebességgel parhuzamosan mozgd pontok szama) Ha
a merev test szogsebessége nem nulla, akkor végtelen sok olyan pont van a
(merev testtel egytlittmozgdénak képzelt) térben, amelynek nincs a szogsebes-
ségre merodleges sebességosszetevije, és ezek egy egyenesen helyezkednek el.

Bizonyitds. A 5.6.3. tétel szerint 1étezik legaldbb egy ilyen Q pont. A 5.6.1.
tétel szerint a (Q ponton athaladd, a szogsebességgel parhuzamos egyenes
mentén elhelyezked6 pontok sebessége egyenld a Q pont sebességével. ]

5.6.1. Definicié (Centrélis egyenes) A merev test sebességallapotdnak
centrélis egyenese azon pontok halmaza, amelyeknek nincs a szogsebességre
meroleges sebességisszetevojiik.

5.6.5. Tétel (A centralis egyenes irdnya) A centralis egyenes parhuzamos
a szogsebesség vektorral.

Bizonyitds. A 5.6.4. tétel alapjan nyilvanvalo. [

A centrélis egyenesre a tovabbiakban gyakran hivatkozunk a CE rovidités-
sel. A centralis egyenes egyenlete az eddigiek alapjan matematikai alakban
is megadhatod, ha egy ismert pontja ), mivel tudjuk, hogy egy iranyvektora
a szOgsebesség vektor (5.7. dbra).

CE:7#(A\) =7p+A-& A€R (5.39)
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+ TAQ

5.7. dbra. A centrélis egyenes (CE) paraméteres egyenlete (5.39.):
ha a A paraméter —oo-t6l +oo-ig valtozik, akkor az 7(\) vektor végpontja
végigfut a CE egyenesen, az abran éppen 0 < A < 1

T

5.7. A pillanatnyi sebességallapotok osztalyo-
zasa

A merev test lehetséges pillanatnyi sebességallapotait négy osztalyba sorol-
hatjuk a sebességéllapot [J, U4]4 redukalt vektorkettése alapjan. A "pilla-
natnyi" kifejezéssel azonos értelemben hasznélatos az "elemi" elnevezés.

Ez az osztalyozas alkalmat ad arra, hogy szemléletes képet alkossunk a
mozgasforméakrol, és igen hasznos éllitasokat (tételeket) fogalmazzunk meg
azokra.

A szbgsebesség nulla vagy nem nulla volta alapjan két csoportra osztjuk
a sebességallapotokat. Az 1. csoporton belill az A és B osztalyokat aszerint
kiilonboztetjilk meg, hogy nulla vagy nem nulla a 4. A 2. csoporton beliil
viszont az osztalyozas aszerint torténik, hogy a redukalt vektorkettos vekto-
rainak skalaris szorzata eltiinik vagy sem. Az osztalyozast a 5.2. tablazat
mutatja be.



5.7. A PILLANATNYI SEBESSEGALLAPOTOK OSZTALYOZASA 103
[(Ij, UA]A
G=0 & #0
g =0 T4 #0 G-Ta=0 | @ -Ta#£0
osztaly jele | 1A 1B 2A 2B
osztaly neve | pillanatnyi | pillanatnyi | pillanatnyi | pillanatnyi
nyugalom | haladé forgd csavar
mozgas mozgas Mozgas
centralis nincs nincs van: van:
egyenes pillanatnyi | pillanatnyi
forgasten- csavarten-
gely gely

5.2. tdblazat. A merev test pillanatnyi sebességallapotainak osztalyozasa a

redukalt vektorkettds alapjan

A pillanatnyi nyugalom &allapotaban a test minden pontjanak sebessége
nulla.

A pillanatnyi haladé mozgéas mésik neve pillanatnyi (elemi) transzlacié.
Ebben az esetben a merev test minden pontjanak azonos a sebessége: U4 =
UB.

Mar bizonyitottuk a 5.5.5. tételt, amely kimondja, hogy a nulla szogsebes-
ségll mozgasok esetén a merev test minden pontjanak egyforma a sebessége.
Ez vonatkozik a pillanatnyi nyugalom és a pillanatnyi haladé mozgas esetére
is.

A pillanatnyi forgd mozgas masik neve pillanatnyi (elemi) rotécié.

5.7.1. Tétel (Pillanatnyi forgastengely pontjainak sebessége) FElemi forgé-
mozgas esetén a centdlis egyenes (pillanatnyi forgastengely) pontjainak se-
bessége nulla.

Bizonyitds. A centrélis egyenes parhuzamos a szogsebességgel (5.6.5. tétel).
A centralis egyenes pontjainak sebessége egymaéssal egyenld (5.6.2. tétel). A
centralis egyenes egy tetszoleges pontjanak sebességét jelolje vpg, ezt irjuk fel
a szogsebességre merdleges és azzal parhuzamos komponensek Osszegeként:

Ucr = Ucp|| + VcEL (5.40)
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A centralis egyenes definiciéja miatt Teop, = 0 (5.6.1. definicid).
Az elemi forgémozgas esetén fennalld & - vy = 0 feltétel miatt vgg = 0. O

5.7.1. Definicié (Sebességpolus) Az elemi forgomozgast végzé test cent-
ralis egyenesének egy szogsebességre meroleges sikkal képzett metszéspontjat
az adott sikhoz tartozé sebességpolusnak nevezziik.

5.8. abra. A pillanatnyi forgé mozgés sebességallapota, ) a sebességpolus
jele, a nyilak a sebességvektorokat jelképezik

Ha az elemi forgd mozgas sebességallapotat a centrélis egyenesre redu-
kaljuk, azaz az A Pont rajta van a centralis egyenesen, akkor a redukalt
vektorkettos

[3,0) (5.41)

alaki. Ebben az esetben a test pontjainak sebessége
’UB =w X FAB (542)

alakban adhaté meg. Ebbol leolvashatd, hogy egy tetszolegesen kivalasz-
tott, szogsebességre meroleges sikon minden pont sebességvektora meroleges
a sebességpodlus koré irt kor sugarara, hossza pedig aranyos a sugarral. Ezt
szemlélteti a 5.8. dbra. A pillanatnyi csavarmozgasrol az alabbi tételek fo-
galmazhaték meg.

5.7.2. Tétel (A pillanatnyi csavartengely pontjainak sebessége) A pillanat-
nyi csavartengely pontjai a szogsebesség vektorral parhuzamosan mozognak.
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Bizonyitds. A centrélis egyenes egy tetszéleges pontjanak sebességét jelolje
Ucg, ezt irjuk fel a szogsebességre merdleges és azzal parhuzamos komponen-
sek Osszegeként:

Uop = Uop|| + VopL (5.43)

A centrélis egyenes definicidja miatt Tog; = 0 (5.6.1. definici6).
Az elemi forgémozgas esetén fenndll6 -4 # 0 feltétel miatt biztosan vio g #
0. O

5.7.3. Tétel (Pillanatnyi csavarmozgést végzé test pontjainak sebessége) A
pillanatnyi csavarmozgast végzo test pontjainak szogsebességgel parhuzamos
sebességkomponense egyenlo.

Bizonyitds. Legyen a sebességéallapot redukalt vektorkettdse [J, U4], ahol A
a test egy tetszéleges pontja. Bontsuk fel a U4 vektort a szogsebességgel
parhuzamos és arra merdleges 6sszetevokre.

U = Ua + VUaL (5.44)

A test egy masik, tetszéleges pontjanak sebessége:

_’B:ﬁA+CUXFABIﬁA“+UAL+L3XFAB (545)
~—~ _)v
| vBL

Leolvashato, hogy
Vaj| = Upj|- (5.46)

]

A 5.7.3. tétel még gyorsabban belathatd, ha visszaemlékeziink a 5.5.4.
tételre, miszerint a merev test altalanos mozgasa mindig eléallithaté egy
rotacié és egy transzlacié osszegeként.

5.8. A merev test gyorsulasallapota

5.8.1. Tétel (Merev test pontjainak relativ gyorsuldsa és relativ helyvektora)
A merev test pontjainak relativ gyorsulasa és relativ helyvektora mindig
tompaszoget zarnak be, azaz fennall kozottiik az

dap - Tap <0 (5.47)

Osszefliggés.
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Bizonyitds. A bizonyitast a 5.5.1. tételbdl inditjuk.

Uap - Tap =0 c(lit (5.48)

UAp - Pap + Uap - Tap =0 (5.49)

aAB - TaB + Uap - Uap =0 /= Uin (5.50)
Uip>0

Gap - Tap=— Ui <0 (5.51)

]

5.8.2. Tétel (Merev test tetszéleges pontjanak gyorsuldsa) A merev test
tetszoleges pontjanak gyorsuldsa kiszamithaté az

B =04+ EXTap+ & X (WJ X Tap) (5.52)

Osszefliggéssel.

Bizonyitds. A sebességallapotot leird egyenléségbol indulunk ki.

d
UB :17A + W X FAB & (553)
Up =Us + @ X Fap + & X Pap (5.54)
A =04 +EX Tag + W X Uan (555)
63 :C_l'A—i‘gX FAB—F(,—JX ((,_U'X’FAB) (556)
Az utolso 1épésben kihasznaltuk a
Ug = U4+ W X Fap = Ug — Uag = Uap = W X T'ap Osszefiiggést. O

A merev test gyorsulasallapotanak megadasahoz harom vektor sziikséges
(a geometriai adatokon tul): egy tetszéleges pont gyorsuldsvektora, a szog-
sebesség és a szoggyorsulds: {d4,d,E}.

Ha a merev test sikmozgast végez, akkor ez az Osszefliggés a kovetkezd
alakra egyszeriisodik:

63 :5A+5X FAB_W2FAB (557)

Merev test sikmozgasa esetén a sebesség és gyorsulasvektorok parhuzamosak
az un. alapsikkal, a szogsebesség és a szoggyorsulas pedig merdlegesek arra.
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5.8.1. Definicié (Gyorsulaspélus) A merev test sikmozgasa esetén a test
azon pontjat, amelynek gyorsulasvektora nullvektor, pillanatnyi gyorsulas-
polusnak nevezziik.

Jeloljiik a gyorsulaspolust P betilivel. Ha a 5.57. egyenlet alkalmazasakor
az A pontot ugy valasztjuk meg, hogy éppen egybeessék a gyorsulaspolussal,
akkor egy tetszoleges B pont gyorsulasa igy kaphatd meg:

EiB =£&x FPB—OJQFPB (558)
Ebbol a gyorsulaspolus relativ helyvektora kifejezheté. A 5.58. egyenlOsé-
get kétféleképp alakitjuk: egyszer megszorozzuk vektoridlisan balrdl a szog-
gyorsulas vektorral (itt kihasznaljuk a kétszeres vektori szorzatra vonatkozd
azonossagot, ami a fiiggelékben megtalalhat6), masodszor megszorozzuk a
szogsebesség négyzetével:

c?B =£ X 'FPB — WQFPB /gX (559)
g% C_L'B:—€27TPB—OJ2€_'><7TPB 560)
63 =£ X ’I?pB — (,UQFPB / . w2 (561)
WQaB :wzgx FPB — w477p3 (562)

Most adjuk ssze a 5.60. és 5.62. egyenleteket. Az w?E x 7pp kifejezés ki fog
esni, mert ellenkezo eldjellel szerepel a két egyenletben. Ezt kapjuk:

g% CTB + wQJB = — (82 + w4)FpB (563)
. EX dp + w?dp

— I'pp=— 5.64

O (5.64)

£ x JB+W263

. (5.65)

e FBP:

Ebbol megadhatd a gyorsulaspélus helyvektora:

FPZ’FB—F’FBP. (566)
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5.9. Szamitasi példak (merev test kinematika-
ja)
5.9.1. Feladat. A rotacios flikaszat egyszertsitve gy képzeljiik el, mintha

a munkavégzd része a 5.9. &bra sikjadban lenne és a lengdkések mereven
csatlakoznanak a forgorészhez.

Y

5.9. abra. Az egyszertisitett rotacios flikasza munkavégzo részének
feliilnézeti vazlatrajza (nem méretaranyos)

Az abran jelolt méretek d = 500mm, b = 620m. Az A pont sebessége
v = 7.2€, kTm, gyorsuldsa a4 = 1€, 3, fordulatszama allandé n = 2100 mlm,
a forgasirany az abran az éramutatd jarasaval ellentétes. Az A pont a
koordinata-rendszer x tengelyén, az O origétél 5m tavolsagban helyezkedik

el.

a) Sorolja osztélyba a pillanatnyi sebességallapotot!
b) Szédmitsa ki és adja meg a B pont sebességét,

c¢) a sebességpdlus helyvektorat,

d) a sebességallapot centralis egyenesének egyenletét,
e) a B pont gyorsulésat,

f) a gyorsulaspélus helyvektorat!

Megoldas
A mértékegységeket valtsuk at ugy, hogy osszhangban legyenek. A forgorész
az abrara meroleges tengely koriil forog, ami parhuzamos a z tengellyel, ez
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egyben a szogsebesség irdnya is. Redukaljuk a sebességallapotot az A pontba,
a redukalt vektorkettos:

m

1
[(IJ’; UA]A == [2199152 g; 26} ]A- (567)

S
(A szogsebesség mértékegységét % formaban is lehet érteni.)

a) Mivel & # 0 és @ - U4 = 0 a sebességallapot pillanatnyi forgé mozgss
(2A sebességosztaly).

b) Az A pontbdl a B pontba mutato relativ helyvektor: 745 = —0.31é, m.
A B pont sebessége:

Tp =04 + @ X Fap = 26, + 219.918, x (—0.318,) = =
S
=26, — 68.17@,% (5.68)

c) A sebességpélust jelolje D.

—

Ua X W 2€, x 219.91e,
TAD = =

w2 219.912
= —0.00909¢, m = —9.09¢, mm (5.69)

A sebességpolus kozel van tehat a forgorész A geometriai kézéppontjahoz, de
nem esik egybe azzal. Akkor esne egybe, ha v4 = 6? lenne, ekkor a 74p
vektorra nulla adddna.
d) Az A pont helyvektora a feladat szovege szerint 74 = 5, m. A D pont
helyvektora
Tp = T4+ Fap = 5€; m — 0.00909¢, m. (5.70)

Ebbol a centralis egyenes egyenlete:
CE :7¥(\) =7rp + Ad = 5e,; m — 0.00909¢,, + A219.91e, m, A€ R. (5.71)
Mivel a X tetszOleges valos szam lehet, a szogsebesség hossza elhagyhato:
CE :7(\) = 5€, m — 0.00909¢, + Ae.m, € R. (5.72)

e) A szoggyorsulds nulla, mert a szogsebesség alland6. A tarcsa sikmoz-
gast végez. A B pont gyorsulasa:

53 :5A+5X FAB_CL)QFAB =
=1é, —219.91? - (—0.31¢,)

m

L m
5 = 14992.72¢, . (5.73)



110 5.. A MEREV TEST KINEMATIKAJA

f) A gyorsuldaspolust jelolje P. A gyorsuldspdlus A ponthoz viszonyitott
relativ helyvektora:

X dp+ w2c_ip .
52 +w4
0+w?- 16,
:W m = 0.00002&, m = 0.02&, mm. (5.74)
w

—

rap =

A gyorsulaspélus helyvektora:
Tp =174+ Tap = 5.00002€, m. (5.75)

A gyorsulaspolus még kozelebb van a forgorész geometriai kozéppontjahoz,
mint a sebességpolus, de x irdnyba kissé eltér attol. v



6.

A merev test dinamikaja

6.1. A merev test tomegeloszlasa, tomege

A merev testet folytonos tomegeloszlasinak képzeljik el. A folytonos tomeg-
eloszlast testet kontinuumnak is nevezik. Képzeletben osszuk fel végtelen
sok, infinitezimélisan kicsi részre (6.1. abra). Minden 7 helyvektori pontja
infinitezimalisan kicsiny kornyezetének dV térfogatdban dm tomegl anyag
talalhaté. A dm tomeg nem feltétlentl ugyanakkora a kilénbo6zo helyen 1é-
v6, azonos nagysagu dV térfogatokban. A differencialisan kicsi dV térfogat
neve térfogatelem, a dm tomeg neve tomegelem.

6.1.1. Definici6 (Tomegstiriiség) A merev test p tomegsiiriisége egy 7 hely-
vektorral jellemzett pontjaban

L dm(®
pr) = dgrgo dVv

(6.1)

6.1.2. Definicié (Homogén tomegeloszlas) A test tomegeloszldsit homo-
génnek nevezziilk, ha a tomegsiliriisége nem fligg a helytol, azaz

p(7) = p = allando. (6.2)

Annak ellenére, hogy a homogén tomegeloszlas egy specidlis, s6t idealizalt
eset, fontos szerepe van az elméleti megfontolasokban és az alkalmazasok-
ban is. A gyakorlatban sokszor kivanatos cél olyan alkatrészek (gépelemek,
épitészeti elemek stb.) gyartasa, amelyeknek az anyagi tulajdonsigai nem

111
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dV =dx -dy - dz
dm = p(7) - dV

(a)

6.1. dbra. A térfogatelem, a tomegstiriiség és a téfﬁege’lém-'k'épcsalatd

valtoznak az alkatrész belsejében, ami altalaban tgy valosithatéo meg, hogy
minden pontban ugyanaz az anyagmindség, ebbdl fakaddéan a tomegstiriiség
is. Gyartasi hibaktél mentes alkatrészek esetén jo kozelitéssel homogén to6-
megeloszlastinak tekinthetjiik azokat. Az elméletben, mint majd latni fogjuk,
a homogén tomegeloszlasu testekre vonatkozd 6sszefiiggések egyszeriisodnek
azért, mert az allandoé stirtiség kiemelhet6 az integralasbol vagy mas miivele-
tekbdl.

A merev test m tomege a dm tomegelemek Osszege, ami integralassal szamit-
hato ki.

m=[ dm= [ pav. 6.3
o ) P (6.3)
A (V) és (m) jelolések az integralasi valtozohoz igazodnak, mindkett6 azt fe-

jezi ki, hogy az integralast a test teljes tartoméanyara kell elvégezni. Homogén
tomegeloszlas esetén az altalanos iskolabdl ismert 6sszefiiggéshez jutunk

m:/ dm:/ pdV:p/ dV = pV. (6.4)
(m) V) V)

6.2. Statikai nyomaték, tomegkozéppont

6.2.1. Definicié (Elemi statikai nyomaték) A merev test 7 helyvektoru
tomegelemének elemi statikai nyomatéka a tér tetszéleges A pontjara vonat-
kozdan

dSy = (F—74)dm. (6.5)
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A merev test tomegelemének elemi statikai nyomatéka a koordinata-
rendszer O kezd6pontjara vonatkozoan

dSy = 7dm. (6.6)

6.2.2. Definici6é (Kontinuum statikai nyomatéka) A test statikai nyoma-
téka a tér tetszéleges A pontjara vonatkozdan

—

Sa= [ Fradm= [ (F=rp(raV (6.7)

A test statikai nyomatéka a koordinata-rendszer kezdGpontjara vonatko-
zban

Sy = /(m) Fdm = /(V) Fo(F)dV. (6.8)

A statikai nyomaték vektormennyiség, a mértékegysége kgm.
A test egy tetszoleges A pontra, és a koordinata-rendszer O pontjara vonat-
kozo statikai nyomatéka kozotti osszefiiggés:

§A:/ ('F—FA)dm:/ de—/ Padm =
(m) (m) (m)

/( i — 7 /( dm = S — Fam. (6.9)

6.2. dbra. A statikai nyomaték
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Mivel a statikai nyomaték fiigg a vonatkoztatasi ponttdl, felmeriilhet a
kérdés, hogy létezik-e olyan pont, amelyre a statikai nyomaték nulla. Ugy
mutatjuk meg az ilyen pont létezését, hogy eljarast adunk helyvektoranak
kiszamitdsara (6.2.1. tétel). Ki fog dertilni, hogy ennek a pontnak, az tn.
tomegkozéppontnak fontos szerepe van a merev test dinamikajaban.

6.2.3. Definicié (Kontinuum tomegkozéppontja) Egy kiterjedt test tomeg-
kozéppontjanak nevezziik a térnek azt a pontjat, amelyre vonatkozoéan a test
statikai nyomatéka nulla.

A témegkozéppont jele T

6.2.1. Tétel (Kontinuum témegkozéppontjanak helyvektora) Egy kiterjedt
test T' tomegkozéppontjanak helyvektora

= = .
m Jimy dm

(6.10)

16séget alkalmazzuk A helyett T pontra.

—

J = ST:/( )(F—FT)dm:§O—FTm,

6 = go—FTm,
So
e o= —. 6.11
rr m ( )
]

A témegkozéppont helyvektordanak megkeresésekor felmertld, a bizonyitas
gondolatmenetébdl addédod
So = Frm (6.12)

egyenlOség gy is interpretalhatd, hogy a kiterjedt testnek a koordinata-
rendszer kezdopontjara vonatkozo statikai nyomatéka egyenld egy olyan to-
megpontnak az origéra vonatkozo statikai nyomatékaval, amelynek tomege
éppen a test tomegével egyezik meg, helye pedig a tomegkozépponttal esik
egybe. Ezért azt mondjuk, hogy a kiterjedt test a statikai nyomaték szem-
pontjdbol egyenértékii, és ezért helyettesithetd ezzel a tomegponttal. Ossze-
tett alakzatok tomegkozéppontjanak kiszamitdsakor gyakran kihasznaljuk
ezt a lehetdséget.
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Az alabbi tétel igen hatékonyan alkalmazhato, ha egy Osszetett alaku testet
fel tudunk bontani olyan résztertomanyokra, amelyeknek témegkozéppontja-
it kiilon-kiilon konnyen meg lehet hatarozni.

6.2.2. Tétel (Tomegkozéppont szamitdsa résztartomanyokbol) Egy m to-
megi test tomegkozéppontjanak 7 helyvektora megkaphaté a test Vi, Vs, ..., V),
résztartomanyai tomegkozéppontjainak 77, 7o . . . 7, helyvektorainak
my, ma, ... m, tomegekkel stulyozott kozépértékeként.

L Ml My o M T XTI T D Ty

7= _ - . (6.13)

my+me+...+m, rmy m

Bizonyitds. A bizonyitas azon alapul, hogy egy véges tartomanyon vett ha-
tarozott integral értéke megkaphato a résztartomanyokon kiszamitott integ-
ralok Osszegeként. A test altal kitoltott V' térbeli tartomanyt bontsuk n
darab résztartomanyra, igy V' a résztartomanyok unidja V =V, U Vo U... U
Vi = UL Vi. A test tomege: m = [, dm, az i. résztartomany tomege:
m; = i,y dm. A tomegekre nyilvanvald, hogy

m = dm:/ dm = / dm =Y m,. 6.14
/(V) (U, Vi) 122:1 Vi) ; ( )

T
A test tomegkozéppontja: 7 = f“/)# Egy résztartomany tomegkozép-
rdm
pontja: rp; = LV#, ebbdl rrym,; = f(%) rdm. Az eddigiek alapjan a test

tomegkozéppontjara vonatkozo Osszefiiggés atalakithato:

f(V) rdm o f(u;;m-) rdm B pDran f(w) rdm Y mifr

m m m m

rr = (615)
Ez az, amit bizonyitani kellett.

Kiegészités a bizonyitdshoz. A bizonyitas lényege szemléletesen megkozelit-
het6 a statikai nyomaték szempontjabol értelmezett egyenértékiiség és he-
lyettesités oldalardl is. Az egyes V; résztartomanyokat helyettesitjik olyan
tomegpontokkal, amelyek tomege m;, helye pedig 77;, majd az igy adodd n
darab tomegpont kozos tomegkozéppontjat szamitjuk ki. Epp ezt fejezi ki a
6.13. Osszefliggés. [

6.2.3. Tétel (Homogén tomegeloszlasi kontinuum toémegkdzéppontja) Ho-
mogén tomegeloszlas esetén a tomegkozéppont helye nem fligg a stirtiségtol.
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Bizonyitas.
o Jimy Tdm B Sy TpdV B p JonyrdV B p JonrdV B JoyrdV (6.16)
= = = = = ) )
f(m) dm f(V) pdV P f(v) av pV 4
O

6.3. A tomegkozéppont és a szimmetria

A tomegkozéppont helye szoros Osszefiiggésben all a szimmetriaval. Egy ki-
terjedt test tomegeloszlasa akkor szimmetrikus, ha van tiikorsikja, forgasi
szimmetriatengelye, és/vagy szimmetriakozéppontja. A test alakjdnak szim-
metriajabol nem feltétleniil kovetkezik a tomegeloszlas szimmetridja. Példa
lehet erre egy mem homogén tomegeloszlasu kocka vagy gémb.

Legyen a test egy bizonyos 7 helyvektort helyén a siirtiség p(7), a tomegelem
dm = p(r)dV. Egy szimmetriamiivelet jele legyen S. A szimmetria az 7
pontot az S(7) pontba viszi at. A tomegeloszlas szimetridja pontosan azt
jelenti, hogy

- ha az 7 pont a testhez tartozik, akkor az S(7) pont is része a testnek,
és

- a slirliség mindkét pontban egyforma, azaz p(7') = p(S(7)).

Ebbdl kévetkezik, hogy a szimmetriamiivelettel 6sszekapcsolt pontokban levé

dm(r) = p(7)dV és dm(S(r)) = p(S(r))dV tomegelemek egyformak.

6.3.1. Tétel (A tomegkoézéppont és a tomegeloszlds szimmetridja) A to-
megeloszlas szimmetriaelemei mindig tartalmazzak a tomegkozéppontot.

Bizonyitds. A tikorsik esete. Ha a kiterjedt test tomegeloszlasanak van ti-
korsikja, akkor valasszuk meg a koordinata-rendszert tgy, hogy a tiikorsik
egybeessék a z-y koordinatasikkal, és jelolje T}, a z-y sikra val6 tiikrézés mi-
veletét. Szemeljink ki egy tetszoleges tomegelemet, amelynek helyvektora

x
legyen 7= |y|, a tomegsiiriiség ebben a pontban p(r), igy dm(r) = p(r)dV .
z
—r
Ennek a pontnak a tiikorképe a z-y sikra a T,(7) = | y | helyen taldlha-
z

t0, és a tomegeloszlas tiikkorszimmetridja miatt a tomegstirtiségre teljesiil a
p(7) = p(T,(7)) Osszefiiggés, ebbdl kovetkezben azok a tomegelemek, amelyek
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egymas tikorképei, egyenlék: dm(T, (7)) = p(T,(7))dV = p(7)dV = dm(7) .
A z-y sik két részre osztja a test altal kitoltott V' tértartomanyt, ezek legye-
nek V, és V,, nyilvan V = V, U V,. A tikorszimmetria miatt V, = T, (V,),
ami azt jelenti, hogy barmely V, tartomanybeli pontnak a tiikkorképe is ré-
sze a testnek, és a V, tartomanyban taldlhat6 ugy, hogy a hozzajuk tartozo
tomegelemek egyenl6k, de x koordinatéjuk ellentett (6.3. abra).

6.3. dbra. A szimmetriasik tartalmazza a tomegkozéppontot. A két dm
tomegelem a szimmetria miatt egyenlo.

A 6.10. osszefliggés alapjan a tomegkozéppont helye:

rdm
7 = f“”)m . (6.17)

Forditsuk figyelmiinket a szamlalora:

/ rdm = / y| dm = | [y ydm| . (6.18)

A bizonyitas szempontjabol csak az x koordinata lényeges, ezért a tovabbi-
akban ezt vizsgaljuk:

/(m) xdm = /(V) xp(T)dV. (6.19)



118 6. . A MEREV TEST DINAMIKAJA

Az integralast bontsuk fel a két tartomanyra, és hasznaljuk ki a szimmetriat:

[, ao@av = [ oy + [ apirav -
/(m zp(r)dV + /(Va) To(2)p(T,(7))dV =
/(Va) p(F)dV + /(Va)(—x)p(F)dV _

/ 2p(F)dV — / ap(av = 0. (620)

( a a

A tomegkozéppont helyvektora az alabbi alakba irhato:

1 0
= — | Jom) ydm | . (6.21)
m
Jimy zdm

A tikorszimmetriabol tehat az kovetkezik, hogy a tomegkodzéppontnak a tii-
korsiktdl vald tédvolsdga (itt az x koordinata) nulla, vagyis a tiikorsik tartal-
mazza a tomegkozéppontot. A bizonyitds altalanos érvényti, mert a koordinata-
rendszer mindig megvalaszthaté gy, hogy a z-y sik egybeessék a tiikorsikkal.

A forgasi szimmetriatengely esete. A forgasi szimmetriatengelyt n-értékiinek
nevezziik, ha a testet a tengely koriil teljes szogben megforgatva, n alkalom-
mal keriil 6nmagaval fedésbe. A fedésbe itt beleértendd a tomegeloszlas is. A
forgastengely értékiisége barmilyen természetes szam lehet. Leggyakrabban
azn = 2,3,4,5,6,8,...,00 esetek fordulnak el6. Az n = oo a gdbmb- és a hen-
gerszimmetria jellemzo6i. Vizsgaljuk elészor a véges n esetét. A koordinata-
rendszert ugy valasztjuk meg, hogy z tengelye egybeessék az n-értéki forgasi
szimmetriatengellyel. A z tengely koriili ¢, = 2%md szogl forgatast jelolje
R.n. A test altal kitoltott V' tértartomany feloszthaté n darab résztarto-
manyra ugy, hogy V = UV, és az R,, forgatas ezeket a résztartomanyokat
egymdsba viszi at: (R.,)*Vi = Vip, k =0...n — 1. Ttt az (R.,)"* jelolés az
R, forgatas k alkalommal torténd egymas utédni végrehajtasat jeloli.

A témegkozéppont helyét az alaposszefiiggésbdl (6.10.) kiindulva szamit-
juk most is:

rdm
Pr = f(’”)m . (6.22)
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> )
(a) (b)

6.4. dbra. A forgési szimmetriatengely és a tomegkozéppont n=>5

A szamlalét alakitjuk tovabb a szimmetria kihasznalasaval:

de:/ Fo(F)dV =
/<m> oy P

:/ Fo(7)dV + Fp(F)dV+...+/ G
(V1) (V2)

AV = Z/ Fo(F)dV = / S" R (F)p(RL(7)dV =

n/
i=1 7 (Vi) V1) 5=
n

(6.23)

Az integrandus n darab olyan pont helyvektoranak Osszegét tartalmazza,
amelyeket az n-edrendii forgasi szimmetriatengely koriili forgatds visz at egy-
masba. Ebbdl kévetkezden ezek a pontok egy olyan szabalyos n-szog cstcs-
pontjai, amely az x-y sikkal parhuzamos sikban fekszik, koriilirt korének
kozéppontja pedig a z tengelyen talalhato. A fliggelékben részletezett 7.3.2.
tétel szerint egy sokszog koriilirt korének kozéppontjabdl a sokszog csicsai-
ba mutaté vektorok Gsszege épp a koriilirt kor kozéppontjdba mutat (ha itt
az origd, akkor nullvektor). Ebbél az kévetkezik, hogy az integrandusban
levé 6sszeg x és y koordindtaja nulla, csak a z koordinataja kiilonbozik nul-
latol. Ezzel belattuk, hogy a tomegkdzéppont a forgasi szimmetriatengelyre
illeszkedik. Végtelen renddi szimmetria esetén a bizonyitas hasonld, de nem
részletezzik.

A szimmetriacentrum esete ugy targyalhaté legegyszeriibben, ha figyelembe
vessziik, hogy a kozéppontos szimmetria helyettesithetd egy tiikrozéssel és
egy forgatdssal. Igy ezt az esetet visszavezettik az el6zéekre. Vegyik ész-
re, hogy a tomegkoézéppont ez esetben rajta van a szimmetriasikon, és a ra
meroleges forgasi szimmetriatengelyen is, ez egyszerre akkor teljesiilhet, ha
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a tomegkozéppont a két alakzat metszetét jelenté egyetlen pontban van, ami

nem mas, mint a szimmetriakézéppont.
O

6.3.2. Tétel (Homogén szimmetrikus test tomegkozéppontja) Ha a test to-
megeloszlasa homogén, akkor a test alakjanak szimmetriaelemei tartalmazzak
a tomegkozéppontot.

Bizonyitds. A 6.2.3. és 6.3.1. tételek alapjan nyilvanvalo. O]

Ha egy testnek tobb szimmetriasikja és forgasi szimmetriatengelye van,

akkor azok mind tartalmazzak a tomegkozéppontot. A szimmetriaelemek
kozos pontjainak halmazaban van a tomegkozéppont is. Itt nem bizonyitjuk,
de fontos, hogy a szimmetriaelemek nem diszjunktak, ami azt jelenti, hogy
legalabb egy kozos pontjuk mindig van. Ezért elegendéen magas szimmetri-
aval rendelkez6 tomegeloszlas esetén a szimmetriaeclemeknek csak egy kozos
pontja van, ami ez esetben a tomegkozépponttal azonos.
A miszaki gyakorlatban gyakran talalkozunk szimmetrikus testekkel, ezért
a szimmetria hatékony segitség a tomegkozéppont meghatarozasaban. A
szimmetria kihasznalasaval elkeriilheték az integralassal egyititt jard esetle-
ges matematikai nehézségek.

6.5. dbra. Példak a tomegkozéppont helyére homogén tomegeloszlasi
szimmetrikus testek esetén

6.4. Az impulzus

A folytonos tomegeloszlasi merev test pillanatnyi sebességallapotat jelle-

mezze az [WJ; Ua] 4 redukalt vektorkettds, tomegsiiriiség eloszlasa legyen p(7)
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Egy tetszélegesen kivélasztott, 7 helyvektori pontjanak sebessége 9(7) =
Ug +d X (' —74). Az 7 helyvektor infinitezimalisan kicsiny dV' kornyezeté-
ben taldlhat6 a dm = p(7)dV toémegelem.

A dm tomegelem impulzusa, az Un. dl elemi impulzus a kovetkezoképpen
szamithato:

dI = wdm. (6.24)

6.4.1. Definici6é (Impulzus vektorrendszer) A merev test 6sszes dm tomeg-
eleméhez rendelt dI elemi impulzus vektorok halmazat a merev test impulzus
vektorrendszerének nevezziik.

6.4.1. Tétel (A merev test impulzusa) A merev test impulzusa a tomeg-
kozéppont sebességébdl és a test tomegébdl kiszamithato:

I = miy. (6.25)

Bizonyitds. A merev test impulzusa az elemi impulzus vektorok ereddje, azaz
a test teljes kiterjedésére vett integralja:

f:/ df:/ dm, (6.26)
(m) (m)

ennek az Osszefliggésnek a tovabbalakitasaval jutunk a merev test impulzusa
és tomegkozéppontjanak mozgasa kozotti igen fontos kifejezéshez:

f:/( )ﬁdm:/( )de: (/( )de) — (mir) = mip = mip. (6.27)

Kihasznaltuk a differencidlas és az integralas felcserélhet&ségét (ami abban az
esetben igaz, ha a hatarok nem fiiggenek az integrélési valtozoktol), valamint

s sz

felhasznaltuk a tomegkozéppont 6.10. definicidjat. [
A merev test impulzusvektoranak id6 szerinti derivaltja:
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6.5. A tomegelem impulzusnyomatéka

A merev test egy tomegelemének impulzusnyomatéka a koordinata-rendszer
origdjara (6.6a. abra):
dNo =7 x dI, (6.29)

egy tetszéleges B pontra (6.6b. abra):
dNp = (F — 7) x dI, (6.30)

a test impulzusnyomatéka a megfeleld elemi impulzusnyomatékok osszege:

No = / (6.31)
(m)
Ng :/( (e (6.32)
dI = 5dm .
AN
A
7 B
dm
F
dNo
0
Y
xr

(a)

6.6. abra. Az elemi impulzusnyomaték vektor

6.6. A merev kontinuum inpulzusnyomatéka

A tovabbiakban az egyszertiség kedvéért, az altalanossag csorbitasa nélkiil
egy tetszoleges A pontra szamitjuk ki a folytonos tomegeloszlasi merev
test impulzusnyomatékat tgy, hogy a koordinata-rendszer kezdépontjat az
A pontba helyezziikk: A = O. A test sebességallapotdnak A pontba redu-
kalt vektorkettése [, Ua]a. A test egy tetszileges pontjanak helyvektora 7,

sebessége
U=TUs+WXT. (6.33)
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Kés6bb jelentésége lesz a tomegkozéppontnak (silypont, S), ennek helyvek-
tora 7s. Nyilvanvald, hogy a 6.7. abra jeldléseivel 7= g + 0.

y
T

6.7. abra

Az elemi impulzusnyomaték:
ANy = Fx dI = 7 x 0dm = 7 x (T4 + & x 7)dm. (6.34)
A merev test impulzusnyomatéka:
NA:/dNA:/ FX(UA—FQXF)dm
14 V)
:/ 7 x UAder/ 7 x (& x 7)dm
V) V)
:/ (7s + 0) xUAder/ 7 x (& x F)dm
V) V)
:/ 7s xUAdm+/ §><17Adm+/ 7 x (& x F)dm
(V) ) V)
s x Gy [ dm+ [ gdmx @yt [ 7x (@ x P)dm
V) V) V)

—Fs X mia + S5 xT4 +/ 7 x (& x F)dm (6.35)
~~— (V)

0

Az eredménytil kapott haromtagu 6sszegben az els6 tag konnyen megadhato
a sulypont helyvektoranak ismeretében, hiszen az A pont 4 sebessége nem
mas, mint a sebességallapot redukalt vektorkettosének masodik tagja, amit
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ismertnek tételeziink fel. A masodik tag egy olyan vektori szorzat, amelynek
els6 tényezoje a test sulypontra szamitott statikai nyomatéka, ami definicio
szerint nulla, emiatt a masodik tag eltiinik (azonosan nulla).

Most forditsuk figyelmiinket az utolsé tagra: [y, 7'x (J x 7)dm. Az integran-
dust: 7x (& x 7) vizsgaljuk el6szor gy, hogy tobb matemnatikai atalakitast
végziink el rajta.

A fuggelékben kiilon fejezet segit attekinteni az itt alkalmazott eszkozoket.
Az olvas6 szamara javasolt itt megallni, és attekinetni a fiiggelék megfeleld
7.5. fejezetét.

Az sszegzésekben az index mindig 1-t8l 3-ig fut, ezért példaul 3%, helyett
Y-t frunk a jobb attekinthetoség érdekében.

—

P x (@ % F) = B(FF) — F(7D)

=wr? =} wjw;) = (wir® — (2 z5w;) ) €;

J

=3 (X wsbyr” — wi(E wiew)) = 3 (S wy (0 — wixy)) & (6.36)

i

Végezziik el az integralast, és az integralds azonossagait kihasznalva vigyik
be az integralast az 6sszegzésbe:

/(v) ; <; w; (1?0 — fixj))@dm =
Z (Z Wy /(V) <T25ij - mzxj)dm)é; — iAdj (637)
J

i

Jaij

A J, mennyiség neve: A pontra vonatkozo tehetetlenségi tenzor, a [J4;]
matrix az A pontra vonatkozo tehetetlenségi tenzor matrixa az adott koordinata-
rendszerben. A tenzor matrixelemei két fontos esetben:

Jan = /(v) (r*011 — z121)dm
= / ((xf + x% + x§)511 — zyzp)dm = / (x% + xg)dm, (6.38)
) )
Ja12 = /(V) (r*012 — x122)dm

JAll = / (0 — $13§’2)dm = —/ I'1$2dm. (639)
V) V)
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Az A pontra vonatkozo tehetetlenségi tenzor matrixa igy szamithato ki:

Jon(@3 +a3)dm = [y zzedm = [y Tizzdm
[Jail = | = Jo) Tardm f(v)(x% +a3)dm  — [y 223dm (6.40)
—Joywsradm = [y zzxadm [y (@] + 23)dm

Ha a helyvektor koordinatainak jelolését xq,xs,x3 helyett visszaallitjuk a
korabbi x, y, z-re, akkor ugyanez igy irhato:

Jon W +2%)dm [y zydm — Joy w2dm
[Jaij] = — Joyyzdm  Jyy (22 4+ 2%)dm - Jory yzdm (6.41)
— Jovy zzdm — Jovy zydm f(v)(mZ +y%)dm

A merev test impulzusnyomatéka tetszoleges A pontra igy adhaté meg:

]\7,4 = 775 X mUA —I—lAL«_j (642)

—

Ha az A pont egybeesik az S stlyponttal, akkor 7 = 0 :
Ns = J @. (6.43)

A tetszbleges A pontra vonatkozé impulzusnyomatékot kozvetlen kapcesolatba
lehet hozni a silypontra szimitott impulzusnyomatékkal. Ennek belatdsahoz
elészor térjiink vissza a definicihoz, majd vegyiik figyelembe, hogy 77 = 75+ 0

.M:/iW&m:/(%+@me
) v)
:/ %xmm+/'gxmm
) )

:&x/ mm+/ 7% 5dm
) )
—_——

1
NA ZFS X f—f- ]\75. (644)

Kiegészitésként megemlitjiik, hogy ugyanez az Osszefiiggés belathato a 6.35.
Osszefiiggésbol kiindulva is, csak ez esetben tobb munka ven vele. Abban az
A pont sebessége és a tehetetlenségi tenzornak az A pontra szamitott matrixa
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szerepel. Kiindulva az ott megkapott Osszefiiggésbol, az igy alakithato at:
Na =75 x mUA+/( T (@ Fdm
1%

—Fs x m(Ts + (@ x (=F))) + /(V)(FS + ) % (@ X (75 + 8))dm

:ngmﬁs—mfsx(ﬁXFS)+
+/<v>fsx<wxfs>+§x<wxfs>+fsx<w><é>+§><@><5>dm

=Tg X mig —mrs X (0 X Ts) + s X (W X 775)/ dm +
—— (V)
7 —_——
m

egymas ellentettjei, ezért=0

+/ 0 X (0 XTg)+Te X (0 X d+/ 0 X (0 x 0)d
(V)(g (0 X 7s) +7g x (& E)) m (V)g (& x @)dm

egymas ellentettjei, ezért=0 o
Ns
=g x [ + Ns. (6.45)

Az A pontra és a sulypontra szamitott impulzusnyomatékok kézotti dsszefiig-
gés igen fontos, mert ennek készonheten a stulypontra vonatkozoan kiszami-
tott perdiilet és az impulzus segitségével barmilyen mas pontra vonatkozoan
is konnyen megadhaté a nyomaték anélkiil, hogy arra a pontra ki kellene sza-
molni a tehetetlenségi tenzor matrixat. A sulyponti koordinata-rendszerben
megadott tehetetlenségi matrixszal tehat mindez megoldhato.

A sulypont tehat az impulzusnyomaték szamitasakor is kiilonleges szere-
pet jatszik. Hamarosan latni fogjuk, hogy ennél még tobb is igaz.

6.7. A tehetetlenségi tenzor matrixa

A tenzorok sajatérték feladatarol és az ahhoz kapcsol6do fogalmakrdl altala-
ban a 7.6 fejezet ad attekintést.

6.7.1. Definici6 (Tehetetlenségi tenzor fétengelyrendszere) Azt a koordindta-
rendszert, amelyben a tehetetlenségi tenzor matrixa diagonalis, a tehetetlen-
ségi tenzor fétengelyrendszerének nevezziik.

A fétengelyrendszerre gyakran a FTR roviditéssel hivatkozunk. A tehe-
tetlenségi tenzorral kapcsolatban a fotengelyrendszert fétehetetlenségi rend-
szernek is nevezziik.
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6.7.2. Definicié (Fétengely) A f6tengelyrendszer koordindta tengelyei a
fotengelyek.

6.7.3. Definicié (Féirdny) A f6tengelyek irdnyai a f6iranyok.

A foiranyokat a fétengelyek irdnyaba mutatd egységvektorokkal is meg
lehet adni, melyek éppen a fétengelyrendszer bazisvektorai, és egyben a te-
hetetlenségi tenzor sajatvektorai.

6.7.4. Definicié (Fé6tehetetlenségi nyomaték) A fétengelyekre vonatkozo
tehetetlenségi nyomatékokat fétehetetlenségi nyomatékoknak nevezziik.

A fotehetetlenségi nyomatékok a tehetetlenségi tenzor sajatértékei.

6.7.5. Definicié (Devidciés nyomaték) Devidciés nyomatéknak nevezzik
a tehetetlenségi tenzor matrixdnak nemdiagonalis elemeit.

6.7.1. Tétel (A fétengelyrendszer kezdépontja) A fétengelyrendszer kez-
dépontja (origbja) mindig a tomegkdzéppont (stlypont).

Bizonyitas. Nyilvanvalo, hiszen az f(m) xydm tipusu integralok csak akkor
tinnek el, ha az x és y koordinatak koziil legalabb az egyik a stulyponttol
val6 tavolsagot méri. O

6.7.2. Tétel (A tehetetlenségi tenzor matrixa szimmetrikus) A tehetetlen-
ségi tenzor matrixa szimmetrikus.

Bizonyitds. A 6.40. Osszefliggésbdl leolvashato, hogy Ja;; = Jaji, ahol ¢, j =
1,2,3 ési # 7. ]

6.7.3. Tétel (A tehetetlenségi f6tengelyek és a szimmetria) A merev test
fotengelyei illeszkednek a szimmetriaelemekre. A merev test tomegeloszlasa-
nak szimmetriatengelyei f6tengelyek, szimmetriasikjai két fotengelyt tartal-
maznak.

Bizonyitds. A 6.3.1. tételhez hasonlé a bizonyitas. ]

Altaldban, egy térbeli szimmetrigval nem rendelkezé merev testnek egy f6-
tengelyrendszere van. A térbeli szimmetridval rendelkezd merev testek esetén
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tobb olyan koordinata-rendszer is talalhato, amely fotengelyrendszer, akar
végtelen sok is.

A fiiggelékben

6.8. A tehetetlenségi nyomaték

A merev test A pontjan athalado, €, |€] = 1 irdnyvektora egyenesre vonatkozd
tehetetlenségi nyomatéka a tehetetlenségi tenzor matrixanak ismeretében az
alabbi modon szamithato:

J. = el Jé (6.46)

A fenti, altalanos definicion tul hasznalatosak az alabbi, specidlisabb faj-
tai a tehetetlenségi nyomatéknak. Olyan koordinata-rendszert képzeliink el,
amelynek origdja egybeesik egy tetszolegesen kivalasztott pontjaval a test-
nek, tengelyei {z,y, z}.

6.8.1. Definicié (Pontra vonatkozo6 tehetetlenségi nyomaték) A merev test
A pontra vonatkozé tehetetlenségi nyomatéka

J:/ F2dm:/ 22 412 + 2%)dm 6.47
i [ Eam = [+ (6.47)

6.8.2. Definicié (Koordinata tengelyre vonatkozé tehetetlenségi nyomaték)
A merev test koordinata tengelyekre vonatkozé tehetetlenségi nyomatékai

T = / (y? + z%)dm (6.48)
)

Ty = / 24 2% 6.49

vy (V)(x + 2%)dm ( )

I — / (% + y2)dm (6.50)
W)

(6.51)

6.8.3. Definicié (Koordinata sikra vonatkozé tehetetlenségi nyomaték) A
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merev test koordinata sikokra vonatkozé tehetetlenségi nyomatékai

J, = / z2dm (6.52)
V)

J, = 2d 6.53

Y (V)?J m ( )

Jz:/ 22dm (6.54)
(V)

(6.55)

Itt az indexben szerepld betii a koordinata siknormalvektoraval megegye-
z6 béazisvektor indexe. Tehat J, az yz sikra vonatkozé tehetetlenségi nyoma-
ték.

6.8.4. Definicié (Koordindta sikparra vonatkozé tehetetlenségi nyomaték)
A merev test koordinata sikparokra vonatkozé tehetetlenségi nyomatékai

Ty = / d 6.56

v = )y, mydm (6.56)

Tz :/ rzdm (6.57)
V)

Jyr = d 6.58

v = )y, vEam (6.58)

(6.59)

Az index betiii ez esetben is a sikok normalvektorait jelolik, de itt két
sikrél van szé.

Lathato, hogy a sikparra vonatkozé tehetetlenségi nyomatékok kivételével
mindegyik esetben a tomeg és a tavolsdg négyzet szorzata jelenti a tehetet-
lenségi nyomatékot, a sikpar esetén kicsit mas a helyzet, de itt is igaz, hogy a
tomeget két tavolsaggal szorozzuk. Ebbdl adddik a tehetetlenségi nyomaték
mértékegysége

[J] = kem?. (6.60)

Itt a szogletes zardjel kivételesen nem matrixot, hanem a mértékegységet
jeloli.

Az integralas és az Osszeadas felcserélhet6ségébdl adéddan (az integra-
las linedris miivelet) a fentebb definidlt tehetetlenségi nyomatékok kozott az
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alabbi Osszefiiggések fedezhetok fel.

Ja=Jp+Jy+J. (6.61)

Ja=Jewt+ Jo=Jdy+Jy= oo+ J. (6.62)
Jow = Jy + J. (6.63)

Jyy = Jp + J; (6.64)

Joo = Ju+ Jy (6.65)

stb. (6.66)

Erdemes megjegyezni: a fenti tehetetlenségi nyomatékok tipusai abban tér-
nek el egymastol, hogy mas-mas jellegli geometriai objektumra vonatkoztat-
juk azokat. Ugyanakkor ugyanannak a testnek azonos tipusu tehetetlenségi
nyomatékai is eltérhetnek egymastol, ha mas-mas geometriai alakzatra sza-
mitjuk azokat. Példaul ugyanannak a testnek mas-més tengelyekre szamitott
tehetetlenségi nyomatékai altalaban kiilonboznek.

Figyeljik meg, hogy a tehetetlenségi tenzor diagondlis matrixelemei a
koordinata tengelyekre vonatkozo tehetetlenségi nyomatékok, nemdiagonélis
elemei pedig a sikparokra vonatkozo tehetetlenségi nyomatékok ellentettjei
(-1-szeresei).

6.9. A tehetetlenségi nyomatékok osszeadha-
tosaga

6.9.1. Tétel (A tehetetlenségi nyomatékok dsszeadhatésiga) A merev test
adott tipusi, adott geometriai alakzatra szamitott tehetetlenségi nyomaté-
ka egyenlo a résztartomanyainak ugyanolyan tipust, ugyanarra az alakzatra
szamitott tehetetlenségi nyomatékainak osszegével.

Bizonyitds. A bizonyitas nyilvanvald az integralas azon tulajdonsaga alapjan,
hogy a résztartomanyokra szamitott integralok Osszege egyenl6 azok egyesi-

tésével kapott tartomany egészére szamitott integrallal. O]

Fontos szem elott tartanihogy a résztartomanyok mindegyikének ugyan-
arra az alakzatra (pontra, sikra, egyenesre vagy sikparra) kell kiszamitani a
tehetetlenségi nyomatékat, csak ekkor adhatok ossze.

Nem adhaté 6ssze két tehetetlenségi nyomaték, ha példaul

1. az egyik pontra, a masik egyenesre vonatkozik,

2. az egyik egyenesre (tengelyre), a masik sikparra vonatkozik,
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b

mindketté pontra vonatkozik ugyan, de kilonb6zé pontokra (J4, Jg),

i

mindkett6é tengelyre vonatkozik ugyan, de kiilonbo6z6 tengelyekre,
5. mindketto sikra vonatkozik ugyan, de kiilonboz6 sikokra,

6. stb.

6.10. Steiner tétele

Steiner tétele (Huygens-Steiner tétel) altaldnos alakjaban egy merev test te-
hetetlenségi tenzoranak két, egymashoz viszonyitva eltolt koordinata-rendszerben
felirt matrixaira vonatkozoan fogalmaz meg fontos allitast. Ebbol kénnyen
megmutathaté a parhuzamos tengelyek tétele.

6.10.1. Tétel (Steiner tétele a tehetetlenségi tenzorra) Rogzitstiink egy me-
rev test S sulypontjahoz (tomegkézéppontjahoz) és egy masik, tetszéleges A
pontjdhoz egy-egy koordinata-rendszert 1gy, hogy megfeleld tengelyeik le-
gyenek parhuzamosak és azonos allastiak. Az S sulypontbél (tomegkdzép-
pontbdl) az A pontba mutaté relativ helyvektor 7s4. Ez azt jelenti, hogy az
egyik koordinata-rendszer a masikbol éppen az g4 vektorral valé eltolassal
kaphato.

Mindkét koordinata-rendszerben felirhaté a tehetetlenségi tenzor matri-
xa. A két matrix kozotti kapcesolat

[iA] = [is] + [lSA]v (6-67)
ahol az 7g4 relativ helyvektor koordinataibol felépiilo
Ysa + 284 —TSAYsA  —TsAZsa
[Lgul =m | —ysawsa xéa+ 254 —VYsazsa (6.68)
—25ATSA  —ZSAYSA Ta + Ysa

neve Steiner-tag.

Bizonyitds. Ertelmezzik a tétel allitdsat a tehetetlenségi tenzor matrixéra
a 6.6 fejezetben levezetett 6.41. Osszefiiggés alapjan. A sulypontra felirt
matrix:

JonW? +2%)dm = [y zydm — Jovy xzdm
[Jsi5] = —Joyyzdm [y (2® +2%)dm — [y yzdm . (6.69)

— Joy zxdm —Joyzydm o (2% 4 y?)dm
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Az A ponthoz rogzitett, az elébbihez képest 754 vektorral parhuzamosan
eltolt koordindta-rendszerben felirt matrix:

JonW? +2%)dm = [y 2'y'dm — Jo @'Z'dm
[Jaij] = —Jwnyyadm [y, (2?4 2%)dm - Jon y'Z'dm
— f(V) 2'dm _ f(v) z’y’dm f(V) ($/2 + y/Q)dm

(6.70)
A fenti formuldkban szereplé {x,y, z} és {2, v/, 2’} koordinatak az integralds
futépontjanak S-hez viszonyitott ¥ = xé, + ye, + zé€, illetve A ponthoz
viszonyitott ' = /&, + v/ €, + 7'e, relativ helyvektorainak koordinatai. A
két vektor kozotti kapesolat: 1 = 7 — Fga. A tétel bizonyitasahoz elegendo
a [J4;j] métrix két elemét megvizsgalni.

Taze = [ @A = [ (= ysa)? + (= = 254))dm =
V) V)

= | (4 = 2yysa +yia + 2° — 22254 + 25,4)dm =

V)
:/ (y* + 2%)dm — 2ySA/ ydm —ZZSA/ zdm—l—/ (yza + 254)dm =
V) ) ) )
———— ———
ys=0 25=0
= /(V)(y2 + 2%)dm + m(ygA + z%A) (6.71)

Az yg és zg a sulypont koordinatai a sulyponthoz rogzitett koordinata-
rendszerben, ezért definicié szerint nullak.

Jx:—/ "d :—/ - ~yea)d
Awy o Fydm (V)(SC 254)(Y — Ysa)

= (xy — xysa — YTsa + Tsaysa)dm

V)
= —/ xydm"_ySA/ xzdm +$SA/ ydm —masaysa
V) V) V)
——— ——
rg=0 ys=0
=— /( ):Eydm — MTgAYSA (6.72)
v

c s
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Osszefoglalva a kovetkez6t irhatjuk:

[Jaij] =
JonW* +2%)dm  — [y zydm — Jovy w2dm
= —Joyyzdm [y (2® 4+ 2%)dm = [y yzdm +
— Jov) zzdm — Jvyzydm  Jy (2 4+ y*)dm
Yea+ 284 —TsAYsa —TgAZsA
+ M| —Ysalsa Tga+ 284 —Ysazsa | =
—25ATSA  —ZSAYSA Tia +Yea
=[Jsij] + [Jsai] (6.73)
Ez éppen az allitas, amit bizonyitani kellett. O

Ennek az eredménynek a felhasznalasaval igazolhat6 a parhuzamos tenge-
lyek tétele, ami nem mas, mint Steiner tétele a tehetetlenségi nyomatékokra
vonatkozoan.

6.8. dbra. Steiner tételéhez

6.10.2. Tétel (Steiner tétele a tehetetlenségi nyomatékokra) Ha t egy me-
rev test tomegkozéppontjan athalado tengely, ¢’ egy ezzel parhuzamos ten-
gely, a két tengely tavolsaga d és a test tomege m, akkor

Jy = Jy + md®. (6.74)
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Bizonyitds. A tételt a 6.8. dbra szemlélteti. Legyen € a t tengely egység
hosszisagu irdnyvektora, a parhuzamossag miatt a t' tengely irdnyvektora is
ugyanez.

Jy = el Jgi;le (6.75)

A tomegkozéppontbol a t' tengely egy tetszéleges A pontjaba mutato vektor
legyen 74, ekkor el6ébb a tehetetlenségi nyomaték definicidja, majd a 6.10.1.
tétel alapjan:

Jy = elJayle = e([Jsiz] + [Jsai])€ = Ji + €l Jsay]€ (6.76)

Azt kell beldtni, hogy €]Jsa;;]¢ = md?. Felhasznaljuk a vektoridlis szorzésra
vonatkozo, a fiiggelék 7.5.2 fejezetében kifejtett osszefiiggéseket. Ne feledjiik,

hogy [e] =1 .

éTJSAij]g: — m(éX FSA)(FSA X éj =

=m|e x Fsa* = m(|Fsa| sina)® = md? (6.77)

Ezzel a tételt bebizonyitottuk.
Megjegyzés: az SAT derékszogli haromszogbdl is leolvashaté, hogy

d = |75l cos(90° — @) = |54 sin v, (6.78)

ami 0sszhangban all ezzel az eredménnyel. O

6.11. A merev test mozgasegyenletei

A dinamika alapegyenletérol szolo 2.3. fejezetben megismetiik a kiilso erd-
hatasok, az impulzus derivalt és a kinetikai vektor kozotti osszefliggéseket.
Ez azért volt fontos, mert lehetoséget ad az eréhatasok és a mozgéas kozotti
Osszefiiggés szamszerd lefrasara. A merev test dinamikdjaban is hasznéljuk
ezt az elképzelést.

A 4.6. és 4.7. fejezetekben megmutattuk, hogy fligg 6ssze a pontrendszer-
re haté kiils6 erérendszer ereddje az impulzus id6 szerinti megvaltozasaval,
a kiilso erorendszer nyomatéka pedig az impulzusnyomaték megvaltozasaval.
Lattuk, hogy a belso erék ereddje és nyomatékaik ereddje egyarant nulla, igy
kiestek a végformulakbodl. A pontrendszerek tanulméanyozasa soran gondolat-
menetiink altaldnos volt, nem koétottik ki azt, hogy a pontrendszert alkoto
részecskék tavolsaga allando legyen.

A newtoni mechanikdban a merev test mozgasegyenleteit a tomegpont
és a pontrendszer mozgasegyenleteihez hasonléan a dinaimka alaptorvényére
vezetjiik vissza. Kordbban, a 5.1. fejezetben mar emlitettiik, hogy a merev
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testet elképzelhetjiik pontrendszerként vagy kontinuumként is (a definicié
valtozatlan formaban érvényes mindkét esetben).

Ha tomegpontként kezeljiikk a merev testet, akkor azonnal alkalmazhat-
juk rd a pontrendszerekre vonatkozé impulzus és perdiilet tételeket (4.6.1.
és 4.7.2. tételek). Ez két vektoregyenlet, amelyek hat skaldr ismeretlent
tartalmaznak: az impulzus és az impulzusnyomaték koordinatait.

Elevenitsiik fel korabbi eredményeinket, amelyeket pontrendszerre mar
megmutattunk. Két fontos tételben lehet ezeket Osszefoglalni, melyek az
impulzus tétel és a perdiilet (impulzusnyomaték) tétel.

— -

F=I (6.79)
Mg =Ng (6.80)

Itt I a pontrendszer impulzusa, F a kiilsé erék ereddje, N a pontrendszer
perdiilete a tetszoleges B pontra vonatkozoan, Mg a pontrendszerre hato
kiils6 erérendszer nyomatéka a tetszéleges B pontra vonatkozoéan. A pont
tovabbra is az id0 szerinti derivalast jeloli.

Ezek az egyenloségek a dinamika alapegyenletébol kovetkeznek. A bizo-
nyitast lattuk, nem tdl bonyolult. Ha tehat a merev testet pontrendszerként
fogjuk fel, akkor minden tovabbi gondolkodas nélkil latjuk, hogy ezek az
Osszefiiggések a merev testre is igazak.

El kell gondolkodnunk azon, hogy ha kontinuumként szeretnénk leirni a
merev testet, akkor vajon igazak maradnak-e ezek az allitasok. Erre két
valasz adhaté. Egyrészt, a merev test "nem tud arrél’, hogy mi minek kézel-
jik, a természet torvényei szerint viselkedik, a valasz tehat ez alapjan: igen,
igy is érvényesek ezek az Osszefiiggések. Masrészt, akkor lehetnénk igazan
nyugodtak, ha a kontinuumokra is bebizonyitanank a fenti allitdsokat. E
bizonyitasban a tomegpontok helyett differencidlisan kicsi tomegelemek sze-
repelnének, az egyenletekben az 0sszegzés helyett integraléas lenne, és kidertil-
ne, hogy a tomegelemek kozotti kolesonhatasok osszege itt is nulla. Ezeknek
a kolecsonhatasoknak a leirasa azonban kontinuumok esetén koncepcionalisan
és formailag is meglehetésen bonyolult, itt nem foglalkozunk vele. Igy két
lehetdséget kinalunk az olvasénak. Az egyik, hogy megkérjiik, fogadja ezt el
bizonyitas nélkil. A masik, hogy a 6.79. és 6.80. kontinuumokra valé érvé-
nyességét axiomaként deklaraljuk, amit a tobb évszazados tapasztalat igazol,
igy aztan megint csak arra kérjik az olvasot, hogy ezért fogadja el.

Mar csak egy kérdés maradt hatra. Hogy fiigg 0ssze a kiilsé erck hatasa
(a 6.79. és 6.80. bal oldala) kontinuumok esetén a kinematikai mennyiségek-
kel, vagyis a sebességallapotot megad6 redukalt vektorkettdssel? A merev
test mechanikaja ezen a ponton lényegesen eltér a pontrendszerek altalanos
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mechanikajatol. A pontrendszerekben az egyes tomegpontok egymastol fiig-
getlentil mozognak, ezért egy pontrendszer sebességallapotat csak tgy lehet
megadni, hogy felsoroljuk mindegyik tomegpont sebességét. Nagy szamu
tomegpont esetén ez rendkiviil sok adatot jelenthet. A merev test esetén
a pillanatnyi sebességallapotot (akar pontrendszernek, akar kontinuumnak
tekintjiik) két darab vektorral (a sebességédllapot redukalt vektorkettdsével),
azaz mindossze hat skalar adattal meg lehet adni, akdarmilyen nagy kiterjedé-
barmely két pontja kozotti tavolsag allando. FEz lényegesen leegyszertisiti a
merev testek dinamikéjat, és ez adja a szépségét is.

A merev test sebességallapotanak megvaltozasa és a kiilsé erchatasok
kozotti osszefiiggést gy keressiik, hogy a sebességéllapot redukalt vektor-
kettosével felirjuk a merev test kinetikai vektorrendszerének redukalt vektor-
kettosét.

6.11.1. Definicié (Kinetikai vektorrendszer) A merev test kinetikai vek-
torrendszerének nevezziik a testet felépito dm tomegelemekhez tartozé dK =
adm vektorok halmazat.

A kinetikai vektorrendszer szamossaga végtelen, egy adm vektorat elemi
kinetikai vektornak nevezzik. A K = [, ddm mennyiséget a merev test
kinetikai vektordnak nevezziik.

6.11.2. Definicié (Impulzus vektorrendszer) A merev test impulzus vek-
torrendszerének nevezziik a testet felépité dm tomegelemekhez tartozd dI =
vdm vektorok halmazat.

Az impulzus vektorrendszer szamossaga végtelen, egy vdm vektorat elemi
impulzus vektornak nevezzik. A I = Jovy vdm mennyiségét a merev test
impulzus vektoranak nevezziik, ezzel mar talalkoztunk korabban.

Az elemi kinetikai vektor az elemi impulzus vektor id6 szerinti derivaltja:

adm = vdm = (tdm) (6.81)

Mivel a merev test alakja és tomegeloszlasa nem valtozik, az integralas és
az id6 szerinti derivalas felcserélhet6, amibol az kovetkezik, hogy a kinetikai
vektor az impulzus vektor id6 szerinti derivaltja:

K :/ adm :/ vdm = (/ ﬁdm)': I (6.82)
V) (V) V)

A 6.28. egyenletben mar kiszamitottuk a kontinuumként elképzelt merev
test (merev kontinuum) impulzusdnak derivaltjat. Mindezeket Osszegezve
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azt mondhatjuk, hogy az impulzustétel merev kontinuumra:
F = mir. (6.83)

A perdiilet tétel részletesebb felirdasdhoz a kinetikai vektorrendszer nyomaté-
kat kell tanulmanyoznunk.

6.11.3. Definicié (Kinetikai nyomaték) A kinetikai vektor nyomatékat
kinetikai nyomatéknak nevezziik.

A test kinetikai nyomatékanyak jele D. Példaul a merev test egy pontja-
hoz tartozo tomegelem egy tetszdleges A pontra szamitott kinetikai nyoma-
téka: dDy = 7' x @dm, ahol 7' az A pontbdl a tomegelembe mutato relativ
helyvektor. A kinetikai nyomaték és az impulzusnyomaték idéderivaltja ko-
zOtt mar nem all fenn olyan kézvetlen Osszefiiggés, mint amit az elébbiekben
a kinetikai vektorra lattunk. A kinetikai nyomaték fiigg a vonatkoztatasi
pont megvalasztasatol is.

Valasszunk ki egy tetszéleges A pontot, amelyre a nyomatékot vonatkoz-
tatjuk. Vélasszunk ki egy masik, tetszéleges B pontot amelynek gyorsulasat
ismertnek tételezziik fel. E két pont relativ helyvektora 45, tovabba legyen
a test szogsebessége & és szoggyorsuldsa £ = o, 7 a B pontbdl a témeg-
elembe mutaté relativ helyvektor. Fenndl az 7/ = 7yp + 7" Osszeftiggés (6.9.
abra). A kinematikdban megismert 5.8.2. tétel 5.52. egyenlésége alapjan
irhatjuk, hogy

7' x ddm =7"x (dp + X "+ & x (& x 7"))dm. (6.84)

o N\

6.9. abra. A merev test kinetikai nyomatékahoz
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A test A pontra vonatkozé kinetikai nyomatékat integralassal kapjuk:
Dy = / 7 % (G + EX T D x (3 x 7"))dm
W)
:/ 7 % agdm+ [ 7' x (Ex 7")dm +/ 7 % (@ % (@ x 7"))dm
V) V) V)

—54 x dp + /( (Fas ") (& ")t
14
+ / (Fag +7") x (& x (& x 7))dm
W)
=54 X Gp +ap X (€% / 7"dm) + / 7 % (2% ") dm+
V) V)

—I—FABx(cUx(ojx/

7dm)) + / P (3 x (@ x 7"))dm
W) W)

:§A><dB+FAB><(§>< §B)+FAB><(Q><(Q><§B))

+ / P (2% 7)dm + / P (@ X (@ x 7)) dm (6.85)
% W)

Az utols6é sorban szereplé két tagrél megmutatjuk a kovetkezot. Vegyiik

=11 N N 7 7z
figyelembe, hogy dgt =& x 7", mert ennek a vektornak a hossza allandé, és

W szogsebességgel forog.

S @ x ) =

=@ x 7"y x (I x F")+7" x (ExF") + 7" x (@ x (J x 7)) (6.86)

—

=0

Ezt visszahelyettesitve a fenti egyenléségbe

—

DA:§AX63+FABX(§>< gB)+FABX ((,UX (ﬁng))
SN
dt Jv)

=S4 X @+ Fap X (Ex Sp) + Fap x (@ x (@ x Sg))+ N (6.87)

7" x (G x 7"))dm

Az altaldnossag csorbitasa nélkiil valaszthatjuk a B pontot ugy, hogy az
S tomegkozépponttal (sulyponttal) egybeessék. Ekkor Sp = S = 0. A
kinetikai nyomatékra kapott sszefliggés tovabb egyszertisodik:

Da =S84 xdg+ Np. (6.88)

A statikai nyomatékrol tudjuk, hogy Sy =mfas. A tomeget atcsoportositjuk
a szorzat masodik tényezdjébe.

BA:FASXm65+N5:FA3Xf+N5. (689)
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Ha pedig az A pont is egybeesik a stlyponttal, akkor 745 = 0 és
Dg = Ng. (6.90)

Elegendé egyetlen pillantast vetniink a 6.43. és 6.44. egyenletekre, hogy l4s-
suk: a kinetikai vektor, barmely pontra is vonatkoztatjuk, nem més, mint a
merev test impulzusnyomaték vektoranak idé szerinti derivaltja. Eredménye-
inket Osszefoglalva, a merev test mozgasegyenletei stlypontra vonatkoztatott
nyomatékok esetén:

—

F =mdg (6.91)
Mg =N (6.92)
tetszéleges A pontra vonatkoztatott nyomatékok esetén:
F =mig (6.93)
My =g x T+ No. (6.94)

6.12. A merev test statikaja

A mechanika tudomanyteriiletén belil a statika a dinamikanak egy &ga,
amely az egyensuly feltételeit tanulmanyozza. Egyensiulyban van egy test,
ha minden sebesség és gyorsulaskoordinataja tartésan nulla. A merev test
mozgasegyenleteibol konnyen megkaphatok a statika alapegyenletei. A se-
bességek és gyorsulasok helyébe mindeniitt nullat kell irnunk. Tovabba ki
kell kotniink, hogy a kezdé pillanatban is nullak voltak a sebességek.

F =0 (6.95)

M, =0 minden pontra (6.96)
=0 (6.97)
G(t=0)=0 (6.98)

Ha ezek a feltételek teljesiilnek, akkor a merev test a tartés nyugalom élla-
potaban van. A merev test statikajarol itt nem irunk részletesen.

6.13. A merev test mozgasi energiaja

Miként a tomegpont esetén a mozgasi energia kiszamitasahoz a tomegre és a
sebességre van sziikség (%mv2), ugy a merev test mozgasi energiajat a sebes-
ségallapotabdl és a tomegeloszlasabdl szarmaztatjuk. Latni fogjuk azonban,
hogy a két mennyiség kozott 1ényeges kiilonbségek is vannak.
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A merev test sebességallapotat két megkozelitésben tanulmanyozzuk.

Egyrészt redukaljuk azt egy tetszoleges A pontba, amit most a koordinata-
rendszer kezdOpontjdnak is vdlasztunk. Ekkor a redukalt vektorkettds: [¢J; U4 4,
és - ahogy korabban mar lattuk - egy tetszéleges pont sebessét ezzel igy fe-
jezzik ki: v =04 + 0 X 7.

Masrészt ugyanennek a testnek a pillanatnyi segességallapotat speciali-
san a tomegkozéppontba (sulypontba) is redukédlhatjuk. Ekkor a redukalt
vektorkettés [W; Us]g, egy tetszOleges pont sebessége ezzel igy fejezhet6 ki:
T=0s+&xr. Itt 1 a tomegkozéppontbdl a vizsgalt pontba mutatd relativ
helyvektort jeloli.

A merev test egy kicsiny dV térfogatelemében foglalt tomegelem dm = p(7)dV.
A tomegelem mozgasi energidja

1

dT = —?dm =

. - vdm. (6.99)

N | —

Ebbdl kiindulva szamitjuk ki a meret test egészének mozgasi energidjat.
Hasznaljuk fel a sebességallapot tomegkodzéppontba redukalt vektorkettését.

T= / dT = / fvvdm = 2/ (Ts + & x 1) dm =
== id / 3 x ydl
i /(m) vgvdm + = & x ')

1.d
7 d / di
dt(/m)r ™)ty LX,J

mis dNs
:;ﬁsmrs + w; o dNg =
:; v+ ;c?]\?s =
:;mvgw + ;CUJ W= ;mvg + ;JSW2 (6.100)

A harmadik sorban alkalmaztuk a vegyes szorzatra vonatkozd azonossigot
(a figgelékben megtaldlhatd).

Js a tomegkozépponton (sulyponton) athaladé, a szogsebesség vektorral
parhuzamos (ezzel egyiitt a centralis egyenessel is parhuzamos, de azzal nem
feltétlentil egybeesd) tengelyre vonatkozé tehetetlenségi nyomaték.

A merev test mozgasi energiajat tehat az alabbi kéttagu Osszeg adja meg:

1 1

T = §mv§ + §sz2. (6.101)
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Az els6 tag a test haladé mozgasaval kapcsolatos un. transzlaciés mozgasi
energia tag, a masodik pedig a forgd mozgasbodl eredé Uin. rotaciés moz-
gasi energia tag. (Figyeljitk meg, hogy a tomegpont mozgéasi energiajanak
szamitasakor rotaciés tag soha nem lép fell)

Ha a merev test olyan tengely koriil forog, amely athalad a stlyponton,
akkor a fenti Osszefiiggésben vg = 0, és a mozgasi energiat megadd képlet a
kozépiskolabdl is ismert T = %chﬁ alakra egyszertisodik.

A merev test mozgdsi energidjat ki lehet szamitani akkor is, ha a se-
bességallapotot nem a sulypontba redukaljuk. Ekkor az el6bbihez hasonld
gondolatmenettel a kévetkezot kapjuk:

1 1
T = /m)dT /5*17 :5/ (T + & x P)ddm =
Z*/ vavdm + = / (& x P)dl =
2 Jm)

1., d
— [
QUAdt(/ rdm 2/ rxd

mrs
1. ;
—STami's + &3 /(m) AN, =
1 1

:imUAUS + 5‘«3]\7,4 (6.102)

A merev test mozgasi energidja tehat igy is megadhato:

1 1. -
T = 5771’(7/\’175 + i(ﬁNA (6103)

6.14. A rogzitett tengely koriil forgd merev
test

A merev test rogzitett tengely koril valé forgdomozgasat vizsgaljuk. A cé-
lunk az lesz, hogy meghatarozzuk a csapagyakban ébredd erdket, és annak
feltételét, hogy azok mikor tiinnek el.

A pillanatnyi sebességallapot elemi forgémozgas, a rogzitett tengely meg-
egyezik az e pillanatnyi forgastengellyel. A tengelyt két csapagy rogziti az
A és a B pontokban, ezek Fy és Fr erét fejtenek ki a tengelyre. A kiils6
erérendszer A pontba redukalt vektorkett&se [ﬁk, Mk] 4. A Foldhoz viszo-
nyitva nyugvé koordindta-rendszert hasznalunk, melynek tengelyei {z,y, z}
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(6.10. abra). A test szOgsebessége és szoggyorsuldsa parhuzamos a z ten-
gellyel: & = we,, € = eé,. A kezdd pillanatban egy pont koordinatai le-
gyenek {z,y, z}, egy kés6bbi idépontban {£,n,(}. A forgd mozgds soran a
testnek a z tengely koriili elfordulasa valtozik, ennekjele legyen . Egyelore
altalanos (tehat nem &lland6 szogsebességil) mozgast vizsgalunk, ezért a ¢
sz0g idofiiggésével nem foglalkozunk. A koordinatdk megadhatok a ¢ szog
fliggvényeiként:

& =xcosy + ysinp
7N = —xsinp + ycos ¢
¢ =z. (6.104)

®
™

Fx?gl

F. i,

6.10. abra. A rogzitett tengely koriil forgd merev test

[rjuk fel a merev test mozgdsegyenletét az {z,y, 2z} koordinata-rendszerben.



6.14. A ROGZITETT TENGELY KORUL FORCO MEREV TEST 143

A kezdd pillanatban legyen a test tehetetlenségi tenzoranak matrixa

J;Bz J:cy J:vz

[Jal = | Jyo Sy e

Joz Sy Sz
= —Joyyzdm  Jy, (z* +2%)dm - Jovy yzdm (6.105)
— Joy zzdm — Jovyzydm [y (22 + y?)dm

Mivel a test helyzete pillanatrél pillanatra valtozik, a pontjainak koordinatai
is valtoznak, igy a tehetetlenségi tenzor matrixa az altalunk valasztott nyugvo
koordinata-rendszerben fiigg a test elfordulasi szogétol.

Jon Jay Jaz
al= | o Ty i

! ! !
sz Jzy Jzz

f(v)(n2 +¢*)dm —f(\/) Endm —f(V) §¢dm
= —Joynédm  [o (&2 +P)dm — [y n¢dm (6.106)
— Jor €€dm —Joy Sndm [y (&2 4 n?)dm

A koordinatak szogtol valo fliggését leird 6.104. kifejezések behelyettesitésé-
vel konnyen meg lehet gy6zodni arrdl, hogy a tehetetlenségi tenzor matrixa az
elfordulds szogétdl az aldbbiak szerint fiigg *. A tomérebb frasmdéd érdekében
hasznaljuk a sin ¢ = s és cos ¢ = ¢ jeloléseket
[Ja] =

JpwS® + JyyC* + 2Ty sC (Jyy = Juz)sC — Juy(s* — %) Jpsc+ Jyus

(Jyy — Juz)SC — Juy(s* — 2) ez + Jyys® — 2, 8C Jr2S + JyC

JpzC 4 Jy2s Jp28 + Jyc gy
(6.107)

'Ez a tehetetlenségi tenzor métrixdnak az elfordulds métrixdval val hasonlésigi transz-
formacidja.
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A merev test mozgasegyenleteinek felirasahoz sziikség van a tomegkozéppont
gyorsulasara. Felhasznaljuk, hogy a koordinata-rendszer origdja, az A pont
nem mozog. A tomegkozéppont koordinatai: &g, ng, Cs.

—(w?&s +ems)

652 6A +5X T?As—f—u_))X (CUXFAs): —(w2775—855) (6108)
T 0
Az impulzustételt egyelore irjuk igy:
T, —(w?€s + €ng)
Fa+Fg+F.=m —(w2n5—5§5~) (6109)
0
Az impulzusnyomaték:
wdl,
NAziAQJrFSxmﬁA = w‘]gl/z (6110)
T el
A perdiilet tétel jobboldala:
, ' e, —w?J),
Ny=J,b0+dxJ,d= eJ;Z+w2J;Z (6.111)
eJ.,
A perdilet tétel:
ey, —w?Jj,
Fap X Fp+ M, = |eJ,, + W J,, (6.112)

e,
A tovabbiakban a feladatot a kévetkezo feltételekkel vizsgéljuk:
— 1 — — — —
& = allando, &' = 0 —, Fy, = ON, M; = 0Nm. (6.113)
S
Ez azt jelenti, hogy az alland6 szogsebességgel (fordulatszammal) forgo test
mozgasat tanulmanyozzuk abban az esetben, ha a csapagyerokon kiviil mas
kiils6 er6 nem hat ra.
Ekkor a mozgasegyenletek a kovetkezo skalar egyenletekkel egyenértékii-
ek. Bevezetjilk a d = |Fap| jelolést.
FAI+FBx:_mw2§S ( )
FAy+FBy:_mw2nS ( )
Fa. + Fp. =0 (6.116)
—FByd = — CUQJ;Z ( )
Fpyd=— WQJ;z ( )
0=0 ( )
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Fejtsiik ki a szogtol fiiggd mennyiségeket:

Fpy + Fpy = — mw? (x5 cos ¢ + ygsin @) (6.120)
Fay, + Fp, = — mw?*(—xgsin ¢ + ys cos p) (6.121)
Fa, + Fg. =0 (6.122)
—Fpyd = — w?(—J, sinp + J,, cos ©) (6.123)
Fpod = — w?(J,, cos p + J,, sin @) (6.124)

0 =0 (6.125)

A csapéagyerék:

2
w
Fpr = — mw?(zgcos g + ygsin ) + F(Jm cos ¢ + Jy, sinp)

=w?( J;Z — mig)cosp + w2(J§Z — mys) sin @) (6.126)
2
Fyy=— mw?*(—xgsin ¢ + ygcos @) + u}g(—Jm sin ¢ + Jy, cos @)
= — ¥( J;Z — mxg)sin g + w2(dez — mys) cos p) (6.127)
2 sz Jyz .
Fg,=—w (Fcosgp—l—jsmgp) (6.128)
2 J:cz . Jyz
Fp, =w*(— 7 sine + — cos ) (6.129)

A kapott eredményeket megvizsgalva konnyen ki lehet szamitani a csapagy-
erok forgastengelyre merdleges 6sszetevéjének nagysagat.

JLL‘Z J z

Fo=y\/F3% + ij = w2\/(d —mzg)? + (% — myg)? (6.131)
T2 T2

Fp =\/F}, + F3, =* ;Z + Cylz (6.132)

Leolvashato, hogy a tengelyre merdleges csapagyerok a szogsebesség négyze-
tétol fiiggenek, tovabba a tomegkozéppontnak a forgastengelytol mért tavol-
sagaval és a deviaciés nyomatékokkal egyiitt novekednek.

Az azonos iranyu erokoordinatak osszeadéasaval pedig azt lehet megmu-
tatni, hogy a tengelyre meréleges erok ereddje éppen akkora, amekkora ero
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sziikséges a sulypontba képzelt m tomegl anyagi pont korpalyan tartasahoz.

Fa, + Fp, = —mw’zg (6.133)
Fuy + Fpy = —mw’ys (6.134)

ezek ereddje:

\/(—mw2x3)2 + (—mw?ys)? = mw?y/ (2% + y2) = mw?ds (6.135)

Itt ds a stlypontnak a forgastengelytol mért tavolsaga. A sulypont a forgas-
tengely koril kormozgast végez.

A forgastengellyel parhuzamos (z irdnyd) csapagyeré komponensek ha-
tarozatlanok. Mivel most nincs kiilsé erd, osszegiik nulla. Ha a test silyat
figyelembe vennénk, akkor Osszegiik a test stulyaval lenne egyenlo. Azon-
ban egyenleteinkbdl ekkor sem deriil ki, hogy ebbdl mennyi jut az egyik
bagy a masik csapagyra. Ez a hatarozatlansag abbdl fakad, hogy egy erot
két tdmasszal egyenlitiink ki (ha nem mozgna a rendszer,akkor statikailag
hatarozatlannak lehetne nevezni). Ha a feladatban ugy valasztjuk meg a
csapagyakat, hogy csak az egyik legyen képes tengelyiranyt (axidlis) erket
felvenni, akkor nyilvanvalé, hogy az hordozza a tengelyiranyu terheléseket,
ezzel eltlinik a hatarozatlansag is.

Térjiink most vissza a tengelyre merdleges iranyu erohatasokra. Még ve-
gyiik tekintetbe, hogy allando szogsebességii forgdmozgas esetén a polarszog
id6fuggése, ha a kezdd pillanatbeli értékét nullanak valasztjuk (¢o = 0), igy
adhato meg: ¢ = wt. Ezt behelyettesitve lathato, hogy a csapagyerdk az ido-
nek szinuszos fliggvényei. Ennek a szinuszos valtozasnak a korfrekvencidja
éppen megegyezik a forgas szogsebességével.

A rezgésdiagnosztika, valamint az ilyen elven alapul6 allapotfeliigyelet
részben az itt leirt, és ehhez hasonlo jelenségek megfigyelésén, mérésén alapul.

Most megvalaszolhatjuk a feltett kérdéstinket, hogy mi a feltétele annak,
hogy eltiinjenek a csapagyerck. Az, hogy

rg =0m (6.136)
ys =0m (6.137)
Jp =0kgm? (6.138)
Jy» =0kgm? (6.139)

egyszerre teljestiljenek. Az els6 és masodik egyenlet az in. statikus kiegyen-
sulyozottsag feltétele, ami azt fejezi ki, hogy a tomegkozéppont a forgasten-
gelyen helyezkedik el. A masodik ketté az in. dinamikus kiegyensulyozott-
sag feltétele, ami azt fejezi ki, hogy a forgastengely tehetetlenségi fotengely.
A dinamikus kiegyensulyozottsiag magaba foglalja a statikus kiegyensulyo-
zottsagot is. Alacsony fordulatszamok esetén gyakran elegendé a statikus
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kiegyensulyozottsagot biztositani.

A dinamikus kiegyensulyozottsag mindig biztosithaté legfeljebb két tomeg-
pontnak a rendszerhez valé hozzaadasaval. A tomegpontokat szamozzuk meg
1 és 2 sorszammal. Teljesiilnie kell a kévetkezo egyenleteknek:

0 =xgm + xymy + xomsy statikus kiegyensulyozas feltétele
0 =ysm + y1m1 + yamo statikus kiegyensulyozas feltétele

(6.140)
(6.141)
0 =J,, — mir121 — Maxezy dinamikus kiegyenstilyozas feltétele (6.142)
0 =Jy,. — miy121 — May22o  dinamikus kiegyensulyozas feltétele  (6.143)

Figyeljik meg, hogy ez a négy egyenlet nyolc meghatarozandé mennyiséget
tartalmaz: mindkét anyagi pont témegét és koordinatait. Az egyenletrend-
szernek végtelen sok megoldéasa van. Ez azt jelenti, hogy egy rogzitett tengely
koriil forgd merev test dinamikus kiegyensilyozasira nagyon sokféle (végte-
len sok) megoldas lehetséges. Miiszaki és gazdasagi szempontok hatérozzak
meg azt, hogy milyen megoldéast valasztunk.

6.15. Szamitasi példak (a merev test dinami-
kaja)

6.15.1. Feladat. Szamitsa ki a homogén tomegeloszlasi, o stirtiségi, a, b, ¢
élhosszusagu téglatest tehetetlenségi tenzoranak matrixat fétengelyrendszer-
ben!

Megoldas

Meg kell talalnunk a f6tengelyrendszert. A szimmetria alapjan tudjuk, hogy
az S stulypont (tomegkozéppont) a téglatest atléinak metszéspontjaban van,
ismert, hogy ez a fétengelyrendszer origdja is. A fotengelyek egybeesnek a
téglatest forgdsi szimmetriatengelyeivel. Igy a szimmetria kihaszndldséval,
szamitasok nélkiil is meg tudtuk hatarozni a fétengelyrendszert, a 6.11. abra
mutatja az eddigi eredményeket.

Ezt kovetden a tehetetlenségi tenzor métrixara megismert 6.41. Altala-
nos Osszefliggésbe kell behelyettesiteni. Ki kell szamitani az integralokat.
Ehhez meg kell adni a hatarozott integralas hatarait. Esetiinkben ez egy-
szerli. A téglatest altal elfoglalt térbeli tartoméanyban x € [—a/2;a/2],y €
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’
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T b

6.11. abra. A homogén tomegeloszlasu téglatest fétengelyrendszere
[(—b/2;0/2], z € [—¢/2; ¢/2]. Kezdjiik a J;; métrixelemmel.

c/2  rb/2  ra/2
Jii —/ (y* 4 2%)dm = / / / (y? 4 2?) odzdydz
—a/2

—c/2 J—-b/2
0/2 b/2 a2 ¢/2 b/2
/ / (y? + 2%) }_ dydz = o / (v* + 2*)adydz
c/2 b/2 a/2 —c/2
o2 B b o2 B
=oa s {g +z y} 7b/2dz = oa _0/2(12 + 2°b)dz
b 23 qe/2 b3c  bc? oabc
a7+ TV, = ealf5 + 33) = T3¢ )
=—(b* + ¢ 144
"0 ) (6.144)
v

R

J2o :/(V) (z° + 2%)dm = %(a2 +c?)
J :/ 2 4 ) dm B 6.145
33 (V)@? +y7) 12(‘1 +b7) ( )

A nemdiagonalis elemeknek el kell tiinniiik, hiszen fétengelyrendszert valasz-
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tottunk, de gy6zodjink meg errdl is.

c¢/2  rb/2  ra/2
Jig = — / xydm = / / / xyodrxdydz
¢/2J-b/2 J—a/2

c/2 b/2 72 a/Q
/ 2dydz

/2 b/2 —a/
c/2 b/2 a/2

/ / y — a—y} / dydz =0 (6.146)
c/2J—b/2 —a/

Ugyanigy minden nemdiagonalis elemrol kimutathaté, hogy nulla. Ezzel iga-
zoltuk azt, hogy valéban fotengelyrendszer az a koordinata-rendszer, amit
valasztottunk (bar ezt a szimmetria alapjan kordbban is tudtuk). A ho-
mogén tomegeloszlasu téglatest tehetetlenségi tenzoranak matrixa fétengely-
rendszerben:

(% + ) 0 0
[J]FTR = 0 %(&2 -+ 62) 0
0 0 m(a® +b)
m (b + ¢?) 0 0
-1 0 (a® + 2) 0 (6.147)
0 0 (a® +b?)

Lathaté, hogy a téglatest élhossztuisagai, valamint stirtisége vagy tomege sziik-
ségesek ahhoz, hogy tehetetlenségi tenzoranak matrixat megadjuk. Ha ezt a
mennyiséget ismerjiik, akkor pedig barmely tengelyre vonatkozé tehetetlen-
ségi nyomatékat ki tudjuk szamolni.

Ha a téglatest élhosszisagai egyenlok, a = b = ¢, akkor a test neve
homogén tomegeloszlasu kocka, melyre eredménytink igy alakul:

(a® 4 a®) 0 0
[J]FTR: 0 12(& +Cl) 0
0 0 2 (a® +a?)
ma? |1 00 ma?
0 01

Ez az érdekes eredmény azt jelentihogy a kocka géombi porgettyii, vagyis
barmely, silypontjan athaladé tengelyre vonatkozé tehetlenségi nyomatéka
egyforma, éppen mT“Q

A homogén tomegeloszlasu téglatest és kocka f6tengelyrendszerben felirt
tehetetlenségi tenzorat érdemes megjegyezni. A fédiagonalisban levé elemek
éppen a fétengelyekre (azaz a téglatest szimmetriatengelyeire) vonatkozo6 tn.
fotehetetlenségi nyomatékok. Eredményeinket a kovetkezd feladatban fel-
hasznaljuk.
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6.15.2. Feladat. Egy o = 2(11% stiriségli, homogén tomegeloszlasi me-
rev test képzeletben két kockara bonthaté a 6.12. abra szerint, a nagyob-
bik kocka élhossziisdga a = 20cm, a kisebbiké §. A test pillanatnyi forgd
mozgast végez, melynek centralis egyenese a t tengely, amely parhuzamos a

koordinata-rendszer z tengelyével. A szogsebesség nagysaga 3 é
a) Szamitsa ki a merev test ¢ tengelyre vonatkozo tehetetlenségi nyomatékat!
b) Mennyi a test mozgdsi energidja?

¢) Szémitsa ki a stlypont sebességét és a test impulzusat!

LS9
a ! X
2 L Y t doféspontja
i ’ S,
: T X
1 TAS 1A S
| S| S
\ X
z S
a
<y
//x
6.12. abra. A 6.15.2. feladathoz
Megoldds

A kérdések megvalaszolasa elott meggondolasokat végziink a test méreteire
és tomegeloszlasara vonatkozoan.

A testet gondolatban felbontjuk két kocka alakt tartomanyra. Mivel
homogén tomegeloszlasi testrol van szo, a szimmetria alapjan azonnal latjuk,
hogy a nagyobbik kocka S; sulypontjanak helyvektora s, = 0.1¢, + 0.1¢€, +
0.1e, m, a kisebbik kocka S5 sulypontjanak helyvektora pedig 7s, = 0.05€, +
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0.15¢, + 0.25¢, m. A sfirliség mértékegységét atvaltjuk 2 25 = 2000 55. A
nagyobbik kocka tomege m; = o-V; = 2000 % -(0.2m)? = 16 kg, a kisebbiké
mo = o - Vo = 2kg. Kihasznaljuk azt, hogy a kockdk a statikai nyomaték
szempontjabol helyettesithetok a tomegkozéppontjukba helyezett, azokkal
egyezd tomegli tomegpontokkal. Az eredeti test S tomegkoézéppontjanak
helye ezekbol az adatokbdl kiszamithato

S MuTg, +Mmerg,
rs =

my + Mo
_16- (0.1e; + 0.1, + 0.1€,) + 2 - (0.05€;, + 0.15¢, + 0.25¢,) m
16 + 2
=0.0944€;, + 0.1055¢,, + 0.1167¢€, m. (6.149)

Az S1,5,,S pontok tavolsaga a t tengelytol rendre

d; =v2-0.1m = 0.14142m (6.150)
dy =v/2-0.05m = 0.0707 m (6.151)
ds =v/2-0.0944m = 0.1335m (6.152)

a)

A t tengelyre vonatkozo tehetetlenségi nyomaték kiszamitasahoz hasz-
nalni fogjuk a tehetetlenségi nyomatékok osszeadhatosagat és Steiner tételét
is.

A test t tengeléyre vonatkozo J; tehetetlenségi nyomatékat megkaphatjuk
ugy, hogy kiszamitjuk kiilon a nagy és a kis kocka ¢ tengelyre vonatkozd Jyy
és Jio tehetetlenségi nyomatékait, majd osszeadjuk azokat:

Jt = Jtl -+ JtQ. (6153)

A nagy kocka J;; tehetetlenségi nyomatékat Steiner tételével szamitjuk ki,
tehat a sulypontjan athalado, ¢ tengellyel parhuzamos tengelyre vonatkozo
Js1 tehetetlenségi nyomatékhoz hozzdadjuk a Steiner-tagot:

Jn = Js1 + mad;. (6.154)

Az eloz6 feladatban megismertiik a homogén tomegeloszlasu téglatest tehe-
tetlenségi tenzorat fétengelyrendszerben (6.147. formula), és a kockaét is
(6.148. formula).

2 16-(0.2)2
jSlzméa = (6 ) kgm? = 0.1067 kgm?. (6.155)
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Ebbdl

Ji = 0.1067 + (0.1)* - 16 kgm?* = 0.2667 kgm?. (6.156)
0.16

Vegyiik észre, hogy a Steiner-tag nagyobb, mint a stulyponti tehetetlenségi
nyomaték. Ez nem ritka jelenség. Azt illusztralja, hogy a tengelynek a
sulyponttol vald tavolodasaval igen gyorsan novekszik a testnek a tengelyre
vonatkozo tehetetlenségi nyomatéka.

Szamitsuk ki a kis kockdnak a ¢ tengelyre vonatkozo tehetetlenségi nyo-
matékat is.
may(a/2)?  2-(0.1)2

Jgo = : 5 kgm? = 0.0033 kgm? (6.157)
Jio = Jgo + mads = 0.0033 + 2 - (0.0707)* kgm? = 0.0043kgm?  (6.158)
0.01

Az eddigiekbdl megkaphatjuk a test ¢ tehgelyre vonatkozo tehetetlenségi nyo-
matékat.

J; = 0.2667 + 0.0043 kgm?* = 0.271 kgm? (6.159)
b)

A mozgési energia kiszamitasahoz sziikségiink van a sebességallapot redu-
kalt vektorkettésére. Most célszerti a t tengelyre redukalni, mert a stulypontra
vonatkozo tehetetlenségi tenzor matrixat nem ismerjiik, a ¢ tengelyre vonat-
kozo tehetetlenségi nyomatékot viszont kiszamitottuk és ez elegendd is lesz
a forgasi energia taghoz.

Esetiinkben az A pont a t tengely barmely pontja lehet. Vélasszuk A
pontnak az S silyponttal megegyezd z koordinataju pontjat. Ekkor 74g
konnyen megadhaté: 7ag = —0.0944¢€, — 0.0944€,. Erre a c) feladatrészben
sziikségiink lesz.

Itt hasznaljuk ki azt, amit a feladat szévege a sebességallapotrél mond. A
test pillanatnyi forgastengelye a t tengely. Ebbdl kovetkezik, hogy a t tengely
minden pontja all, ez tehat érvényes az A pontra is. A sebességallpotot érde-
mes az A pontba redukalni. A szogsebesség mindig parhuzamos a centralis
egyenessel, igy a szogsebesség vektor is konnyen megadhato: @ = 2€, %,hiszen
d||t]|€,. A sebességallapot redukalt vektorkettdse

1
(; Tala = [26. =30 2 4. (6.160)
s s
A test mozgasi energidja:
1, -1
T :i A[ -+ §W2Jt

1
=0+ 522 -0.271J = 0.542.J. (6.161)
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c)
A sebességallpot redukalt vektorkettosébol a sulypont sebessége azonnal
kiszamithato:
€ €y €, 0.1888 -
—0.0944 —0.0944 0 0 i

A test tomege nyilvan m = my + mo = 18 kg.
A test impulzusa

[ = mily = 3.3984¢, — 3.3984¢, —. (6.163)
S



154 6. . A MEREV TEST DINAMIKAJA



7.

Fiiggelékek

7.1. Koordinata-rendszerek

Egy koordindta-rendszert a haromdimenziés euklideszi térben a kezdépont-
javal és bazisaval adunk meg. Ez a fejezet 0sszefoglalja a miiszaki gyakorlat-
ban leggyakrabban alkalmazott koordinata-rendszerek fobb tulajdonsdgait.
Az itt leirtak egyarant sziikségesek az elméleti alapismeretek megértéséhez
és a feladatok megoldasahoz.

7.1.1. A sikbeli derékszogili koordinata-rendszer

A sikbeli derékszogli koordinata-rendszert nevezik még sikbeli Descartes-féle
koordinata-rendszernek, tovabba ezekben a kifejezésekben a sikbeli helyett
allhat a kétdimenzids sz6 is.

Sikbeli derékszogli koordinata-rendszert akkor alkalmazunk, amikor nem a
teljes haromdimenziés térben, hanem annak egy ismert sikjan beliil kell csu-
pan vektorokat megadni. Ilyen, tgynevezett sikbeli feladatok gyakran eld-
fordulnak a miszaki és természettudomanyokban.

A sikbeli derékszogii koordinata-rendszer kezdépontja az O pont (7.1. dbra),
bézisa az (€, €,) vektorkettés. Ez egy ortonormadlt bazis, ami azt jelenti,
hogy tagjai egység hossziak és egymésra merdlegesek, ezt az alabbi Ossze-
fiiggések fejezik ki:

&€ = 0, (7.1)
e,| = 1. (7.3)

A 7.1. kifejezésben a - (pont) az €, és €, vektorok skaldris szorzasat, a 7.2. és
7.3. kifejezésekben az || pedig a vektor abszolit értékét (hosszat, norméjat)

155
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jelenti.

rey

O| é x X

7.1. abra. A sikbeli derékszogii koordinata-rendszer

A sik egy tetszéleges P pontjanak helyét egy szamparral adjuk meg,
ezeket a pont koordinatainak nevezziik. A sikbeli derékszogti koordinata-
rendszer esetén ez az (x,y) szdmpar. Az x és y koordinatdk a P pontbdl a
megfelel6 tengelyre bocsatott merdleges és a tengely metszéspontjanak eloje-
les tavolsaga az origotol. Azt is lehet mondani, hogy ha a tengelyeket olyan
szamegyenesnek fogjuk fel, amelyeknek nullpontja éppen az O origoval esik
egybe, akkor a koordindta nem maés, mint az a szam, ahol a P pontbdl indi-
tott merdleges metszi a tengelyt. Ugy is fogalmazhatunk, hogy a koordinéta
a tengelyeken a P pont meroleges vetiiletének helyén all6 szam.

A P pont 7 helyvektorat a koordinatakkal és a bazisvektorokkal az alabbi
modon fejezziik ki:
T = T€y + YE,. (7.4)

A sikon barmely pont helyvektora megadhat6 a bazisvektorok linearis kom-
binacidjaként, a linedrkombindcios egytitthatok épp a koordinatak.

A sikbeli derékszogii koordinata-rendszer bazisvektorainak igen fontos tulaj-
donsaga, hogy nem fiiggenek az id6t6l (dllandok, nem mozognak), amibél
kovetkezik, hogy id6 szerinti derivaltjaik nulldk:

—

[

(7.5)
(7.6)

=1}

€y:
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Ezért a mozgd pont mozgastorvényének idofiiggését a koordinatak fejezik ki
("hordozzak"):

r(t) = x(t)e, + y(t)ey, (7.7)
tovabba a mozgastorvény id6 szerinti derivaltja a kovetkezoképpen szamit-
hato: '

m(t) = &(t)ey + y(t)e,. (7.8)

Ez az oka annak, hogy derékszogii koordinatakban derivalni nagyon konnyi,
igy gyakran mas koordindta-rendszerekben torténd derivalast is erre veze-
tlink vissza.
A tengelyeket ebben a mellékletben nagybetiikkel jeloljiik, de el6fordul, hogy
a koordinatakkal azonos modon a tengelyeket is a megfelel6 kisbettivel jelo-
lik. Ez nem szokott félreértést okozni. A mennyiségek idofiiggését gyakran
hangsulyozzuk a jelolésben azzal, hogy az id6 fiiggvényeként irjuk le azokat,
vagyis a mennyiség jele utan irjuk zaréjelben az id6 jelét (t). Itt hivjuk fel
a figyelmet arra, hogy ez nem mindig torténik igy. Egy mennyiség akkor
is lehet az id6 fiiggvénye, ha azt éppen nem irjuk ki. Azt, hogy az egyes
mennyiségek valtoznak-e az id6 elteltével vagy sem, vagy a feladat mondja
meg, vagy esetenként éppen a feladat megoldasabol dertl ki.

7.1.2. A térbeli derékszogii koordinata-rendszer

A térbeli (haromdimenzids) derékszogii, vagy Descartes koordindta-rendszer
a sikbeli megfelel6jének altalanositasa.

7.2. abra. A térbeli derékszogi koordinata-rendszer
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A térbeli derékszogl koordinata-rendszer alkalmas arra, hogy a harom-
dimenziés térben megadjunk egy tetszoleges vektort. A térbeli derékszogl
koordinata-rendszer ortonorméalt bazisat az (€, €y, €;) vektorhdrmas alkotja
(7.2. abra). Az ortonorméltsiag miatt érvényesek az alabbi Osszefiiggések:

&, e = 0, (7.9)
&6 = 0, (7.10)
g e = 0, (7.11)
& = 1, (7.12)
e, = 1, (7.13)
6| = 1. (7.14)

Egy tetsz6leges P pont koordinatéi a pontnak a tengelyekre vett (z,y, z)
merOleges vetiiletei. A P pont helyvektorat a bazisvektorok és koordinatak
segitségével az alabbi modon lehet kifejezni:

T = €y + Y&, + Ye.. (7.15)

A térbeli derékszogl koordinata-rendszer bazisvektorai allandé vektorok,
igy idoderivaltjaik mind nullak:

& =0, (7.16)
€, =0, (7.17)
g, =0 (7.18)

A mozgd pont mozgastorvényének idéfiiggését a sikbeli esethez hasonldan itt
is a koordinaték fejezik ki:

7(t) = z(t)e, + y(t)e, + z(t)es, (7.19)
és a mozgastorvény ido szerinti derivaltja a kdvetkezoképpen szamithato:
F(t) = i(t)&, + §(1)E, + 2(t)E.. (7.20)

Konnyen észrevehetd, hogy a térbeli derékszogli koordinata-rendszer a sik-
beli megfelel6jébdl az €, béazisvektor (a z tengely) hozzdadasaval kaphato,
amely ugyanugy viselkedik, mint az = és y bazisvektorok. A sikbeli derékszo-
gl koordinata-rendszer a térbelinek részhalmaza. Ez a "rokonsag" bizonyos
feladatokban jol kihasznalhatd. Mas sikbeli és térbeli koordinata-rendszerek
kozott is van hasonlo jellegli kapcsolat.
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7.1.3. A sikbeli polar koordinata-rendszer

Mig a derékszogti koordinata-rendszerek targyalasakor nagyrészt kozépiskolas
ismereteket elevenitettiink fel, igy az el6z0 két fejezet a legtobb olvasd szama-
ra konnyen feldolgozhatd volt, a jelen fejezetben ez feltehetéen masként lesz.
A kovetkezo fejezetben targyalandd hengerkoordindta-rendszer szoros kap-
csolatban all a sikbeli polar koordinata-rendszerrel, ahhoz hasonléan, ahogy
a sikbeli és a térbeli derékszogli koordinata-rendszerek rokonsagban allnak.
A sikbeli polar koordinata-rendszer kezdépontja a sikon kivalasztott O pont,
bazisvektorai az (€, €,) ortonormalt vektorpar (7.3. 4bra). Az €, vektor
mindig a P pont felé mutat, amelynek a helyét meg kivanjuk adni. A sikon
ki kell jelolni egy tgynevezett viszonyitasi (vagy referencia) irdnyt, amely-
nek segitségével az €, helyzete a sikon megadhat6é. Az €, bazisvektor az
¢, vektorra jobbcsavar szerint meréleges. Az ortonormaltsiag itt az aldbbi
Osszefiiggések érvényességét jelenti:

g -é, = 0, (7.21)
e = 1, (7.22)
&, = 1. (7.23)

A sikbeli polar koordinata-rendszerben egy tetszoleges P pont helyét két
adattal lehet megadni. Ezek a koordinatdk a radiusz (r) és polarszog ().
Az r koordinata a P pontnak az O origotdl vald tavolsagat adja meg. A 7.3.
abra segitségével 1lathat6, hogy r = |F]. A ¢ koordindta a referencia irdny és
az €, vektor altal bezart szoget adja meg. Ez egyben a referencia irany és az
7 helyvektor szoge is.

A polar koordinata-rendszer sikjat polarsiknak is nevezik.

P

7.3. abra. A sikbeli polar koordinata-rendszer
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A sikbeli polar koordindta-rendszerben egy pont helyvektora mindig az
alabbi alakban adhat6 meg:
r=1-¢€ (7.24)

Fontos, hogy a helyvektor kifejezésében soha nem szerepel az €, bazis-
vektor. Ez az egyik fontos eltérés, amely a sikneli polar és a derékszogi
koordinata-rendszerek kozott fennall. A masik igen lényeges eltérés az, hogy
a sikbeli polar koordinata-rendszer bazisvektorai nem allandék:

e, # 0, (7.25)
e, # 0. (7.26)

7.1.1. Tétel (Forgo bazisvektorok iddderivaltjai) A sikbeli derékszogii po-
lar koordinata-rendszer bazisvektorainak id6 szerinti differencialhanyadosai:

é = @&, (7.27)
&, =—¢-&. (7.28)

Bizonyitds. A bizonyitas soran a sikbeli polar koordinata-rendszer bazisvek-
torait felirjuk derékszogi koordinata-rendszerben, a derékszogl koordinatak-
ban elvégezziik a derivalast, majd az eredményt visszairjuk polar koordiné-
takba.

A stkon vegyiink fel egy sikbeli derékszogii és egy sikbeli polar koordinata-
rendszert ugy, hogy kezddpontjaik essenek egybe, és a polar-koordinata-
rendszer referencia iranya egyezzen meg a derékszogi koordinata-rendszer
x tengelyének irdnyaval (7.4. abra).

Cy
@ e,
sy

¥
O] cosp ", rell frdny, x

7.4. abra. A 7.1.1. tétel bizonyitasdhoz
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A sikbeli polar koordinata-rendszer béazisvektorai megadhatok a derék-
sz0gl koordinata-rendszer bazisvektorai segitségével:

€ = COSYEy + sinp ey, (7.29)

€y, = —SINY ey + cosp €, (7.30)

Ha a ¢ polarszog valtozik ¢ = p(t), akkor a sikbeli polar koordinata-rendszer
mozog, ezzel egyiitt az (€, €,) vektorok is az id6 fiiggvényei, de a derékszogi
koordinata-rendszer (€, €,) bazisvektorai ekkor is fiiggetlenek az id6tél. Az
idofiiggés hangsilyozasaval ez igy irhato:

€ (t) = cosp(t) €, + sinp(t) €, 7.31)
€x(t) = —sing(t) €, + cosp(t) €, (7.32)
Az id6 szerinti derivalas elvégzésével a kovetkez6 kaphato:
E(t) = —psingé, + pcospé, = ¢ (—sinp €, + cospé,) (7.33)
éZP
€s(t) = —pcosp e, — psinpé, = —¢ (cosp e, + sinp €,) (7.34)

€r

A 7.29. és 7.30., valamint a 7.33. és 7.34. egyenléségek Osszevetésével meg-
kaphato a tétel allitasa. O

A 7.1.1. tétel segitségével megadhatd egy mozgd tomegpont 7(t) mozgés-
torvényének id6 szerinti derivaltja. A mozgastorvény:

Fo= red =r(t)- ), (7.35)
p = o). (7.36)

Sikbeli polar koordinatdk haszndlata esetén a mozgastorvényt két egyenlo-
séggel lehet megadni, mert a helyvektor kifejezésében a polarszog idofiiggése
nem jelenik meg. Az 7.35. egyenlOség tehat 6nmagaban nem hatarozza meg
a tdmegpont mozgastorvényét. A mozgastorvény ido szerinti elsé derivaltja
(a sebesség):
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7.1.4. A hengerkoordinata-rendszer

A hengerkoordinata-rendszer origja a térben kivalasztott pont, bazisa az
(€, €,, €,) ortonormalt vektorhdrmas, érvényesek az alabbi Osszefiiggések:

o
€
o
N
I
t—‘ _ = O O O

|€Z| =

A bazisvektorok elnevezése is sugallja, a 7.5. abra szemlélteti, hogy a hengerkoordinata-
rendszer a sikbeli polar koordinata-rendszer kiterjesztése az origon athalado,
a sikra meroleges €, bazisvektorral, és az annak megfelel6 z tengellyel.

O ref. irany

7.5. abra. A hengerkoordinata-rendszer

A hengerkoordinata-rendszerben a pont helyét harom koordinataval lehet
megadni. Az r és ¢ koordinatak a pontnak a polarsikra vett meréleges vetii-
letének helyét adja meg a polarsikon ( a sikbeli polar koordindta-rendszernél
megismert médon), a z koordindta pedig a pontnak a polarsiktél szamitott
elojeles tavolsagat. Egy pont helyvektora az alabbi modon adhaté meg;:

r=r-€ + 2€, (7.44)
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A hengerkoordinata-rendszer bazisvektorai koziil kettd, a polar koordinata-
rendszer bazisvektorai fiiggenek az id6tol, az €, bazisvektor idofiiggetlen. Er-
vényesek az alabbi Osszefiiggések:

g = ¢-&, (7.45)
€, =—p-&, (7.46)
e, = 0 . (7.47)

Ennek megfeleléen hengerkoordinata-rendszer ben egy, a 7.44. formula sze-
rint megadott vektor idoderivaltja:

F=7-C 41 Q&+ 2, (7.48)
A sikbeli polar koordinata-rendszer a hengerkoordinata-rendszernek rész-

halmaza, illetve a hengerkoordinata-rendszer a sikbeli polar koordinata-rendszernek
a térbeli kiterjesztése.

7.1.5. Mas koordinata-rendszerek

A miszaki és természettudoméanyokban az eddig leirtakon kiviil még szamos
mas koordinata-rendszer is hasznalatos.

Gombszimmetrikus feladatok esetén a gombi polar koordinata-rendszer hasz-
nalhato.

Tetszoleges gorbiilt felilleten a pontok helyét gorbevonali koordinata-rendszerek
segitségével lehet megadni, amelyeken a koordinatédk a térgorbék paraméte-
rei.

7.2. A térgorbék leirasanak differencidalgeomet-
riai megkozelitése

7.2.1. A térgorbe

A differencidlgeometria a matematika résztertlete, tdrgya a haromdimenzios
tér sima gorbéinek és feliileteinek vizsgdlata a differencial- és integralszamitas
eszkozeinek alkalmazaséval. A miiszaki és természettudomanyokban gyakran
fordulnak el6 olyan tételek, problémaék, amelyek kapcsolatosak a térbeli gor-
békkel és feliiletekkel. Ezért a differencialgeometria fogalmai és eredményei
gyakran elOkertilnek ezeken a tudomanyteriileteken. Itt csak a térgorbékkel
kapcsolatos legalapvetobb fogalmak attekintésére van mod a jegyzet anya-
ganak jobb megértésének eldsegitése érdekében. A matematikai tételeket
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igyeksziink azonnal szemléletes, fizikai vagy miiszaki fogalmakhoz, jelensé-
gekhez kotni.

A valds szamok R halmazanak részhalmaza az I = [a,b] zart intervallum,
amelybe minden olyan ¢ szdm beletartozik, amelyre a < t < b igaz. Szem-
léletesen, a valos szamegyenesnek az a és b szamok kozotti darabja az [
intervallum. Ha a szdmegyenesen id6t dbrazolunk ("idétengely"), akkor az
I intervallum egy idGintervallum, azaz két idopillanat kozotti osszes pillanat
halmaza.

7.2.1. Definicié (Gorbeiv) A gorbefv egy zart I intervallumnak az R® térre
val6 bijektiv és folytonos 7: R — R? leképezésének képhalmaza.

A bijektiv leképezés, més szdval bijekcid kolesondsen egyértelmii raképe-
zést jelent. Mas szoval bijektiv leképezés esetén az egyik halmaz (&shalmaz,
értelmezési tartomany) minden elemének a masik halmaz (képhalmaz, érték-
készlet) pontosan egy eleme felel meg (tehat nincs olyan, ami kimarad, és
egyik irdnyban sincs olyan, ami kettéhoz tartozik). Gorbeiv idéparaméteres
alapkja esetén ez azt jelenti, hogy minden idépillanathoz (értelmezési tarto-
many) tartozik a gérbének egy pontja, nem ugrunk &t egy pillanatot sem,
illetve a gorbe egy pontja csakis egy idopillanathoz tartozik. Térgorbék ese-
tén, melyek tobb gorbeivbélallhatnak, eléfordulhat, hogy énmagat metszo
alakzatot kapunk.

A kinematikaban el6fordulé mozgastorvény és palya fogalmai kénnyen
kapcsolatba hozhatdk ezzel a definiciéval. A mozgastorvény egy I idéinter-
vallumot képez le a haromdimenziés térbe, azaz minden ¢ € I idopillanathoz
hozzérendel egy 7(t) helyvektort, s ezeknek a helyvektoroknak a halmaza
(ponthalmaz a térben) a palya. Azt mondjuk, hogy a t a gérbeiv paraméte-
re, a gorbeiv pedig paraméteres eloallitasu.

Az 7(t) = (ri(t),ra(t), r3(t)) leképezéstdl megkoveteljik, hogy komponen-
senként legalabb egyszer differencialhaté legyen t szerint, és az elsé derivalt
semmilyen ¢ € [ értékre nem lehet nulla. Ha ezek a feltételek teljestilnek,
akkor a gorbeivet differencidlhaténak (folytonosan differencidlhaténak) ne-
vezziik.

Egy gorbeivnek végtelen sok paraméteres eléallitasa létezik. Az egyik el6al-
litasrél a masikra a paramétertranszforméaciéval lehet attérni, melynek soran
nem valtoznak a képhalmaz, és a leképezés differencidlhatosagi tulajdonsagai.
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7.2.2. Definicié (Térgorbe) Gorbének (térgorbének) nevezzik egy
7 R — R3 leképezés képhalmazat akkor, ha barmely pontjahoz 1étezik egy
relativizalt kornyezet, amelyet gorbeivként lehet eloallitani.

Gorbeivekbol épiilnek fel a gorbék. A gorbék abban kiilonboznek a gor-
beivektol, hogy az I intervallum nem sziikségszeriien zért, és a leképezés nem
sziikségszertien bijektiv, azaz a gorbe onmagat metszheti az tin. tobbszoros
pontokban. A tobbszoros pontok nélkili gorbét egyszeriinek nevezziik.

7.2.2. Az ivhosszparaméter és a természetes paraméte-
rezés

Az s(t) ivhosszisag az I = [t, t] intervallumon:

s(t) = /tt S (m)dr. (7.49)

Az ivhosszisagot természetes paraméternek nevezziik.
7.2.3. Definicié (fvhossz) Legyen egy tomegpont mozgastorvénye derék-
szogli koordinatdkban 7(t) = x(t)e, +y(t)e, +2(t)€e,, a palya t, id6pillanathoz
tartozo pontja Py, egy késobbi t; idépillanathoz tartozo pontja pedig P;. A
palya Py és P; pontok kozotti szakaszanak s ivhossza

5= /tt i)+ 52(1) + 2(t)dr = /tt () dr. (7.50)

Ha a P, pontbdl kiindulva tetszoleges t idopillanathoz tartozé P pontig
adjuk meg az ivhosszt, akkor az ivhossz a t id6 fiiggvényeként all eld:

s(t) = /tt S (m)dr. (7.51)

A T aty ést kozotti idopillanatokon végigfuto valtozoé, azért jeloljiik igy, hogy
ne legyen Osszetéveszthetd az integralas felsé hataraként szerepld t idopilla-
nattal.

Az s(t) fuggvény barmely ¢ id6pillanathoz megadja a palya Py ponttdl szami-
tott hosszat. Ha a tomegpont a palyan egy iranyba halad, akkor ez megegye-
zik a megtett uttal. Az s(t) fuggvény mindig pozitiv és monoton novekvo,
mert az 7.51. eléallitdsaban szereplé integral integrandusa nemnegativ (pozi-
tiv vagy nulla). Mivel az integrandus folytonos is, ezért s(t) differencialhaté.
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Az emlitett két tulajdonsag miatt 1étezik s(t) inverze, a t(s) fiiggvény. A t(s)
fliggvény megadja, hogy a Fy ponttdl indulva mennyi ¢ ido elteltével tesz meg
éppen s ivhosszat a mozgd tomegpont. Amennyiben a t(s) fiiggvény ismert,
az eredeti 7(t) idoparaméteres mozgastorvénybél kikiiszobolhetd az idé, és
megadhaté az ivhosszparaméteres alak: 7(t) = 7(t(s)) = 7(s).

Az ivhossz szerinti derivaltakat vesszovel fogjuk jelolni. Ezek a derivaltak
a térgorbe igen fontos jellemzoit adjak, és ezek miatt hasznaljuk mi is az
ivhosszparaméteres alakot.

7.2.1. Tétel (A mozgastorvény ivhosszparaméter szerinti els6 derivaltja)
A mozgastorvény ivhosszparaméter szerinti elsé derivaltja a ¢ érinto iranyt
egységvektor:

=l

t=— =7 (7.52)

Q‘CL
)

Bizonyitds. Vizsgaljuk a mozgast a t és a t + At idépillanatokban (7.6a.
abra). A tomegpont ezekben a pillanatokban az 7(t), illetve #(¢+At) helyeken
tartézkodik. Az elmozdulas a At id6 alatt:

A7 = 7t + At) — 7(t). (7.53)

A A7 elmozdulasvektor a palyagorbe egy szeléje, a szel6 irdnydba mutato

egységvektor: Iﬁi‘l' Amint a At nulldhoz tart, a A7 szel§ az 7(t) pontbeli

érint6hoz tart, ennek irdnyvektora

A7

A Tar = b (7.54)

A A7 hossza hatarértékben a hozza tartozé palyaiv hosszahoz tart

lim |A7] = |dr| = ds. (7.55)
At—0
Osszefoglalva
lim A7 = dr =tds, (7.56)
At—0
ebbdl 47
T~
— =t 7.57
e (7.57)

Az érint6 irdnyu t vektor hossza:

dr
=3

|d7|  ds
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(b) A kor érintévektordnak valtozasa a
(a) Az érintévektor () gorbe mentén

7.6. abra. A palya érint6je

A fluggelék 7.3.1. tételével 6sszhangban, mint minden allandé hossziusagu
vektorra, az érinto irdnyu egységvektorra is igaz, hogy a megvaltozasa me-
réleges a vektorra. Valéban, az allandé hosszisag miatt 2 = {1 = &llando,
mindkét oldal derivalasaval kapjuk:

—

~dt

Ut = 2— =0 7.59
o0 (7.59)

vagyis tL g—f .

Vizsgédljuk meg a korpélya érintévektoranak valtozasat a palya mentén. A
kor kertiletének egyes pontjaihoz tartozé érinto iranyu egységvektorok nagy-
saga tehdt egyenld, de irdnyuk eltér. Az iranyok eltérését jellemezziik a A«
szoggel (7.6b. abra). Véges nagysigi megvaltozas esetén a megtett ivhossz
az ivérték (radidanban mért szog) definicidja alapjan: As = RAq, ahol R a
kor sugara. Az érintévektor egységnyi ivhosszra eso elforduldsanak Aa szoge:

sa_ Ba 1 (7.60)
As RAa R
Barmekkoranak valasztjuk az ivet, kor esetén ez a hanyados allando, éppen a
kor sugaranak reciprokaval egyezik meg. A kor ebben a tekintetben is kilon-
leges alakzat. Vegyiik észre, hogy amint az iv nulldhoz tart, és ezzel egyiitt az
irdnyvaltozas szoge is nulldhoz tart, az érintvektor At megvaltozasanak | At
hossza tart az egység sugari kor Aa nyilasszoghoz tartozéd ivének hosszahoz:

} L d
lim [Af] = lim |Af]=|di] =1 da=da= . (7.61)
As—0 Aa—0 R
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Atrendezéssel a kor esetére a kovetkezd fontos Gsszefiiggést nyerjiik:

1
== (7.62)

) _|ar

ds  |ds

Kor esetén az érintévektor ivhosszparaméter szerinti derivaltjanak hossza a
korvonal barmely pontjaban éppen a kor sugaranak reciprokaval egyezik meg.
A kor sugaranak reciprokat gorbiiletnek is nevezziik, igy azt mondhatjuk,
hogy a kor allandé gorbiiletii alakzat.
A 7.59. és 7.62. oOsszefliggések egybevetésével megallapithatjuk, hogy a kor
érint6jének ivhosszparaméter szerinti derivaltja egy olyan vektor, amelynek
hossza a gorbiilet (1/R), irdnya pedig mer6leges az érintére gy, hogy ha
az érintési pontba rajzoljuk, akkor a kor kozéppontja felé mutat. Mindezek
alapjan a kor esetén fennall a

ar 1

-1 (7.63)
egyenloség. Az 11 neve fénormalis egységvektor, amely a kor sikjaban jobb-
csavar szerint merdleges az érinté irdnyu egységvektorra (7.7a. abra).

t b 2
- r 1
% b
ts
t
(a) A kor érint6je és féonormalisa (b) Az érint6, a fénormalis és a feliileti
kiilonb6z6 pontokban normalis egységvektorok kor esetén

7.7. abra. A korpélya pontjait jellemz6 egységvektorok

Tekintettel arra, hogy a kormozgas egy sikban zajlik, eddig nem meriilt
fel a szogelfordulas térbeli elhelyezkedésének kérdése. Ha azt is meg kivanjuk
adni, hogy a szogelfordulds milyen sikban zajlik, akkor (a kor adott pontjan
tul, amelyben vizsgaljuk az érinté megvaltozasat, tehéat ismerjiik), meg kell
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adni a sikot is. Egy sik térbeli iranyitottsagat a normélvektoraval adhat-
juk meg. Legyen a kormozgés sikjanak normalis egységvektora a b vektor,
amely a kormozgas kortljarasi iranydhoz jobbcsavar szerint illeszkedik (ha a

kormozgasnak megfelel6en csavarunk egy jobbmenetes csavart, akkor az a b
vektor irdnydba halad)(7.7b. abra). Bevezetjik az elforduldsvektort:

Ad = Aa - b, (7.64)
és az ennek megfelelé elemi elfordulasvektort:
da = da - b. (7.65)

Az elforduldsvektor nagysiga megadja az érinté irdanyu egységvektor irdny-
valtozasanak szogét, irdnya pedig megadja az elfordulas sikjat, és az elfordu-
las iranyat a sikon beliil.

S
S

ShL
S

3=l =
L Ad =Aa-b ty _Ad=—-Aa-b

7.8. dbra. Az érint6 elforduldsvektoranak (Ad), és az 7.64. formulanak a
szemléltetése

Ezzel az érinté iranyt egységvektor elemi megvaltozasa a kovetkezoképpen
adhato meg: B
dt=dd xt=da-bxt, (7.66)

vegyiik észre, hogy bxt= 1, igy ebbdl az 0sszefliggésbdl megkapjuk kozvet-
lentil vektori alakban ugyanazt, amit mar kordabban is, kicsit koriilményesebb
okoskodassal, lattunk:

& 1- . 1

A kor esetére azért forditottunk kiemelt figyelmet, mert az igy nyert ered-
ményeket messzemenden hasznosithatjuk a térgorbék vizsgalata soran. Egy
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(a) Tetsz6leges sikgorbe érint8jének  (b) Példa térgorbe elfordulasvektorara
valtozasa a palya mentén és simulékorére

7.9. abra. A palya érintéje

tetszoleges térgorbe mentén haladva az érintd iranyu egységvektor szintén
valtozik, de egységnyi ivhosszra esé iranyvaltozasanak szoge nem allando
(7.9a. abra). Altaldnos térgorbe esetén az érinté irdnyd egységvektor egy-
ségnyi ivhosszra esé irdnyvaltozdsdnak szoge (Aa) nem allandé, igy annak
hatarértéke, a gorbiilet sem az, hanem az ivhossz fliggvénye:

da do 1
T as) = R(s)’ (7.69)

Fejtsiik sorba az ivhosszparaméter szerint a gorbiileti sugarat (R(s)) a gorbe
5o ivhosszparaméterrel jellemzett helye kortl:

2 3
LA s—50)° + ;g(s—so):g—l—... (7.70)
Ha az sg helynek igeny kicsiny kornyezetét vizsgaljuk, akkor a gorbiileti sugar
az R(sg) értékkel kozelitheté e kicsi tartomany pontjaiban. Minél kisebb a
tartomany, annél jobb ez a kozelités. Azt mondhatjuk, hogy hataratmenet-
ben egy tetszoleges térgorbe barmely sy paraméterti pontjanak elegendéen
kicsi kornyezete R(sg) sugari korivvel helyettesitheté. Mas szavakkal, az sg
paraméterti ponthoz érintékor (simulékor) irhatd, melynek sugara R(sg).
Egy térgorbe tetszoleges, so ivhosszparaméterrel jelzett pontjahoz simulokor
irhat6, amelynek

R(S) = R(So) + i]j(s — So) + 5@(

 sugara R(sp),

o az éritd irdnyt egységvektor (f) és a fénormalis egységvektor (7)) altal
kifeszitett sikban fekszik,
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o ennek a siknak a koriljarasi iranyaval jobbsodrasi rendszert alkoto
normaliranyu egységvektora b =t x 7 a binormalis egységvektor.

7.3. Matematikai Osszefiiggések vegyesen

Ebben a fiiggelékben azok a matematikai 6sszefiiggések talalhaték, amelyekre
a jegyzet valahol hivatkozik. Itt a tételek megértéséhez sziikséges megjegy-
zések, illusztraciok, egyes esetekben bizonyitasok talalhatok.

7.3.1. Tétel (Allandé hossziisagt vektor idderivéltja) Az alland6 hosszii-

sdgu (norméju), de id6t6l fuggd @(t) vektor idé szerinti a(t) derivaltja mindig
merdleges a vektorra.

Bizonyitds. A tétel szerint a vektor hossza nem valtozik, de iranya valtozhat,
ez az, ami fligg az id6tél. Ha a vektor norméja dllandé |@| = konstans, akkor
|d|?> = @% = konstans is igaz. Derivéljuk az id6 szerint ezt az osszefiiggést:

a? = konstans, (7.71)
2@ = 0, (7.72)
i = 0. (7.73)

Ha két vektor skalaris szorzata nulla, az azt jelenti, hogy merodlegesek egy-
masra. [

Ez az igen egyszeri vektorszamitasi Osszefiiggés sok helyen elékertil a
matematikaban és a mechanikaban.

7.3.2. Tétel (Szabélyos n-szog csicspontjai) Egy szabélyos sikbeli sokszog
(n-sz6g) csucspontjainak megfeleld derékszogii kordinatait osszeadva nullat
kapunk, ha a koordinata-rendszer kezdépontja a sokszog koré irt kor kozép-
pontja.

Bizonyitdas. A szabalyos n-szog csiicspontjainak koordinatai kifejezhetok az
origobdl a csucspontokhoz huzott szakaszoknak az x tengellyel bezart szoge-
ivel (7.10. dbra). Ezek a szogek szamtani sorozatot alkotnak:

1-—,2-—,3-—,...,n-— =27. (7.74)
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7.10. abra. Néhany szabalyos sokszog példaja a 7.3.2. tételhez n=3,4,5,18

Vezessiik be a kovetkezo jelolést: ¢, = 27“ A csticspontok koordinatai adott
n esetén:

1 = (cos(pn),sin(en)),
7 = (cos(2¢n),sin(2p,)),
75 = (cos(3pyn),sin(3¢s)),

= (cos(ne,),sin(ne,)). (7.75)
Az eddig bevezetett jelolésekkel a bizonyitandd allitas:
SR L0, (7.76)
i=1

részletesebben
n

> (cos(iy), sin(ipy)) Zcos i9n), Zsm i) = (0,0). (7.77)

i=1

A tétel tehat olyan szogek szmuszalnak, 1lletve koszinuszainak 0sszegérol
sz0l, amelyek szamtani sorozatot alkotnak. Altalaban igaz a kiévetkezd két
trigonometriai azonossag:

sin(f) + sin(f8 + a) + sin(f + 2«a) + sin(f + 3a) + ... +sin(S + na) =

g}mw+unzsm<45> sin (54 7) (7.78)
i=0 Sin (%)

cos(f) + cos(f + a) + cos(f + 2a) + cos(B + 3a) + ... + cos(S + na) =

n in (n+1)a no
> cos(B + i) = i ( ) o (B i ) (7.79)
i=0 sin (§>
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A tételben 5 = 0, a = ¢, és np, = 2m. Vegyiik észre azt is, hogy a
fenti két azonossagban az Osszegzés sin(f)-val, illetve cos(f)-val kezdddik, de
a tétellinkben megjelen6 6sszegzésben ezek nem szerepelnek, igy majd le kell
vonnunk ezeket a tagokat a jobb oldalakbol.

Az x koordinatdk Osszege:

cos(pn) 4 cos(2¢,) + cos(3p,) + ... + cos(np,) =

—sm(g") .

(n +21)g0n> _W

—cos(0) =

. sin (
Z sin(ip,) =
i=1

—1=0. (7.80)

Az els6 kapcsos zarodjeles kifejezés atalakitasakor kihasznaltuk a szogek Ossze-
gének szinuszara vonatkozé addicids tételt:

() - (03] e )-

sin(r) - cos (g ) + cos(m sm( ) = —sin (902”> (7.81)

——
0

Az y koordinatédk Osszege:
sin(p,,) + sin(2¢,) + sin(3¢,) + . .. + sin(np,) =

n . sin ((n+1)‘P7l sin (n%’n
= Z sin(ip,) =
i=1

F2) sin (%52)
. —sin(0) =
sin (%)

n
sin (LJF;)@") -0

- —~0=0. (7.82)

i Pn
sn (%)

Kis n-ek esetére alljon itt néhany szamszert illusztracio:

n=3 <_1 \/§> + <_1 _ﬂ‘g)) +(1,0) = (0,0), (7.83)

27 2 27 2

n=4 (0,1)+ (=1,0)+ (0,—1) + (1,0) = (0,0), (7.84)
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n=>5 (cosT2°sin72°) 4 (cos144°, sin 144°) +
(c0s216°,sin216°) + (cos 288 °, sin 288 °) +
(cos360°, sin 360°) = (0,0). (7.85)
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7.4. A gorog betiik

alfa a | Al nd v | N
béta B | B || kszi &=
gamma |y | I' || omikron | 0o | O
delta o | Al pi w | 11
epszilon | ¢ | E || 16 o | P
dzéta ¢ | Z || szigma |o | X
éta n | H || tau T |T
théta ¥ | © || ipszilon | v | Y
iota ¢ | 1T || f o | D
kappa k| K| khi x | X
lambda | A | A || pszi (P
mi w | M || 6mega w | Q

7.1. tablazat. A gorog kis- és nagybetiik

7.5. Jelolések és osszefiiggések a vektorszami-

tasbol
7.5.1. A Kronecker-delta szimbdélum
A Kronecker-delta egy kétindexes matematikai szimbolum, melynek értéke
az indexeitol fiigg:

[0, hai#j
% _{ 1, hai=j. (7.86)

Példaul ennek segitségével egy 0sszeghol kivalaszthato egyetlen tag:

3
Z Clidig = a1512 + &2(522 -+ a3532 = a10 —+ &21 + a30 = Q9. (787)
=1

7.5.2. A vektori szorzat

Két vektor vektori szorzata:

€x € € asbs — aszby
as| = —a1b3 + a3b1 (788)
by by by a1by — asby

STl
X
>
I
o
S
S
[\
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Ez felirhaté Ggy is, mint egy matrix és egy vektor szorzata:

N . 0 —das a9 b1
axb= [A]b = as 0 —aq bz . (789)
—das9 aq 0 bg
Konnyen belathato, hogy
. . O —das (05} .
bxa=0bA]=|b by by |as 0 —a|=-dxb. (7.90)
—Q2 aq 0

Az [A] métrix onmagaval valé szorzata:

0 —as a9 0 —as ag
2
[A]* =[A][A]=]a3 0 —ai||laz 0 —a|=
—as aq 0 —as aq 0
—a? — a3 a,as a,as
=| aa; —a?—a:  asas (7.91)
asay asa; — —a? — a’

A 6.10. fejezetben a Steiner-tag hasonlé alaki lesz, egész pontosan egy ilyen
tipusu kifejezés minusz egyszerese. Figyeljiik meg, hogy érvényesek a kovet-
kez6 egyenldségek.

— -

bA]%b = b[A][A]b = (b x @)(a@ x b) = —|a@ x b]> = —(|d@] - |b] - sina)?, (7.92)

ahol a a két vektor altal bezart szog.

7.5.3. A vegyes szorzat

Vektorok vegyes szorzatéan az alabbi kifejezést értjik: @ - (5 X €). A vegyes
szorzatot ki lehet szamitani a kovetkezo determinans kifejtésével:

., ay ag as
a- (b X E) = b1 bg bg (793)
Ci Co C3

A determinansrél tudjuk, hogy sorainak paratlan premutéacidja esetén eléjelet
valt, paros permutécio esetén pedig valtozatlan az értéke. Ez alapjan a vegyes
szorzatra érvényes az azonossagok kovetkezd csoportja:

—, — — —,

@-(bxd) = b-(@xa@) = &(@xb) = —&-(bxa) = —b-(@x3) = —a-(Zxb) (7.94)
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7.5.4. Vektorok kétszeres vektorialis szorzata

A vektorok kétszeres vektoridlis szorzatara érvényes az alabbi azonossag:
@ x (b x &) = b(ac) — aab). (7.95)

Ez koordinatakkal felirva konnyen igazolhato:

€1 € €3
&’x(bxé):c_ix bl bQ bg
G G2 C3

=(ag(bycyg — bacy) — ag(—bics + bscy))é;
—(a1(bycg — bycy) — az(bacs — byea))és
+(a1(—bicg + bscy) — az(bacs — bzea))és
(7.96)

Bontsuk fel a zardjeleket, és adjunk a kifejezéshez nulla 0sszegii tagokat:

= ((lgblCQ — angCl + CL3b1C3 — agbgCl + alblcl — a1b101)€1
0

—(Cl1blC2 — arbacy — agbacs + agbsca + agbaca — a2b202)€2
0

—

+(—a1b103 -+ a1b3€1 — a2b203 -+ CLngCQ + a3b303 — CL3[)303)€3
0

(7.97)

Rendezziik 4t a tagokat:

:(a101 + ascy + a303)61€1 + (a101 + ascy + a303)b2€2

+(arc1 + asey + ages)bsés — (a1by + agby + agbs)ci€y
ab
—(a1by + agbs 4 agbs)ca€y — (a1by + agbs 4 asbs)cses
—b(ac) — &(ab). (7.98)
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7.5.5. Négyzetes matrix és vektor szorzata

Egy 3 x 3-as négyzetes matrix és egy haromdimenziés vektor szorzata az
alabbi, egymassal egyenértékii alakokban irhato:

mi; Mz Mas a1 23':1 a;MmMy;
ﬂﬁ = | M21 Moz Ma3 as | = | 294 a;Ma;
m31 M3z 1M33 as ijl a;ms;
3 3 3 3 3
= Z ajmljé’l + Z ajm2j€2 + Z ajm3j€3 = Z Z ajmljé;. (799)
j=1 j=1 j=1 i=1j=1

7.6. Sajatérték, sajatvektor

Ebben a jegyzetben a tehetetlenségi tenzorral kapcsolatban talalkozunk a
sajatértékek, sajatvektorok fogalmaval.

Tenzornak nevezziik a linedris vektor-vektor fliggvényeket, azaz olyan (M)
matematikai miiveleteket, amelyek egy adott ¢’ vektorhoz egy mésik @ = M7
vektort rendelnek hozza. Csak haromdimenziés vektorokon hatd és harom-
dimenzidés vektorokat eredményez6 tenzorokkal és azok 3 X 3 — as négyzetes
matrixaival foglalkozunk. A vektor fogalmét itt nem részletezziik, gondol-
hatunk a hiaromdimenzios tér helyvektoraira is, vagy példaul arra, hogy a
tehetetlenségi tenzor a szogsebesség vektorhoz hozzarendeli a merev test im-
pulzusnyomaték vektorat a J ,i = Na Osszefliggés szerint. Legyen

my; MMz M3
[Mi] = | ma1 maa ma3 (7.100)
ms31 Mgz MM33

az M tenzor métrixa egy bizonyos koordinata-rendszerben. Ugyanannak
a tenzornak mas-mas koordindta-rendszerben maés-mas a matrixa. Ha az
i, U vektorok haromdimenzidsak, akkor az adott koordinata-rendszerben az
U = MU egyenldség egy matrixegyenlettel irhato le:

Uy mip Miyz Masg (%1
U9 = Mo1 T2 Mg V2 (7101)
us m31 T3z 133 U3

Az 1 és U vektorok altalaban nem azonos nagysaguak és nem parhuzamosak.

7.6.1. Definicié (Sajatvektor) FEgy tenzor sajatvektora az a vektor (€),
amelyhez a tenzor 6nmagaval parhuzamos vektort rendel hozza.

Mée=\e (7.102)
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Nyilvanvald, hogy a sajatvektor barmely szdmszorosa is sajatvektor, te-
hat egy adott sajatértékhez végtelen sok sajatvektor tartozik, amelyek mind
parhuzamosak egyméssal. A tovabbiakban az egyszerliség kedvéért az € jelol-
je az egység hossztsagu sajatvektort (ebbdl is van kettd, de most lényegtelen,
hogy melyiket valasztjuk).

7.6.2. Definicid (Sajatérték) Egy tenzornak az € vektorhoz tartozé sajat-
értéke az a (A) szam, amellyel a tenzormiivelet a sajatvektort megszorozza.

Egy tenzornak altalaban tobb sajatvektora és sajatértéke van, legfeljebb
annyi, ahany dimenziés vektorokra hat: haromdimenzios vektorokra hato
tenzorok esetén tehat legfeljebb harom. A sajatvektorok és sajatértékek jele
rendre €1, €5, €3 és A1, Ao, A\3. Lehet kevesebb is a sajatértékek szama akkor,
ha vannak kozottiik egyenlok, ez esetben egy sajatértékhez tobb sajatvektor
is tartozik, és a sajatvektorok altal kifeszitett in. sajataltér minden vektora
sajatvektor. A szimmetrikus és a gombi porgettytlik esetén taldalkozunk ezzel
az esettel.

7.6.1. Tétel (Tenzor sajatvektorainak merdlegessége) Egy tenzor sajatvek-
torai mindig merolegesek egymaésra.

A szimmetrikus tenzorok (amilyen a tehetetlenségi tenzor is) sajatértékei
mindig valés szamok. A sajatértékek alapjan csoportosithatjuk a tenzorokat.

7.6.3. Definicié (Tenzorok csoportositdsa a sajatértékek szerint) Pozitiv
definit az a tenzor, amelynek minden sajatértéke pozitiv.

Pozitiv szemidefinit az a tenzor, amelynek minden sajatértéke pozitiv vagy
nulla.

Negaiv definit az a tenzor, amelynek minden sajatértéke negativ.

Negativ szemidefinit az a tenzor, amelynek minden sajatértéke negativ vagy
nulla.

Indefinit a tenzor, ha van pozitiv és negativ sajatértéke is.

A térbeli merev testek tehetetlenségi tenzora pozitiv definit, ez a defini-
civjabol kovetkezik.
A sajatértékek és sajatvektorok segitségével megadhatd a tenzor diadikus
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felbontdsa (haromdimenziés esetre szoritkozunk):
3
%Z /\151 O€1+/\Q€QO€2+)\3€30€3 = Z)\Zaoé; (7103)
i=1

Hasznaljuk ki, hogy a sajatvektorok merolegesek egymasra, és adjuk meg a
diadikus felbontast a sajatvektorok altal meghatarozott derékszogi koordinata-
rendszerben:

10 0 00 0 00 0 M0 0
[M]=X |00 0|+Xx|010|+Xx][000|=]|0 X 0
000 000 00 1 0 0 As

(7.104)

7.6.2. Tétel (Tenzor matrixa fétengelyrendszerben) Egy tenzor métrixa a
sajatvektorokkal parhuzamos tengelyekkel rendelkez6 koordindta-rendszerben
diagonalis.

Bizonyitds. A fenti gondolatmenet alapjan belathato. m

7.6.4. Definici6é (Fétengelyrendszer) Egy tenzor fétengelyrendszere az a
koordinata-rendszer, amelyben a tenzor matrixa diagonalis. A tenzor féten-
gelyrendszerben megadott matrixanak diagonalis elemei a sajatértékek.

7.6.3. Tétel (Tenzor matrixanak determinansa és a sajatértékek) Egy ten-
zor matrixanak a determinansa egyenl6 a sajatértékeinek szorzataval.

detM = /\1)\2)\3 (7105)

Bizonyitds. A determinans definici6jabol kovetkezik. m
A sajatvektorok az

Me = \e (7.106)

(M —M)e=0 (7.107)

(7.108)

un. sajatérték egyenlet megoldasaval kereshetok meg. Itt feltessziik, hogy
¢ # 0. Ebbdl kovetkezik, hogy az alabbi egyenletnek teljestilnie kell:

det{M — A} = 0. (7.109)
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Ennek az egyenletnek a bal lodalan szereplo kifejezést a tenzor karakterisz-
tikus polinomjanak nevezziik. Ennek a polinomnak a fokszama megegyezik
a tenzor dimenziészamaval (ami egyben matrixdnak mérete), ebbdl kévetke-
z6en gyokeinek szdma is ugyanennyi, tobbszoros gyokok esetén egy gyokhoz,
azaz sajatértékhez tobb sajatvektor is tartozik.
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