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1 STATISZTIKAI MINTAVETEL

A Statisztika 1. tantargy keretében attekintettik a sokasag jellemzdit, az azok elemzésére szolgalo
fobb modszereket. Kevés sz0 esett ugyanakkor arrdl, hogy hogyan juthatunk el az alapadatokhoz,
vagy hogy milyen szabalyszerlisége van a statisztikai megfigyelés folyamatanak. Jelen fejezet éppen
ezért a mintavétel kérdéseivel foglalkozik, ami a statisztikai kdvetkeztetéselmélet kiindulopontjanak

is tekinthet6.

A statisztikai elemzésekhez felhasznalhatd adatok kilonbozd forrasokbdl szarmazhatnak. Ezek a

forrasok altaldnosan:
- statisztikai céli megfigyelések, adatfelvételek,
- adminisztracidés informacidforrasok (adatatvétel),
- kontrolalt kisérletek.

Kozilik a gazdasagtudomanyok terilletén a legfontosabb adatszerzési mod a statisztikai
megfigyelés, amely a statisztikai munka legfontosabb mozzanata, de elvalaszthatatlan annak minden
egyes szakaszatol A megfigyelés  sikerességét alapvetden meghatarozza a megel6zd
programkészités, amely a vizsgalati cél megjelolését, az eredmények kozzétételét, a megfigyelt
adatok feldolgozésat, az adatgyiijtés modjanak a konkretizalasat és az adatfelvétellel kapcsolatos
szervez€si munkalatokat veszi sorra. Fontos tervezési szempont az adatgyiijtés megtervezeése,

kiilondsen az adatgyiijtési korre majd a megfigyelési modra vonatkozd elhatarozas.

A megfigyelés kore szerint elsddlegesen teljes korii ¢és részleges megfigyelést kiilonboztetiink

meg.

A teljes korti megfigyelés a vizsgalni kivant sokasag minden egyes egyedétre Kiterjed (pl.
népszamlalas), mig a részleges megfigyelés a vizsgalt sokasagnak csak egy kivalasztott részét dleli
fel. A statisztikai kovetkeztetéselmélet alapveté célja, hogy arészleges megfigyelések eredményeibdl

kovetkeztessen a teljes sokasagra.

Teljes korli adatfelvétel csak véges sokasag esetén alkalmazhato. Mivel igen id6- és
koltségigényes, ezért csak ritkan, vagy kis elemszimu sokasig esetén keriil ra sor. Eppen ezért
legtobbszor a részleges megfigyelés modszerét alkalmazzuk, ahol az alapsokasagbdl vett mintak

szambavételére kertil sor, melynek eredményeként mintasokasdgot kapunk.

Mintanak nevezzik a sokasagnak azt a részét, amelyre az adatgyiijtés kiterjed. A minta mindig

véges, és elemszamat n-nel jeloljik. A mintdit midig elemeinek felsorolasaval adjuk meg. A mintaval

8
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kapcsolatban fontos fogalom a kis (n<30) ¢és a nagy (n>30) minta A mintaelemek valtozok, hiszen
értékilk mintar6l mintara valtozik. A mintaclemek mellett a mintajellemzok, igy a minta atlaga,
szorasnégyzete, stb. is valtozok. A kiilonb6zd mintadkbdl szamitott mintadtlagokkal kapcsolatban a

kovetkezd altalanosithatd kovetkeztetéseket vonhatjuk le:
— Az egyes mintdkbol szamitott mutatok (atlagok) értéke mintdrél mintara valtozik;
— A mintdkbol szamitott mutatok (atlagok a sokasdgi mutatd (4tlag) koriil szorddnak;
— Ez a sz0r6das a nagyobb mintdk esetén kisebb, a kisebb mintdk esetén kisebb.

A statisztikai megfigyelés mindig a sokasag egységeinek szamba vételétére iranyul A
megfigyelési egységek adatait altaldban kérdoiveken gyljtjiik be. A kérddiv egy eldzetesen
elkésztett ,nyomtatvany”, amely kérdéseket, lehetséges valaszokat, az adatfeldolgozast segitd
jelzéseket tartalmaz, kiegészitve az adatgy(ijtd hivatalos jellegét igazold tartalmi elemekkel és
utmutatokkal. A kérddiv lehet egy egységre vonatkoztatott egyéni kérddiv és tobb megfigyelési
egységre kiterjedé lajstrom. A begytijtott adatok hasznosithatosaganak elbfeltétele a jol szerkesztett

kérddiv, ezért ezzel a témakorrel kiilon tudomanyteriiletek foglalkoznak.

A kérdoiveket vagy kozvetlen megfigyeléssel vagy kikérdezéses modszerrel a szamlalobiztosok

tolthetik ki, vagy onszamlalas tjan maga az adatszolgaltatdo tolti ki

Az utobbi idében elterjedt a telefonos kikérdezés ¢€s a postai levelezés utjan torténd adatgyiijtés,

amelynek a hatékonysaga eléggé alacsony.

Az adminisztraciés informacioforrasok altaldban teljes kori megfigyelési adatokat szolgaltatnak
(pl. a demografiai véleményekr6l ¢és folyamatokrol), a kontrolalt kisérlet pedig reprezentativ

sokasagot biztosit az értékeléshez.

1.1 A minta Kivalasztasa

A mintavétel két fo 1épésre oszthato:
1. ammtavétel megtervezése ¢s

2. akijelolt mintaelemek megfigyelése.



JF

EFOP-3.5.1-16-2017-00017
~NYE-DUAL- Uj utakon a dualis felséoktatassal a Nyiregyhazi Egyetemen,
az Eszakkelet-Magyarorszagi térség felemelkedéséért”

— Nemreprezentativ: nem lehet beldle altalinositani, a kovetkeztetések kizardlag a megfigyelt

egyedekre vonatkoznak.

— Reprezentativ: alkalmas a sokasagra vonatkozd altalanos kovetkeztetések levonasara. A
reprezentativ.  megfigyeléssel nyert minta képezi az alapadathalmazidt a kovetkeztetd

statisztikanak.

A gyakorlatban szamtalan olyan részleges megfigyelési moddal is taldlkozunk, amelyek nem

biztositanak reprezentativ mintat, igy értékelésik eredményei sem altalanosithatok.

A mintavételi eljarasoknak harom csoportjat kiilonboztetjiik meg:
1. wvéletlen mntavételi tervek/eljarasok:

- a) fiiggetlen azonos eloszlasu (FAE) minta;

Elemi b) egyszeri véletlen (EV) minta;

szintll —

mintak C) rétegzett (R) minta, melynek tovabbi esetei: egyenletes elosztas,
L aranyos elosztds, Neyman-féle optimalis elosztas;

Csoportos d) Ipcsbs: egylépesds (1L), tobblépesés (TL)

mintak

2. nem véletlen mintavételi tervek/eljarasok:
a) szisztematikus,
b) kvotas,
c) koncentralt,
d) holabda,
e) oOnkényes (szubjektiv) kivalasztas.
3. Kombindlt és mesterséges mintak

Fontos kiemelni, hogy a reprezentativ mintavétel foként véletlen kivalasztason alapul. A véletlen
kivalasztas, vagy véletlen mintavétel azt jelenti hogy a minta kivalasztasakor biztositjuk, hogy
minden sokasagi elem elore meghatarozott valoszintiséggel kerlijon be a mintaba. A véletlen mintat
mas néven valoszinliségi mintdnak nevezzik. A valoszinliségi minta elemei és jellemzdi

valoszinlisé gi valtozok lesznek.

10
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A mintavétel lehet tovabba:
— Ismétléses: a sokasag egyes elemei ismételten szerepelhetnek a mintaban.

— Ismétlés nélkiili: a mar kivalasztott egységek kirekesztése a mintavétel tovabbi folyamatdbol.
(Ez az eljaras azonban megsérti a fliggetlenség kovetelményét, ennek ellenére a gyakorlatban

mégis sokszor kerlil sor az ismétlés nékkiili kivalasztasra.)

A kivalasztast természetesen az is befolyasolja, hogy a sokasag valosdgos, vagy nem valosagos,
illetve, hogy véges, vagy végtelen. (A gyakorlatban a valosidgos és véges sokasdg, a reprezentativ

megfigyelés, valamint legtobbszor az ismétleés nélkiili kivalasztas esetét alkalmazzuk.)

1.2 A véletlen kivalasztas médszerei

A kovetkezOkben a Weletlen kivalasztidson alapuld mintavételi tervek fontosabb jellemzd it

szeretném bemutatni.

1.2.1 Egyszerii véletlen kivalasztds
— Mikroszintii;
— Homogén és végtelen vagy nagyon nagy elemszamu sokasag esetén alkalmazhato;
— A minta kivalasztdsa torténhet visszatevéssel vagy visszatevés nélkiil;
— Minden lehetséges minta kivalasztdsanak valoszinlisége azonos.

— FAE mintdhoz vezet az is, amikor véges sokasagbdl egyenld valdszinlisé ggel

vesziink visszatevéses mintat.

A kivalasztas technikaja is kiilonb6z6 lehet. Leggyakoribb:
— Sorsolas;
— Véletlen szamtablazat modszere;

— Véletlen szamok gerjesztése, generalasa;

11
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— Véletlen koordinatdk modszere. (Az alapsokasag teriilet¢thez kotddik. A véletlen

hiba elkdvetésének valoszinlis€ége nagy.)

1.2.2 Rétegzett kivilasztas

Legfontosabb jellemzdi:
— Mikroszintil;
— Heterogén sokasag esetén alkalmazhato;

— Elészor a heterogén fOsokasagot valamilyen ismérv szerint atfedés-mentesen
homogén részekre, rétegekre osztjuk, majd az egyes rétegeken beliil egymastdl
figgetleniil egyszeri véletlen mintat vesziink;

— Megkiilonboztetiink aranyos, illetve nem ardnyos rétegzést. (Altalaban az aranyos
rétegzést alkalmazzuk.)

1.2.3 Lépcsozetes kivalasztas

A pcsozetes kivalasztds makroszintli kivalasztast jelent. Lépcsdzetes megfigyelés esetén tobb
pcsdben jutunk el a végsd megfigyelési egységhez. Ezutdn ennél a végsd megfigyelési egységnél
teljes korti megfigyelést végziink.

Lehet: egy-, vagy tobblépcsds minta.

1.3 Kivalasztasi arany

A kivalasztds modszerének megvalasztdsa mellett a mmta fontos jellemzdje a kivalasztasi arany

meghatarozasa is, azaz, hogy az alapsokasag hanyad része kertil a mintaba.

Kivalasztasi arany jele: f
Meghatarozasa: f=n/N

12
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ahol: n-mintaelemek szama
N-az alapsokasag elemszama

5%-nal nagyobb kivalasztasi arany igen ritka.

1.4 Onellenérzé kérdések

Rendszerezze a megfigyelés modszereit a megfigyelés kore alapjan!
Mit neveziink mintanak!

Mit neveziink egyéni kérddivnek, illetve lajstromnak!

A statisztikai megfigyelés Iépéset!

Mikor beszElink reprezentativ, valamint nem reprezentativ mintarol!
Mit értiink véletlen kivalasztas alatt!

Rendszerezze a mintavételi modokat!

Jellemezze az egyszerli véletlen kivalasztds modszerét!

© © N o g bk~ w DN PE

Jellemezze a rétegzett kivalasztds modszerét!
10. Mit értiink épcsdzetes kivalasztas alatt!
11. Mit neveziink kivalasztasi aranynak!

13
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2 STATISZTIKAI BECSLES

A véletlen kivalasztdssal nyert mintak értékelésének egyk fontos modszere a statisztika becslés.

A statisztikai sokasag valamely jellemzdjét paraméternek nevezzik. Ilyen jellemzd lehet pl a

varhatd érték, a szoras, stb.

Az alapsokasagb6l nyert mintdk szamitott mutatéi alapjdn torténd sokasagi jellemzdk
meghatarozasat statisztikai becslésnek nevezzik. Ennek eszkdéze a mintabol szarmazo
megfigyelések valamely fliggvénye, a becsléfiiggvény. Azt mutatja meg, hogy a mintakbol nyert
mformaciok alapjan hogyan hatarozhatd6 meg a sokaséagi jellemzo:

— amintdbdl szamitott érték a becsiilt érték (mintaatlag), tapasztalati statisztikai jellemzo,

— az Osszes lehetséges minta tapasztalati statisztikai jellemzOinek atlaga a varhato érték. Az
atlagoknak az atlaga megegyezik a sokasagi atlaggal. Ez azt is jelenti hogy a
mintadtlagok a sokasagi atlag koriil ingadoznak, ingadozasuk kozéppontjaban pedig a
sokasagi atlag all. Minél nagyobb a sokasagi szoras, annal nagyobb az ingadozas, és minél
nagyobb a minta elemszdma, annal kisebb ez az ingadozads, azaz annal nagyobb lesz a
pontossag. A mmntavételi ingadozisok mérészdma a mintavételi variancia vagy ennek

négyzetgyoke, a mintavételi szoras, amit standard hibanak neveziink.

A becslofiiggvénnyel szemben tamasztott kovetelmények:

— Torzitatlansag: torzitatlannak nevezzik a becslofliggvényt, ha annak varhatd értéke

megegyezik a becsiilni kivant sokasagi jellemzovel.

— Hatasossag: két becsld formula koziil azt tekintjik hatdsosabbnak, amelynek kisebb a szérasa

(standard hibaja).

— Konzisztencia: a konzisztencia kovetelménye azt irja eld, hogy a becslés torzitatlan legyen, és

a mintanagysag minden hataron tili ndvelése esetén szorasnégyzete a 0-hoz tartson.

A becslés célja lehet:

— Pontbecslés: egy konkrét mintabol kapott érték.
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— Intervallumbecslés: megjeldliink egy olyan savot, amely nagy valdsziniiséggel kozrefogja

a sokasagi paramétert. A hatdrok altal kijelolt savot konfidencia mtervallumnak nevezziik.

A pontbecslés modszerei:
— Legkisebb négyzetek modszere
— Momentumok elve

— Maximum likelihood moddszer

A statisztikai adatok pontossaga:

A statisztikai adatok fontos informacidkat hordoznak, ezért elvarjuk tolik, hogy:
- pontosak legyenek, a megfigyelési céloknak megfeleld, valodi értéket kozvetitsenek,
- idOben aljanak rendelkezésre, mivel a késedelem az informaci6 aktualitisat csokkenti,

- azadatszerzEs ¢és az mformacio feltaras gazdasagos legyen, amihez a pontossag, az idébeliség

¢s az olcsosag egyiittes optimumat kell biztositanunk.

Az elvarasok ellenére azt kell mondanunk — és a statisztikai elemzések etikajahoz az hozzatartozé
-,hogy astatisztikai adatok korlatozott pontossagu értékek. Ez a megallapitasunk mind a teljes kor,
mind pedig a részleges megfigyelésekre igaz, hiszen az adatokat mérés, szamlalas tUtjan nyerjiik,
mikozben tévedhetiink, vagyis szubjektiv hibat kovethetink el Ez a hiba elméletileg teljesen
kikiiszobolhetd lenne, de igazabol, kozvetleniill meg sem tudjuk allapitani, hogy elkovettiik.
Utdlagosan tudjuk becsiilni a nagysagat, ami idOveszteséggel és tobbletkoltséggel jarna. Ezért az
adataink pontossaganak jellemzése céljabol bevezetjik a szignifikans szamjegyek fogalmat. Ennek
megallapitasa a vizsgalt sokasdg nagysagatoél, annak jellegétdol és a vizsgalati teriileten szerzett
elozetes tapasztalatoktol fligg. A pontossagot ugy jellemezzikk, hogy megadjuk az adat utolso
szignifikans szimjegyének a helyi értékét, majd az utolsd szignifikdns helyi értéken taldlhato
szamjegyet az eldtte allo szamjegy figyelembe vételével kerekitjiik. A nem szignifikdns szamjegyek
helyét nullakkal helyettesitjiik, vagy a mértékegységet valasztjuk meg tigy, hogy a kozolt adat csupa

szignifikdns szamjegybdl alljon.
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PL egy régioban 2019. majus 31-én 167632 db szarvasmarhat szamlaltak. Az utolsé szignifikans
helyi értékiil az ezrest valasztjuk, igy a kozlésre keriild adat:

168000 db,
illetve 168 ezer db

Azaltal, hogy rogzitettik az utolsd szignifikdns helyi értéket, egyittal kjyeldltik az adatunk
megallapitasanal elkovetett hiba felsd hatarat is, amit hibahatarnak neveziink. Ennek nagysaga a
szignifikans helyi érték fele, példankban +500. {gy a hibahatarokkal megadott adatunk:

168000 £ 500 db

Altaldnossagban tehat, ha az adatunk tényleges értékét A-val, az azt kozelité adatot pedig A-val
jelolitk, akkor az elkdvetett hiba abszolit nagysaga:

a-|a-A,
amit a pontos értéket kozelitd érték abszolit hibajanak nevezink. A gyakorlatban A pontos

értéke nem ismert, ezért megadjuk azt a legkisebb poztiv a értéket, amelynél az abszolit hiba

biztosan nem nagyobb, amelyre nézve a
a=|A-A<a

teljesi. Az a az A abszolut hibahatara. A pontos adatunk tehat A—a ésaz A+a intervallumban
helyezkedik el, amely intervallumot konfidencia intervallumnak nevezink, és az alabbiak szerint
értelmeziink :

A-a<A<A+a

Az abszolit hibahatar mellett szokasos még a relativ hibahatart is megadni. Ezt « -val jelolve:

a pontos adatunk tehat:
Al-a)< A<Al-a)
intervallumban helyezkedik el.

Korlatozott pontossagi adatokkal, ha kiilonboz6 miiveleteket végziink, akkor a miveletek

eredményeinek a hibakorlatjait is kell jelohiink. Jelen keretek kozott azonban ezzel mi nem
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foglalkozunk. Megjegyezzik, hogy a mintasokasdgok esetében a most értelmezett hibat mintavételi,
vagy objektiv hibanak nevezziik, melyet elvieg soha nem tudunk megsziintetni, de nagysaga

becsiilhetd és mérsékelhetd.

A minta elemeibdl becsiilt értékek tehat a legtobbszor kiilonboznek az alapsokasag paramétereitd |,

ami azt jelenti, hogy a becslésiink hibaval terhel.
A becslési hiba lehet:

— egyrészt szubjektivinem véletlen hiba, a statisztikai megfigyelés rendszeres hibai, tehat

nem mintavételi hiba (akar meg is sziintethetok, nagysdgat nem tudjuk meghatdrozni),

— masrészt objektiv/véletlen hiba, amit az idéz eld, hogy az alapsokasagnak csak egy részét
figyeltik meg, tehat mintavételi hiba (elvileg soha nem tudjuk megszintetni, de nagysaga

becsiilhetd és mérsékelheto).

A becslés vonatkozhat:

— atlagra (varhato értékre),
— ertékdsszegre,

— aranyra,

— szorasra, stb.

A mintabol valo kovetkeztetés elvi alapjai:

A mintdbol vald kovetkeztetéshez elvi alapokat a valoszinliség szamitds torvényszeriiségei,

mégpedig a véletlen tomegjelenségek torvényei adnak:
— anagy szamok tdrvénye,

— akozponti hatareloszlas tétele.

A nagy szamok torvénye szerint a megfigyelésben résztvevd egyedek szamat fokozatosan
novelve, a bizonyossag felé kozeledik annak valdszinlisége, hogy a relativ gyakorisag ¢€s a

matematikai valdsziniiség csak egy altalunk tetszlegesen és elore meghatdrozhaté mértékben tér el
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egymastol. (A nagy szamok torvényét J. Bernoulli francia matematikus fogalmazta meg a XVIII.

szazadban.)

Statisztikailag fontos Csebisev (orosz matematikus) tétele, mely a nagy szamok torvényének
egylk tovabbfejlesztett valtozata. E tétel szerint a megfigyelésben résztvevd egyedek szamanak
novelésével a bizonyossaghoz kozeledik annak valdszinlisége, hogy a megfigyelésben résztvevo,
kivalasztott egyedek vizsgalt tulajdonsaganak atlaga és az egész statisztikai sokasagban érvényesiild
atlag kozotti kiilonbség tetszOlegesen kicsiny legyen. Csebisev tételét az atlagszamok torvényének

is nevezziik.

Azon ismérvek, amelyeknek szamszerii értékei a véletlen tényezOk hatasara ingadoznak
valoszinliségi valtozoknak tekinthetok. A valoszinliségi valtozok eloszlasanak kiilonboz6 tipusai

ismeretesek. Koziiliik legfontosabb:

— A binomialis eloszlas, amelyet a diszkrét értékek kovetikk. A bmnomidlis eloszlds mar

viszonylag kis minta elemszam esetén is jOl kozelithetd a normalis eloszlassal.

— A normilis eloszlas, amely a folytonos valtozok egyik -eloszlastipusa. Létrejottének
feltételeit a kozponti hatareloszlas tétele hatirozza meg. A kozponti hatareloszlas tétele -
amit Ljapunov altalanositott - a kovetkezOkben Osszegezhetd: ha a statisztikai sokasag
egyedeire sok befolyasold tényez0 van hatassal, és egy-egy tényezO hatdsa a tobbitdl
fiiggetlen, Onmagaban csak kis mértékben jarul hozza az sszhatdshoz, akkor a valdsziniis € gi

eloszlas jo megkozelitéssel normalis eloszlast kovet.

A normalis eloszlas valdszinliségi stirliség-fliggvényét abrazolva jellegzetes harang alakot kapunk,
amelyet a normalis eloszlas gorbéjének vagy Gauss-gorbének neveziink. A szimmetrikus eloszlas

alakja a szorodas mértékétdl fliggden lehet laposabb és hegyesebb.

1. 4abra: Gauss-gorbe
Forras: Sajat szerkesztés

A normalis eloszlas gorbéje a kovetkezd sajatossdgokat mutatja: a gorbének egy cslicspontja van,

mely avarhato értéknek felel meg. A varhatod értek a tapasztalati atlag elméleti megfeleldje. A harang-
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gorbét a csticspontbol az alapra huzott merdleges két szimmetrikus részre osztja. Ez azt jelenti, hogy

a varhato értéktdl azonos tavolsagra 1évo értékek valoszinlisége is azonos. (Lasd. a kdvetkezd abrat.)

T

2. abra: A Gauss-gorbe jellegzetes pontjai

Forras: Sajat szerkesztés

A gorbén harom jellegzetes pontot taldlunk: a cstcspontot és attol balra, valamint jobbra az

inflexios pontokat (x1 €s x2).

A szimmetria tengely €s az x1 €s x2 pontokbol az alapra bocsatott merdlegesek kozotti tavolsag

nem mas, mint a szoras (o).

A normalis eloszlas jellegzetességébdl kovetkezik, hogy ha a valdszinliségi valtozok normalis
vagy kozelitdleg normalis eloszlast kovetnek, akkor a szords ismeretében meghatdrozhatd, hogy az
atlagtol felfele és lefelé tetszés szerint valasztott hatarok kozott az ismérv értékeinek hany szazaléka

helyezkedik el.

Eszerint az Osszes értéknek atlagosan 68,3%-a a varhatod értektdl nem tér el nagyobb mértékben,
mint a szoras (o) nagysaga. Az értékek 95%-a kétszeres szOras tavolsagra, 99,7%-a pedig

haromszoros szoras tavolsagra helyezkedik el a varhatd értéktol

A statisztikai becslés folyamatanak logikai rendje a kovetkezo:
1. A feladat értelmezése;
2. A kivalasztasi arany meghatdrozasa;
3. Dontés a kivalasztds modszerérol;
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4. A mintavétel végrehajtisa;
5. A mintaclemekbdl statisztikai sorok, tablak szerkesztése;

6. A mntavétel eredményeinek elemzése, értékelése.

Az eredmények értékelésének is van egy altalanos logikai sorrendje, amely a kovetkezo

lépéseket foglalja magaban:
1. A mintasokasag atlagdnak meghatarozasa (X, );
2. A mintasokasag szorasanak meghatarozasa (om);
3. A standard hiba kiszimitasa (S- );
4. A becslés megbizhatosagi szintjének megallapitasa (t vagy z);
5. A hibahatar megallapitasa (A);
6. A megbizhatosagi értékkoz vagy konfidencia intervallum kielolése (X, +A);

7. A végeredmény értékelése.
2.1 Varhato értékre vonatkozo becslés

Becslofliggvény: a mintaatlag
Az eljaras Iépései:
1. A mintasokasag atlaganak meghatarozisa:

n
D%
X — i=1

m

Xi-mintaelem
n

n-mintaelemek szama
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% i fi-gyakorisag
Z fi Xi-mintaglem

a—a tetszOlegesen valasztott osztalykdz kozepe
fi-gyakorisag
Hintervallum hossza

di-...-2,-1,0, 1, 2...

Az Osszes lehetséges n elemii minta atlagainak gyakorisaga normalis eloszlast kovet, atlaguk

az alapsokasag atlagat adja.

2. A mintasokasag szorasanak meghatarozasa:

Z(Xi - X_)2

n

_ 2 fi(xi _Z)z
m ST,

Y [Zf,d,}z

o, =i S S

A mintabeli szoras értéke eltér az alapsokasag szorasatol—>véletlen hiba.

Korrigalt szords meghatarozsa:
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S - Z(Xi _X_)Z

n-1

A mutatbban az (n-1) arra utal, hogy a szords szabadsagfoka  (n-1).
A szabadsagfokban pedig az 1-es érték az eldzetesen felhasznalt mutatok szamat jelenti. Ennek

az (n-1)-es korrekcionak elsésorban akkor van jelent6sége, ha a mintaclemek szama Kkicsi.
3. A standard hiba kiszamitasa:

A mintadtlagok mgadozasanak mértékét standard hibanak nevezzik, amely a mintabol
szamitott jellemzd 4tlagos négyzetes eltérését adja meg A standard hiba a mmtavételi hiba

altalanosan alkalmazott mérOszama.

» A standard hiba meghatarozasa ismétléses kivalasztas esetén:
S; i
Jn

Mivel a o nem ismert, ezért az S-sel helyettesitjiik.

A standard hiba tehat: S. =—

» A standard hiba meghatarozasa egyszerii véletlen mintavétel, vagyis ismétlés nélkiili

kivalasztas esetén:
S n
S, =—. 1-—
Jn N
n . ” n .., P
ahol 1- N —korrekcids tényezo N : kivalasztasi arany

n: a minta elemszama
N: alapsokasag elemszama
Ha a kivalasztasi arany 5%-nal kisebb, a korrekcios tényezd elhagyhato.

(Belathatd, hogy a standard hiba értéke akkor kisebb, ha a kivalasztas ismétlés nélkiili.)

4. A becslés megbizhatosagi szintjének megallapitasa:
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A megbizhatosagi szinthez tartozd ’z’ vagy ’t’ értéket a megfeleld eloszlas tablazatokbol
keressiik ki (z standard normalis eloszlasu valoszinliségi valtozo; t: Student-fele t-eloszlasu
valoszinliségi valtozd) A °z’ értéket a standard normalis eloszlas tablazatbol, a’t’ értéket pedig
a Student-féle t-tablazatbol keressik ki Leggyakrabban a 95%-o0s megbizhatosagi szintet
alkalmazzuk, ebben az esetben z=1,96 és t=2,0. A 95%-0s megbizhatosagi szint egyébként
annyit jelent, hogy azonos feltételek mellett sokszor megismételt mntavétel esetén 100
mintdbol atlag 95 esetben a konfidencia mtervallum kozrefogja a varhatd értéket, 5 esetben

pedig kedvezdtlen eredménnyel jar.

. A hibahatar, vagy mas néven a maximalis hiba megallapitasa:

A=t-S_vagy A=z-S.

. A megbizhatésagi értékkoz vagy konfidencia intervallum Kkijelolése:

X, —A<X<X,+A

. A végeredmény értékelése:

Amennyiben nem vagyunk elégedettek a becslés eredményével, mert a konfidencia

mtervallum tilsdgosan nagy:
e Egyrészt novelhetjiik a megbizhatosagi szntet.
A hibahatarok kozé esé mintdk valoszinlisége:

_A
5

t
e Masrész csokkenthetjik a hibahatart (A).
e A harmadik lehetdség, hogy noveljik a megfigyelések szamat.

A mintaclem szdmanak meghatirozasa:

Ismétléses kivalasztas esetén Ismétlés nélkiili kivalasztas esetén
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(t-sjz [t-sjz o n
n=|— n={—|,mad n =——
A A Ln

N
2.1.1 A rétegzett minta értékelése

Becslofliggvény: a foatlag
A szamitas lépései:
1. Meghatarozzuk a rétegenkénti mintadtlagokat (részétlagokat:)_(l;)_(z...), majd azok stlyozott
atlagat (ﬁiétlagot:;).

2. Meghatarozzuk a rétegenkénti szorasnégyzetet, majd azok sulyozott atlagaként az un. belso

szordsnégyzetet. — o, — S3

3. Kiszamitjuk a standard hiba nagysagat:

S n
SXZ_B' 1-—
Jn V7N

4. A becslés megbizhatdosagi szintjének megallapitasa.
5. A hibahatdr, vagy mas néven a maximalis hiba megallapitisa:
A=t-S. vagy A=z-S.
6. A megbizhatosagi értekkoz vagy konfidencia mtervallum kielolse:
X£A
7. A végeredmény értékelése.

A mintaclem szamanak meghatdrozasa a kovetkezd képlettel torténik:

Zr:njsjz
i=1l

2 2 4 2
N?s_ +Zfl‘,njsj

n=
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2.2 Ertékosszeg becslése

Becslofliggvény: a mintaatlag

Lépéset:

1. Az alapsokasag értékosszegének meghatirozasa:
N - X ahol N-azalapsokasag elemszama

2. Az értékosszeg standard hibdjanak meghatarozasa:

N-S-

X

3. A hibahatar kielolése:
A=t-N-S.

4. A konfidencia intervallum megallapitasa:

N-X_ +A

2.3 Arany vagy valosziniliség becslése

Ennek Knyege, hogy a mintasokasagon belill egyetlen ismérv szerint két csoportba soroljuk az
elemeket, azaz tulajdonképpen alternativ ismérvek becslésérdl van szo. Ha a sokasagi aranyt p-vel

jelohik, akkor ennek becslofliggvénye p=k/n relativ gyakorisag.

Lépéset:

1. A relativ gyakorisag meghatarozasa:

p: relativ gyakorisag, ez lesz az arany becslésének becslofliggvénye

k: ’kedvezd’ esetek szama, vagyis a mintdban hany olyan elem van, amelyek aranyat a

sokasagon beliil vizsgalni akarjuk

n: mintaclemek szama
25
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2. A szoras meghatarozasa:

Alternativ ismérvek szordsa nem mas, mint a relativ gyakorisigok mértani atlaga.

S=,p-q,ahol g=1-p

3. A standard hiba kiszdmitasa:

Ismeétleses kivalasztas esetén Ismeétles nelkiili kivalasztas esetén
. n
S, = Pq S, = Pa jh_n
n n N

4. A becslés megbizhatosagi szintjének megallapitasa: (z’ vagy ’t’)

5. A hibahatar, vagy mas néven a maximalis hiba megallapitasa:

A=t-Sp, vagy A=z:Sp

6. A megbizhatosagi értékkoz vagy konfidencia intervallum kijelolése:

p-A<P<p+A

7. A végeredmény értékelése.
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2.4 Mintafeladatok a statisztikai becslés té makoréhez

1. feladat

Egy tehenészeti telepen 600 darab tehenet tartanak, amelynek bizonyos %-a 6t évente selejtezésre
kerill. Az egyik ilyen selejtezés alkalmaval az allomany 20%-a kertilt leselejtezésre, amelyb6l 10%-
os kivalasztdsi arany mellett véletlen mintat vettek. A minta esetében megvizsgaltdk a tejtermelés

szinvonalat, melynek eredményei a kovetkezok voltak (liter/nap):

12: 6; 8; 10; 5; 12; 14; 10; 4; 6; 11; 5

Feladat: Hatdrozza meg 95,5%-0s megbizhatésaggal, hogy milyen hatarok kozott van:
a) egy tehén atlagos tejtermelési szinvonala;
b) aleselejtezésre keriild teljes tehénallomany tejtermelési szinvonala!

c) Mekkora minta-elemszamra lenne szilkség ahhoz, hogy a maximalis hiba 1 liter legyen!
(95,5%)

Megoldés:

A sokasag elemszama—N=600 db
A selejtezésre keriild allomany szama—N1=120 db
A minta elemszama (10%-os kivalasztasi arany mellett)—»n=12 db

Mivel a megbizhatosagi szt 95,5%—t=2

Az a) kérdésben datlagra vonatkozo becslést kell végezni!

X 1 .
Mintaatlag: X, = ZT = % =8,58 liter

_%)2 _ 2 _ 2 _ 2
T \/(xi nx) _ \/(12 8,58)2 + (6 8,?2) +..+(5-858)° .,

_7\2 _ 2 _ 2 _ 2
Korrigilt szords: S = \/(Xin )i) _ \/(12 8,58)% + (6 215,258)1+ ..... +(5-858)" oo,
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Standard hiba (ismétléses kivalasztas): S, = S = 334 =0,96

Jno V12
Standard hiba (ismétlés nélkiili kivalasztas): S, = % ‘/l—% = 334 1—£ =091
n

Maximalis hiba (ismétléses kivalasztas):A=t-S; =2-0,96=1,92
Maximalis hiba (ismétlés nékkiili kivalasztas):A=t-S, =2-0,91=182
fgy a konfidencia intervallum ismétléses kivalasztas esetén: X, £A=858+192=[6,66105]

Tehat egy (selejtezésre kertiild) tehén atlagosan 6,66 liter, illetve 10,5 liter kozotti tejet ad naponta.

A konfidencia intervallum ismétlés nélkiili kivalasztas esetén: X, +A =858+182=[6,76,104]

Tehat egy (selejtezésre keriild) tehén atlagosan 6,76 liter, illetve 10,4 liter kozotti tejet ad naponta.

A b) kérdésben értékosszegre vonatkozo becslést kell végezni!

A vizsgalt 120 db-os tehénallomany értékdsszegének meghatarozasa:
N-X,=120-858=10296 liter

Az értékosszeg standard hibdjanak meghatirozasa:

N-S, =120-0,96=125 liter

A hibahatar kielolése:
A=t-N-S,=2-120-0,96= 2304 liter
A konfidencia mtervallum megallapitasa:
N-X_ +A=10296+2304=[79921260N* X +A

A leselejtezésre keriild 120 darab tehén Osszes tejtermelése 799,2 €s1260 liter koz€ esik naponta.

Veégiil a c) kérdésben a minta-elemszam meghatarozdsahoz a kévetkezo képletet hasznaljuk :
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2
Ismétléses kivalasztas esetén: n; :(%j :(

2-3,34

2
J = 44,62 ~ 45 darab

Tehat 95,5%-0s megbizhatosaggal, valamint ismétiéses kivalasztas mellett 45 elemii mintat kell

vinni ahhoz, hogy a maximalis hiba 1 liter legyen.

: n 4
Ismétlés nélkiili kivalasztas esetén: n, = 1n = ?_2 =40,9 = 41 darab

1+ — 1+ —
N 120

95,5%-o0s valoszintiségi szint €s ismétlés nélkiili kivalasztas esetén 41 elemii mintara van szikség

ahhoz, hogy a hibahatar 1 legyen.

2. feladat

Egy multinacionalis vallalatndl felmérést végeztek arra vonatkozoan, hogy a dolgozok évente
milyen Osszeget koltenek {idiilésre. A cég 1450 dolgozdja kozil egyszerli véletlen mintavétellel

(ismétlés nélkiili kivalasztassal) kivalasztottak 255 fot. A vizsgalat eredményét a kovetkezd tablazat

tartalmazza:
Udiilésre
forditott dsszeg Létszam () i Ui di fidi fidi2
(eFt)
-50,0 142 50 25 -1,25 -177,5 221,875
50,1-100,0 68 50 75 0,75 -51,0 38,25
100,1-200,0 31 100 150 0 0 0
200,1-500,0 10 300 350 2,00 20,0 40,0
500,1-750,0 4 250 625 4,75 19,0 90,25
> 255 - - - -189,5 390,375
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Feladat:

a) Becsiilie meg 95,5%-0s valosziniiséggel, hogy egy dolgozd atlagosan milyen Osszeget koltott

udilésre!

b) Hatarozza meg, hogy a dolgozok 2005-ben mennyi pénzt forditottak Osszesen tUdiilésre!
(95,5%)

C) Becsiilie meg, hogy a dolgozok hany %-a forditott 100eFt-nal kevesebbet tidiilésre! (95,5%)

d) Becsiille meg azoknak a dolgozoknak az aranyat, akik 200eFt és 500eFt kozotti Osszeget
koltenek tdiilésre! (99,5%)

Megoldas:

N=1450 5
n=255 16
Mivel ismétlés nélkiili akivalasztas és f >5%, ezért szikkséges akorrekcios tényezé alkalmazasa!

2
Kivilasztasi ariny: f = - = 222 _ 0176 —»17,6%
N 1450

Korrekcios tényezd: k = \/1— n_ \/1—& =0,908
N 1450

Mivel a megbizhatosagi szint: 7 =955% —t=2

Az a) kérdésben atlagra vonatkozo becslést kell végezni!

DALY
S,

A tetszélegesen valasztott osztalykozeép: ui=150

A tetszOlegesen valasztott osztalyk6zép hossza: =100

Ennek megfelelden:

Ui —U; - u. — U —
di _ - i 75 150 =O,75 di _ i - P 350 150
| 100 i 100

=2,00
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U, —Uu _ u. —Uu. —
g UioW _25-150 o 4 _Yi—U _625-150

, - , - =4,75
I 100 i 100

f.d; —
X :a+z —.i =150+ 189’5-100:75,7eFt
255

m Zf.
fd?2 fd )’ 2
S=dm=i-\/z — —(Z : } =1oo-\/390’375—(189'5] = 98,9eFt

> of > f 255 255

S=o0,, tehat a korrigalt szords egyenld a mintabeli szordssal, mivel nagymintarol van szo

(n=255), igy az (n-1)-es korrekcionak nincs jelentdsége!

S 1 n 989 1 255

S, = -2
N 255 \* 1450

X :ﬁ'

A=t-S,=2-56=112

Konfidencia intervallum: X +A=757+112=[645,86,9]

Tehat 95,5%-o0s valdszintiséggel egy dolgozo atlagosan 64,5¢Ft és 86,9eFtkozotti dsszeget koltott

udulésre.

A b) kérdésben értékisszegre vonatkozo becslést kell végezni!

N-X, =1450-757 =10976%Ft —109765MFt
N-S; =1450-56=8120

A=t-N-S; =2-1450-5,6 =16240
N-X,+A=109765t16240=[93525126009

A dolgozok 2005-ben Osszesen 93525eFt és 126005¢Ft kozotti Osszeget forditottak tidiilésre

95,5%-0s megbizhatdsagi sznten.
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A ¢) kérdésben valosziniiségre/aranyra vonatkozo becslést kell végezni!

Az eredeti feladatot atalakitjuk Ugy, hogy alternativ ismérveket hozunk Iétre. A tulajdonsag
meglétét xi-gyel, a hianyat xo-lal jeloljik el

Xi fi
x1 (100eFt-nal kevesebbet koltdk f1=210
sZama) (142+68)
Xo (100eFt-ot vagy ennél tobbet fo=45
kolt6k szama) (31+10+4)
Y 255
_ f,-1+f,-0 210 — 08235

f+f,  f+f 255

p=X_210_ 06235, ahol
n 255

k: ’kedvezd’ esetek szama, vagyis a mintaban hany olyan elem van, amelyek aranyat a sokasagon
beliil vizsgalni akarjuk

n: mintaelemek szdma

Mivel p+q=1, igy

q=1-p=1-08235=01765

S=.p-q=+08235-01765 = 0,38

s, :\/M.Jl_ﬂz\/w.\/l_ﬁzo,OZN
n N 255 1450

A=t-S,=2-0,0217 =0,0434

Konfidencia intervallum: P =p+A=0,8235+0,0434=[0,78010,8669 — [78,01%;86,69%]
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95,5%-0s megbizhatdsagi szinten 78,01% és 86,69% kozott van azoknak a dolgozoknak azardnya,
akik 100eFt-nal kevesebbet koltenek tdiilésre.

A d) kérdésben szintén valosziniiségre/aranyra vonatkozo becslést kell végezni!

0=K_10 00302
n 255

Mivel p+g=1, igy

q=1- p=1-0,0392=0,9608

S=.p-q=+/0,0392-0,9608 = 0,19

S z\/p.q '\/1_12\/0,03920,9608'\/1_ 255 _ 011
n N 255 1450

A=t-§,=2-0,011=0,022

Konfidencia intervallum: P = p+A =0,0392+0,022=[0,01720,0612] — [1,72%:6,12%)]

95,5%-0s megbizhatosagi szmten 1,72% és 6,12% kozott van azoknak a dolgozoknak az aranya,
akik 200 és 500eFt kozotti dsszeget koltenek tdiilésre.

3. feladat

Nyiregyhaza vonzaskorzetéb6l 15500 munkavallalo ingazik nap mint nap dolgozni a
megyeszékhelyre. Az ingazok 40%-a vonattal, 25%-a autobusszal, 35%-a pedig személygépkocsival
kozeliti meg munkahelyét. Aranyosan rétegzett mintavétellel, 5%-os kivalasztasi ardny mellett mintat
vettiink és megvizsgaltuk, hogy a dolgozok milyen tavolsagbol utaznak be Nyiregyhdzara. A felmérés

eredményeit a kdvetkezd tablazat tartalmazza:
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Utazasi Ingazok szama (f0) fidj fid;?
tavolsag dj
(km) V. a. szgk. V. a. szgk. V. a. szgk.
-10,0 45 74 120 -1 -45 -74 -120 45 74 120
10,1-20,0 | 69 80 81 0 0 0 0 0 0 0
20,1-30,0 | 96 30 50 1 96 30 50 96 30 50
30,1-40,0 | 75 7 10 2 150 14 20 300 28 40
40,1-50,0 | 25 3 10 3 75 9 30 225 27 90
Y 310 194 271 - 276 -21 -20 666 159 300
V.: vonat
a.: autobusz

szgk.: személygépkocsi

Feladat: Becsiille meg, hogy a dolgozok 4atlagosan milyen tavolsagbol ingdznak 95,5%-0s

valoszintiségi szint mellett!

Megoldés:

Atlagbecsiést kell végezni ardnyosan rétegzett mintavétel esetén!

N=15500 16
n n

f =5%=—-100= 100 = n =775
N 15500

Tehat 775 f6bol allo mintat vettiink.
Mivel aranyos rétegzéssel vettik a mintat, igy:
Vonattal utazok szama: n,=775-04=310 6

Autdbusszal utazok szdma: n, =775-0,25=194 6
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Személygépkocsival utazok szama: =775-0,35=271

szgk
Meghatarozzuk a retegenkénti mintaatlagokat (részatlagokat: X, ;X ;X g ), majd azok sulyozott

atlagat (fatlagot: X ).

f.d,
Z -'—15+@ 10 = 23,9km
310

> f

X, —a+

f.d,
Z i35+ 2 10130k
194
Xogk = -1 —15+£ 10 =14,3km
f 271

= n. -X. . . .
- _ 2N -X; 310-239+194-13,9+271-143 _18.0km

> n, 775

Meghatarozzuk a rétegenkénti szorasnégyzetet, majd azok sulyozott atlagaként az Un. belso

szordsnégyzetet. — o, —> S

S, =0, = \/ng (ng‘]zzlo. @—(&jzzﬂ,Mkm

S,=0, = \/szf [zsz‘yzlo- @—[_—ﬂjzzaggkm

f f.d
Sszgk _Gszgk \/sz (Z : I] =10- \/@_ _ _10,5km

_ an 'S,-Z _ 310-11,64% +194-8,99° + 271-10,5

n, 775
= /112,98 =10,63

S=0,, tehat a korrigalt szords egyenld a mintabeli szorassal, mivel nagymintarol van szo

=112,98

(n>100), igy az (n-1)-es korrekcionak nincs jelentdsége!
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Kiszamitjuk a standard hiba nagysagat:

/ ~n _1063 755 _ 447
S = f N J775 |7 15500

A becslés megbizhatosagi szintjének megallapitisa:

A=t-5,=2-037=0,74

Konfidencia intervallum: )=(iA=18J_r0,74:[17,26;18,74]

Tehat 95,5%-0s megbizhatosagi szinten 17,26, illetve 18,74 km kozott van az a tavolsag, amit a

dolgozok atlagosan ingazasra forditanak.

2.5 Onellenérzé kérdések

Ertelmezze a paraméter fogalmat!

Mit értiink statisztikai becslés alatt!

Definidlja a becslofliggvényt!

Mit neveziink becsiilt érté¢knek!

Mit neveziink varhat6 értéknek!

Mit értiink torztatlansag alatt!

Mit jelent a becslofliggvény hatasossaga!

Mit jelent a konzisztencia kovetelménye!

Sorolja fel a pontbecslés modszereit!

Mit értiink pontbecslés, illetve ntervallumbecslés alatt!
Rendszerezze ¢és értelmezze a becslés soran elkdvethetd hibakat!
Ismertesse a nagy szamok torvényét!

Ismertesse Csebisev tételét!

Mit neveziink valoszinliségi valtozonak!
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Ismertesse Ljapunov tételét (kozponti hatareloszlas tétele)!
Ertelmezze a Gauss-gdrbe harom jellegzetes pontjat!
Milyen logikai Iépései vannak a statisztikai becslésnek!

Mit értiink 95%-0s megbizhatosagi szint alatt!
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3 HIPOTEZISVIZSG ALAT

A sokasagra vonatkozd allitast vagy feltételezEést hipotézisnek nevezziik. A hipotézis vonatkozhat:
e paraméterre,

e closzlasra.

Azt az eljarast, amely segitségével eldontjiik, hogy az adott 4llitas elfogadhato-e, vagy sem,
hipotézisvizsgalatnak nevezzik. A hipotézis helyességét a véletltn mintdbol szdrmazod adatok

segitségével ellendrizzik. A minta elemeit valdsziniiségi valtozoknak nevezzik.

A véletlen minta jellemzoi:
— Az elemek mintdba kertilésének esélye (valosziniisége) azonos.
— A sokasag Osszetétele a kivalasztds soran nem valtozik.

— Az egymas utan kivalasztott mintaclemek fliggetlenek.

Azt a hipotézist, amelynek elfogadasar6l, vagy elutasitdsar6l donteni kivanunk nullhipotézisnek
(induld6 hipotézisnek), a vele szemben allo feltevést alternativ hipotézisnek (ellenhipotézisnek)

nevezzilk. A nullhipotézist Ho, az alternativ hipotézist Hi szimbdlummal jeloljik.

A hipotézis lehet:

— Egyszerii: az allitjuk, hogy az ismeretlen paraméter egyenld egy meghatarozott étékkel Ez a

hipotézis egyértelmiien specifikdlja a sokasagi paraméter értékét.
— Osszetett: a paraméter egy meghatirozott tartomanyban helyezkedik el.

A kovetkezokben mi csak az egyszerti (kétoldali) hipotézisekkel foglalkozunk.
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A hipotézisvizsgalat 1épései:

1. A feladat értelmezése

2. A nullhipotézis felallitisa

A nullhipotézisben azt allitjuk, hogy az alapsokasadg paramétere és annak feltétele zett
értéke, vagy a tényleges ¢és feltételezett alapeloszlas kozott nincs kiilonbség, vagyis az

Osszehasonlitand6 jellemzok kiilonbségének varhato értéke nulla.

. Prébafiiggvény szerkesztése

A hipotézisvizsgalat eszkOze a probafliggvény, amely a véletlen minta elemeinek, vagyis

a valoszinliségi valtozok fliggvénye.

. A szignifikancia szint megallapitasa (o)

Mivel dontésiinket wéletlen mintdra alapozzuk, az eredmények csak bizonyos
valoszinlisé ggel fogadhatok el vagyis dontésiink soran objektiv hiba léphet fel

A szignifikancia szt azt jelenti, hogy a mmtavételt sokszor megismételve 100 eset koziil
atlag hanyszor fordul el az az esemény, hogy a probafiiggvény mintabol szamitott értéke
nem az elfogaddsi tartomanyba keril. (Az o értéke tobbnyre 10%-nal kisebb. A
leggyakrabban hasznalt szignifikancia szmt az 5%, illetve az 1%.)

. A probafiiggvény tapasztalati értékének meghatarozisa

Behelyettesitiink a probafliggvénybe. A konkrét esetre vonatkozd behelyettesitést
statisztikai probanak nevezziik.

. A probafiiggvény elméleti, vagy kritikus értékének meghatarozasa a Kkivalasztott

szignifikancia szint mellett
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A préobafiiggvény eloszlasdnak ismeretében kijelolhetd egy olyan tartomany, intervallum,
amely tetszOlegesen nagy valoszinliséggel foglalja magaban a probafliggvény értékeit. Az
mtervallum  két végpontjat kritikus  értéknek, magat az itervallumot elfogadasi

tartomanynak nevezziik. Az értékek kijelolésekor a statisztikai biztonsagbol kell kindulni.

Normalis eloszlasndl mar tudjuk, hogy a szorastobbszords altal megadott hatarok kozé

esés valoszinlis€ge a statisztikai biztonsag.

PlL:£1,960 intervallumon belill talalhatd az ismérvértékek 95%-a, vagyis 95% a statisztikai
biztonsdga annak, hogy az egyes értékek nem Iépik til a megadott mtervallumot, és csak 5%
a valészinlisége annak, hogy a kritikus értékeken kivill esnek. Példankban a 95% a
statisztikai biztonsag, az 5% a szignifikancia szint, amit P-vel, vagy o-val jelolink.

A kiilonbozo tipusu nullhipotézisek vizsgalatahoz kidolgozott probafiiggvények allnak
rendelkezésre, ¢€s hozzajuk tablazatos formaban adottak a kiilonb6zd szignifikancia

szintekhez tartozod kritikus értékek.

. Dontés a nullhipotézis kérdésében

Dontés soran Osszevetjik a probafliggvény szamitott ¢és elméleti értékét, majd

értelmezziik az eredményt.

Ha a probafiiggvény értéke az elfogadéasi tartomanyba esik, akkor a nullhipotézist adott
szignifikancia szint mellett elfogadjuk, kovetkezésképpen nincs Inyeges eltérés a

feltevésiink ¢és a valosag kozott. (Az elfogadasi tartomanyba esés valoszintisége 1-a.)

Ellenkezd esetben, ha tehat a probafliggvény értéke az elfogadasi tartomanyon kiviil,
vagyis a kritikus tartomanyba esik, elvetjiik a nullhipotézist az alternativ javara. Tehat
bizonyitottan nagy az eltérés a feltevésiink ¢€s a valosag kozott. (A kritikus tartomanyba esés

valoszinlisége a.)

Vizsgalataink - és azon beliil a hibaszdmitds - szempontjdbdl kKnyeges az alapeloszlas tipusa.

Legfontosabb szerepet a normalis eloszlas, illetve az abbdl szarmaztathatd eloszlasok toltenek be.

Ezek:

— standard normalis eloszlas (z-tablazat),

— az n-1 szabadsagfokt Student-fele t-eloszlas (t-tablazat),
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— ay? (khi-négyzet) eloszlas (y?-tablazat),
— az m és nz szabadsagfoki F-eloszlas (F-tablazat).

Az ismertetett eloszlasok fontos jellemz0 paramétere az Un. szabadsagfok, amely nem mas, mint

az adott valoszinliségi valtozd képzesénél alapul vett fliggetlen Osszeadandok szama.

1. tablazat: A hipotézisvizsgalat soran elkovethetd hibak

Dontés
Nulhipotézis Elfogadjuk Elvetjiik
Helyes Helytelen
lgaz l-a o
Els6faju hiba
Helytelen Helyes
1-
Hamis P P
Masodfaju A proba ereje
hiba

Forras: Sajat szerkesztés

Dontésiink soran kétféle hibat kovethetiink el:

1. Elvetjiik a nullhipotézist, bar az igaz. Az ekovetett hiba az Gn. els6éfaji hiba. Ez akkor
kovetkezik be, ha a nullhipotézis helyessége ellenére a probafliggvény értéke a kritikus
tartomanyba esik. Ennek valoszintisége P %, vagyis a szignifikancia sznttel egyenld. Mivel
P megvalasztisa toliink fligg, ez azt jelenti hogy az elséfaji hiba elkdvetésének

valoszinlisége tetszés szerint csokkenthetd.

2. Elfogadjuk a nullhipotézist - mert a probafliggvény értéke az elfogadasi tartomanyba esik -
bar az nem igaz. Az elkovetett hiba a masodfajii hiba, amelynek valosziniisége . Masodfaju
hiba akkor Iéphet fel, ha a tényleges tapasztalati eloszlas nem egyezik meg a hipotézisben
felallitott eloszlassal. A masodfaja hiba elkdvetésének valdszinliségét nem tudjuk
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korlatozni, mert P a valosigban ténylegesen fenndllo - altaldban nem ismert — helyzettdl

fligg.
A két hiba elkovetésének valdszinlisége forditott aranyban all egymassal, tehat csakis egymas
rovasara valtoztathatd. A szignifikancia szint rogzitése elott ezért mérlegelni kell, hogy szamunkra a
kétfele hiba elkovetése kozil melyik a veszélyesebb. A gyakorlatban arra kell torekedni, hogy egyik

se legyen til nagy. Tapasztalatok szermt ez az 5%-os szignifikancia szinten teljesiil

3.1 Paraméterre vonatkozo prébak

Mar korabban definialtuk, hogy a paraméter nem mas, mint a sokasagi eloszlas valamely
jellemzdje. Ilyen paraméter pl: a varhatd érték, a szords, az arany. Ezek koziil a kovetkezOkben mi

csak a varhato értékre (4tlagra) vonatkozo hipotézisekkel foglalkozunk.

» Alapfeltétel: a vizsgalatban felhaszndlt véletlen minta vagy mintdk normalis eloszldst
alapsokasagbol szirmaznak. Ezen feltétel teljesiilését - a késébb targyalasra keriild y2-

proba segitségével ellendrizhet)iik.

» Az alapfeltétel mellett figyelembe kell venni azt is, hogy az alapsokasag szorasa ismert-

€, vagy sem.

3.1.1 Virhato értékre vonatkozo egymintds probak

A varhat6 értékre vonatkozo proba kétfele lehet: z vagy t-proba.
> Ha az alapsokasag szorasa (o) ismert: z-probat alkalmazunk.

Segitségével az a hipotézis ellendrizhetd, hogy egy normalis alapeloszlast sokasag

varhato érteke egy feltételezett értékkel megegyezik.
— A nullhipotézis: ()_( - X, )= 0

Az alkalmazis  feltétele az  alapeloszldas  szordsdnak  az  ismerete.
A nullhipotézis eldontéséhez az alapsokasag feltételezett varhato értékének (X ) ésaz
ismert szorasti (o) normalis eloszlasu alapsokasagbol vett n elemii véletlen minta
atlaga kiilonbségének a szignifikancidjat kell megallapitani.
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— A probafiiggvény:

X — Xm

, amely standard normalis eloszlast kovet.

Jn
— A kritikus érték (za2) a z-tablazatbol keresheté ki (1- % -nél).

— Amennyiben:

e 2>Zy% a nullhipotézist elvetjik, vagyis a varhatd értek és a feltétele ze tt
értek kozott szignifikans kiilonbség van;

o 7<7Zy a nullhipotézist elfogadjuk, vagyis a varhatd és feltételezett érték
kiilonbsége  veletlenszerli,  statisztikailag nem  igazolhaté  (nem

szignifikans).

> Ha az alapsokasag szorasa nem ismert: t-probat alkalmazunk.

— A nulhipotézis szintén: (x-x,)=0

— Ennek prébafliggvénye:

amely n-1 szabadsagfoku Student- fé le

t-eloszlast kovet, ahol S a 6-nak a mintabol nyert becslése.
— A kritikus értéket (ta%) N-1-es szabadsagfoknal a t-eloszlas tablazatbol keressik ki
— Amennyiben:
o ty<ta nullhipotézist elvetjiik,

o >t anullhipotézist elfogadjuk.
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3.1.2 Virhato értékre vonatkozo kétmintds probak

A varhato értékre vonatkozd kétmintas probak kozil a két fiiggetlen mintat igénylé proba
alkalmazisat emeljiik ki, melynek két fajtaja van: a z-proba é€s a t-proba.

»  Z-préba

A z-probat két mintadtlag kozotti kiilonbség szignifikancia vizsgalatara haszndljuk, feltéve,

hogy az alapsokasag eloszldsa normalis, tovabba a két szords azonos €s ismert.

— Nulhipotézis: (xi—x2)=0
- - 2 2
—  Probafliggvény: z = Xls X2 ahol S; = 1[% ,amely standard normalis eloszlast
kovet.

S;:a véletlen hiba atlagos nagysaga

A hipotézisvizsgalat tovabbi menete megegyezik az egymintas z-probanal leirtakkal
>  t-préba

A t-probaval ellendrizhetjik két ismeretlen varhatd értékii és ismeretlen, de azonos szorasu

normalis eloszlasti sokasagbdl szarmazd mintadtlagok kiilonbségének szignifikanciajat.

X1 — X S,%+8,°
Ha ni=ny: t=X Xz,ahol S_ =, +—*% amely
S. ‘ n
d

Student-féle t-eloszlast kovet 2(n-1) szabadsagfokkal

S :a standard hiba atlagos nagysaga
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Ha ni#no:
Feltétel: a szorasok egyezdségének vizsgalata—S1=S,—F-probaval

—A nullhipotézis arra vonatkozik, hogy két normalis eloszlasu ismeretlen varhatd

értékli sokasag szorasa azonos. Ha ez igaz, akkor a két sokasagbol vett ni és nz elemi
minta szorasnégyzeteinek (S;,S3) hanyadosa F-eloszlast kovet, ni-1 illetve np-1

szabadsagfokkal:

S 2
—F-proba: -
S,°

S’ mindig a nagyobb szordsnégyzet mi-1 szabadsagfokkal,

S mindig a kisebb szorasnégyzet nz-1 szabadsagfokkal

—A kritikus értéket az F-eloszlas tablazatbol keressiik ki, mégpedig a szamlalo ¢€s a

nevezd szabadsagfoka szerint, a megadott szignifikancia szintnél.
—Amennyiben:
— F<Fp% anullhipotézist fenntartjuk,

— F>Fp%  anullhipotézist elvetjik.

e Ha a nulhipotézis igaz, tehat a szorasok egyezdsége fenndll, elvégezhetjiik a

t-probat.
S1=S

Nulhipotézis:  (xi—x2)=0

A probafliggvény: t =

- - 2 2
X1 — X n.S’+n,S; n,+n
1 2 ,ahol Sd:\/ 1~1 2 2. 1 2

; n,+n,—-2 n,-n,

A tvaloszinliségi valtozd Student-féle t-eloszlast kovet, n1+n2-2 szabadsagfokkal.
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e Ha a nullhipotézis nem igaz, vagyis a szOrasok nem egyeznek meg, a Welch-

fele kozelitd eljarast alkalmazzuk.

S1£S2
Nulhipotézis:  (x1 —Xz)=0
e, X1 — X2 Si S . e
A probafliggvény: t = , ahol S. = |—+—=, ez csak egy kozlité
S5 n, n,
megoldas, ezért:
S
1 n, .
Szf . = 5 —, ahol C=—F—"5, amely Student- féle
=y, o 57,8
n-1 n,-1 n n,

t-eloszast kovet.

A Welch-fele probanak elsésorban elméleti jelentdsége van.

3.2 Eloszlasokra vonatkozé prébak

Az eloszlasok paramétereire vonatkozo hipotéziseink ellendrzése soran feltételeztik, hogy a

véletlen minta normalis eloszlasti alapsokasagbodl szarmazik.

Ezen feltételezesiinkon tl olyan elemzési feladatok is adodnak, amikor kiilonb6zd sokasagok

valamilyen ismérv szerinti eloszlasat kell Osszehasonlitanunk. Az eloszlasokra vonatkozo

nullhipotéziseink ellendrzését a y2-proba segitségével végezhetjik el

3.2.1 lleszkedésvizsgalat

A sokasag egészének eloszlasara vonatkozd hipotézisek vizsgalatat illeszkedésvizsgalatnak

nevezzikk. A kérdés tehat az, hogy az alapsokasag eloszlasa valoban tekinthetd-e normalisnak.
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A nullhipotézis szerint azon alapsokasdg eloszlasa, amelyb6l a minta szarmazik, megegyezik
valamilyen elméleti kovetkeztetéssel nyert eloszlassal (pl.normalis eloszlassal). A y?-probaebben az
esetben egy tapasztalati eloszlas (minta) gyakorisdga ¢és egy ismert alapsokasag eloszldsa alapjan
varhatd gyakorisdgok kiilonbségeinek a szignifikancidjat vizsgalja. A két eloszlasra vonatk 0z6

nullhipotézis ellendrzésére alkalmas probafliggvény:

2_y (f, - )’
i=1 fi*
ahol: fi = az i-edik ismérvvaltozat (osztalykdz) megfigyelt gyakorisaga,

f = aziedik ismérvvaltozathoz (osztalykdzhoz) tartozd elméleti eloszlas.

A probafiiggvény alkalmazidsanak feltételei:

— Y =n>50 és

i=1

— fi>5, vagyis barmely osztalyk6zhéz tartozd gyakorisag legalabb 5.

Az illeszkedésvizsgalatnak két fajtajat kiilonboztetjiik meg:
—  Tiszta illeszkedésvizsgalat

Ha az alapsokasagra vonatkozd paraméterek (varhato érték és a szoras) ismertek, tiszta
illeszkedés vizsgalatrol beszélink. Ekkor a y2 szabadsagfoka -1, ahol r az osztalyko zok

szama.

—  Becslésesilleszkedésvizsgalat

Ha az alapsokasagra vonatkozo varhatd érték ésa szords nem ismert, tehat csak a minta
jellemzdivel dolgozhatunk, becsléses illeszkedésvizsgalatrdl beszElink. A szamitds
menete a tiszta illeszkedésvizsgalatéval azonos, csak a y? szabadsagfoka r-1-b, ahol b a

becsiilt (minta alapjan szamitott ¢és felhaszndlt) paraméterek szama.
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A kritikus értéket a y2-eloszlds tablazatbol, r-1, illetve r-1-b szabadsagfok és a kivalasztott

szignifikancia szint mellett keressiik ki
Amennyiben:

o 1>>y°p% a nullhipotézist elvetjikk, ez azt jelenti, hogy a minta eloszldsa eltér az elméleti

eloszlastol,

e %’<y%w% a nullhipotézis fennall, tehdt a mintasokasig eloszldsa megfelel az elméleti

eloszlasnak, a kiilonbségek csak a véletlennek tulajdonithatok.
3.2.2 Homogenitasvizsgalat

Két eloszlas egyezésének vizsgalatat homogenitasvizsgalatnak nevezziik. A nullhipotézisben azt
allitjuk, hogy valamely valtozd két sokasagon beliili eloszlasa azonos. A kérdés gy vetddik fel, hogy

a két minta szdrmazhat-e azonos alapsokasagbol.

Jeloljiik akét minta megoszasat f, ésf, -vel, amikor:

T
Lf =n, és El f, =n,

A probafiiggvény, amennyiben ni és m2 kellden nagy:

2
(fli — fzi j
r\{n,—n
2 ‘n. N2/ ’arnely
=+
r-1 szabadsagfokt y2-eloszlast kovet, ahol r az osztalykozok szamat jelenti.

Amennyiben:

o x%<y%wanullhipotézis fennall, vagyis a két minta eloszlasa kozotti eltérés véletlenszerii,

igy azonos sokasagbol szarmazik, tehat 100-p% szinten homogénnek tekinthetd.

o x%>y%pw%,elvetjik anullhipotézist, tehat akét minta eloszldsa nem tekinthetd homogénnek,

igy nem szdrmazhatnak azonos alapsokasagbol.
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3.2.3 Fiiggetlenségvizsgdlat

A mintaelemek egyszerre két tulajdonsag szerint is vizsgalhatok.
A fliggetlenségvizsgalat sordn azt vizsgaljuk, hogy a két tulajdonsag (ismérv) az adott sokasdgon
beliil egymastol fliggetlen-e. A kérdés tehat ugy vetddik fel, hogy a tulajdonsdgok fliggetlenek nek

tekinthet6k-e. Ennek eldontéséhez szintén felhasznalhatd a y2-proba.

A probafliggvény:
«(f, £ )
7= z 'lef—*J , amely (r-1)(k-1) szabadsagfokkal y2-eloszlast kdvet, ahol:
1=1)= ..
ij
=1, 2, ....., r—sorok szama,

7=1,2, ....., k— oszlopok szama

A mintaelemeket két tulajdonsdg szerint rendezve un. kontingencia tablazatba foglaljuk. A két
ismérv kozotti kapcsolat 1éte a tdblamezOkben 1vO tényleges gyakorisagok (fij) és az elméleti
gyakorisagok (fij*) egybevetése utjan mutathatd ki. Az elméleti vagy fiktiv gyakorisagokat a

megfeleld peremgyakorisdgok szorzatdnak €sa minta elemszimanak a hanyadosaként szamitjuk ki

Amennyiben:
o %2<y?uu, elfogadjuk a nullhipotézist, tehit a két tulajdonsag fliggetlen egymastol.

. 2>y 2n0, elvetjilk a nullhipotézist, tehat van Osszefliggés, van kapcsolat a két tulajdonsa
X=X ] p g p 4 g

kozott.
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3.3 Mintafeladatok a hipotézisvizsgalat témakorhoz

1. feladat

Egy szarvasmarha telepen a napi atlagos tejtermelési szint 18 liter/db, a sokasagi szoras pedig 2,5
liter (feltételezzik, hogy az alapsokasdgi eloszlas normalisnak tekinthetd). Kisérletképpen egyszerii
véletlen mintavétellel kivalasztottak 25 db tehenet és Uy takarmanyadagot kezdtek el etetni velik. A
kisérleti id6t kovetden ismét megvizsgaltdk a tejtermelés szinvonalat, melynek atlagos értéke a minta

esetében: 19,5 liter/db lett.

Feladat: Vizsgalja meg, hogy az 0ij takarmany etetésének van-e statisztikailag kimutathatd hatasa

a tejtermelésre. (a =5%)

Megoldas: Hipotézisvizsgalattal kell ellendrizni, hogy a sokasagi atlag és a mintabeli atlag kozott
szignifikdns-e a kiilonbség.

Varhato értékre vonatkozd egymintas probat végziink, méghozza ugy, hogy az alapsokasagi szoras
ismert. Mindebbdl az kovetkezik, hogy z-proba fliggvényt alkalmazunk.

X =18 liter/db
o =25 liter
n=25db

X, =195 liter/db

I
2.
I
Il
I

me Vagy HgX—X, =0,

I
x|
H

X

X—Xn 18-195
c 25

vn V25

Probafliggvény: z = 3

A kritikus érték (zae) a z-tablazatbol kereshetd ki (1—%-nél), amely 5%-0s szignifikancia szint

mellett: z,5,=1,96
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Mivel z>z4%, (z=3> 2z ., =196) a nullhipotézist elvetjik, vagyis az alapsokasagi és a mintabeli

a5%
atlag kozott szignifikdns kiilonbség van. Tehat 5%-os szgnifikancia szinten az 0 takarmany

etetésének statisztikailag kimutathatd hatasa van a tejtermelés alakulasara.

2. feladat

Egyik nap egy pékség két mintaboltjaban ellendrizték a kiszallitott kenyerek sulyat:

Kenyerek sulya (g)
Ssz.
1. mintabo It 2. mintabo It

1 498 485
2 505 500
3 493 495
4 485 490
5 502 487
6 509 502
7 497 505
8 487 -
9 500 -

Feladat: Vizsgalja meg, hogy szarmazhatnak-e a két mintaboltban v kenyerek egy pékségbdl.

Tehat a két boltban 1évé kenyerek tomege tekinthet6-e azonosnak? (a =5%)
Megoldas: kétmmntas t-probat végziink (mivel a 6 nem ismert), figyelembe véve, hogy n, #n,

n =9 n,="7

X, == =

X X.
Lo LK _ 4476, 2% 364 4o
n 9 n 7
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Ay _%)2
Sl - uzzgg 52 — u=7,78
n-1 n-1

Feltétel: Ho: S1=S>2

A nullhipotézist F-probaval ellendrizziik!

- _Si_792

- s2 7,787

=104

A kritikus értéket az F-eloszlas tablazatbol keressiik ki, mégpedig a szamlaldo és a nevezo

szabadsagfoka szerint, a megadott szignifikancia szintnél
A szamlalo szabadsagfoka: n, —1=8
A nevezd szabadsagfoka: n, —1=6

5%-os szignifikancia szint mellett F ., =415

Mivel: F<Fpy a nullhipotézist fenntartjuk, tehat a szorasok egyezdsége fennall, elvégezhetjiik

a t-probat.
Ho : ()_(1 —)_(2)2 0
A probafliggvény: t = XizXz 497,3-494.9 =0,57

S 4,23

d

s, _\/nISf+nZS§ n, +n, :\/9.7,922+7.7,782 947 4 0a

“\Vn,+n,-2 n,-n, 9+7-2 9.7

A tvaloszinliségi valtozd Student-féle t-eloszlast kovet, ni+n2-2 szabadsagfokkal
Szabadsagfok: Szf=m+m-2=9+7-2=14

s = 215

Mivel t <t 5, — anullhipotézis igaz, tehat a két boltban Iév6 kenyerek étlagsilya megegyezik.
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3. feladat

Egy allattenyésztd telepen azt vizsgaltak, hogy a hizobikdk napi testtdmeg szerinti gyarapodasa
megfelel-¢ a normalis eloszlasnak. A 600 darab marhabol egy 60 darabbol alld egyszerii véletlen

mntat vettek. A mintavétel eredményeit a kovetkezd tablazat tartalmazza:

— Transzformalt ,
. izObika —f
Napi ib osztalykoz pi £ | fi-f w
stlygyarapodas (db) hatéra f
)
also felso
751-850 7 -1,95 0,0537| 3 4 5,33
851-950 10 -1,29 0,1729 | 11 -1 0,09
951-1050 15 -0,63 0,3172 | 19 -4 0,84
5051-1150 12 0,03 0,2902 | 17 -5 1,47
1151-1250 9 0,70 0,1324 | 8 1 0,13
1251-1350 7 1,36 0,0336 | 2 5 12,5
> 60 - - 1,00 60 0 20,36

Feladat: Ellendrizze, hogy a hizdbikak testtomeg szerinti eloszlasa tekinthet6-e normalisnak!

Megoldas: Az ellenérzéshez illeszkedés-vizsgalatot hajtunk végre, és mivel nem ismertek a

paraméterek (atlag, szoras), ezért becskéses illeszkedés-vizsgalatot végziink.

Meghatarozzuk a mintabeli atlagot &s szorast:

_ > fid 27
X, =a+ ~|=1000+&-100=1045

2.
f.d2 fd Y ?
s_am_i-\/Z — —(Z : J =100- &—(%j =151,024

2f L2
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A transzformalt osztalyk6z also hatdrat a kovetkezd képlet segitségével hatarozzuk meg:

oo Xi=%y 700-1045 o
S 151,024

pi: az osztalykdzbe esés valosziniisé ge
f,=n-p

r \2
2 =Zw=20,36

i=1 fi
Szf.=r-1-k=6-1-2=3
a=5%

A2, = 7,815 (A*-eloszlas tablazatbol)

Mivel A% > A%ps%, ezért a nullhipotézist elvetem, tehdt a hizobikak testtdmeg szerinti eloszlasa

nem tekinthetd normalis eloszlastinak.
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4. feladat

Egy csomagologép két tételben végzi a gyartast:

Csomagok 1. tétel 2. tétel 1 o, (gn g, )2
silya (2) £ . D YA IR Y A
461-470 9 4 0,067 0,043
471-480 10 5 0,074 0,054
481-490 9 8 0,067 0,087
491-500 20 14 0,148 0,152
501-510 36 25 0,267 0,272
511-520 23 18 0,170 0,196
521-530 18 13 0,133 0,141
531-540 10 5 0,074 0,054

> 135 92 1,00 1,00 14,080-10°°

Feladat: Vizsgalja meg, hogy a két minta eloszlasa tekinthet6-e azonosnak!
Megoldas: Homogenitas-vizsgalatot kell végezni!

Mindenek elott ellendrizziik, hogy teljesiil-e a feltétel, miszerint n>50, illetve fi>5!
Megallapithatjuk, hogy mmndkét mintara teljesiilnek a feltételek, igy a homogenitas-vizsgalat
elvégezhetd.

r

> f;=n =135
i=1

=

D f=n,=92

i=1
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=135-92-14,08-10"° =1,75

gll ng
=N -Nn
? IZl: fll + f2|

’ﬁ:s%; szf =7 — 14 ) 067

Mivel A% < A% psw, ezért a nullhipotézist elfogadjuk, tehat a két minta eloszldsa azonosnak , vagy

homogénnek tekinthetd.

5. feladat

Egy térség vallalkozisairol a kovetkezd mformaciok allnak rendelkezésre:

Nyereségi

szint
veszteséges alacsony atlagos magas >

Vallalati forma
Egyéni vallakozas | 2532 1,96 3738003 | 224086 | 1206 | 106
Bt. 1918 0,05 2830014 | 2221005 | 1110 80
Kft. 38 32 0,95 5451017 | *1 47088 | 225041 | 155
> 82 119 92 48 341

Feladat: Vizsgalja meg, hogy avallalati forma és a gazdalkodas jovedelmezdsége Osszefliggésben

all-e egymassal, vagy a kettd fliggetlen!

Megoldas: Fiiggetlenség-vizsgalatot kell végezni!

Hipotézs: H, =fiiggetlen a két ismérv

H, =nem fliggetlen
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Jelolések:

f; - tényleges gyakorisag

Bal fels6 sarok: fi;- elméleti gyakorisdg, amely nem mas, mint a tényleges gyakorisaghoz tartozo
peremgyakorisagok szorzata ¢€s az 0sszes elem hanyadosa.

82-106
PL: f,= L

25

(fij B *fij* )2

ij

Jobb als6 sarok:

(32 - 25)*
25

Pl.:

*\2
Probafliggvény: A° = ZK:M =6,1

i=1l j=1 fij
Szf=(r-1)(k-1)=(3-1)(4-1)=6
12

p5%

=12,592

Mivel A2 < A%, — elfogadom a nullhipotézist
p5% g p

A Ho hipotézis igaz, vagyis a vallalati forma és a gazddlkodds eredményessége fliggetlen
egymastol. A kiilonbség csupédn a véletlen hatdsanak tulajdonithato.
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3.4 Onellenérzé kérdések

Mit neveziink hipotézisnek !

Definialja a hipotézisvizsgalatot!

Mit neveziink nullhipotézisnek, illetve alternativ hipotézisnek!

Mit értiink egyszeri és Osszetett hipotézis alatt!

Sorolja fel a hipotézisvizsgalat épéseit!

Mit jelent a szignifikancia szint!

Milyen normalis eloszlasbol szarmaztatott eloszlasokat ismer!

Rendszerezze a hipotézisvizsgalat soran elkdvetheté hibakat (elséfaji, masodfaji hiba)!
Mit értiink illeszkedésvizsgalat alatt!

© 0 N o g~ w D

10. Ertelmezze a homogenitasvizsgalatot!
11. Mit neveziink fliggetlenségvizsgalatnak!
12. Mikor beszEelink tiszta, illetve becsléses illeszkedésvizsgalatrol!
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4 OSSZEFUGGES-VIZSG ALAT

A jelenségek egymashoz vald viszonyulasat:
1. Fiiggetlenség vagy
2. Fiiggéség jellemezheti. Ez utdbbi lehet:

a) Oksagi, amikor egy vagy tobb ok hatasara jon létre valamely okozat, de nem mindig

azonosan érvényesiild tendencia szerint:

o Fgzakt, fiiggvényszerii a kapcsolat, ha egyértelmli és kolcsonds a
meghatarozottsag, vagyis X valtozo6 adott értékethez Y meghatarozott értéke

tartozik (bekovetkezési valosziniisége 1).

rrrrrr

e Sztochasztikus, valosziniiségi jellegii a kapcsolat, ha feltételes, atlagosan
érvényesiild tendenciar6l van szo, tehat X valtoz6 adott értékeihez Y valtozd

tobb lehetséges értéke tartozhat.
b) Latszolagos, amikor a kapcsolat véletlenszertien alakul, mert:
e azismérvek kozott kolesonhatas all fenn,
e harmadik ismérv jatssza a kozos ok szerepét,
e cgyiitt haladas fedezhetd fel, tehat az id6 a kozvetitd valtozo.

A statisztika a sztochasztikus kapcsolatokat vizsgalja, azokat az eseteket, amikor az egymassal
Osszefliggésben allo jelenségek nem hatarozzak meg egyértelmiien egymas alakulasat, a koztik levo
kapcsolat csak atlagosan érvényesiild tendenciaként, a valoszinliségek torvényszeriisé gére

tamaszkodva allapithatdé meg.

A sztochasztikus kapcsolat két, vagy tobb valtozd kozott érvényesilld valdszintségi jellegii

kapcsolat.
A sztochasztikus kapcsolat fajtai:
e amennyiségi ismérvek kozotti kapcsolatot korrelacionak,

e a mindségi/teriileti ismérvek kozotti kapcsolatot asszociacionak (eldjelét nem mindig

értelmezziik, mérészama: Yule, illetve Csuprov-féle asszocidcios egyiitthatok),
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e a mennyiségi ¢és nem mennyiségi ismérvek kapcsolatdit pedig vegyes kapcsolatnak

nevezzik (mérészama: szdrashanyados).

4.1 A mennyiségi ismérvek kozotti kapcsolatok vizsgalata

A mennyiségi ismérvek kozotti sztochasztikus kapcsolatot tehat korrelacios kapcsolatnak
nevezzilkk. Az ok szerepét betoltd ismérvet fiiggetlen, vagy mas néven tényezé (magyarazoé)
valtozénak (Xi), az okozat szerepét jatszo ismérvet pedig fiiggd, vagy eredményvaltozénak (Vi)

nevezzik.

A mennyiségi ismérvek kapcsolatanak vizsgalataval a korrelacioszamitas  foglalko zik.

Vizsgalatanak tertiletei:
» akorrelacioelemzés, azaz a kapcsolat szorossaganak elemzése, valamint

» aregresszié analizis, vagyis kapcsolat torvényszeriiségének feltarasa.

Az alkalmazasra keriild modszerek megvalasztasa attol fligg, hogy:

a) Az okozat alakulasaban hany ok szerepének a vizsgalatat tartjuk fontosnak, vagyis hany

valtozds az Osszefliggés-vizsgalatunk:
e kétvaltozos, ha egy fliggd ¢és egy fliggetlen valtozd szerepel az elemzésben,

e tobbvaltozds korrelacio és regresszid analizis, ha egy fliggd ¢€s tobb fliggetlen valtozo

szerepel az elemzésben.

b) A fliggetlen valtozd értelmezési tartomanyan belil hogyan alakul a fligg6 valtozo

meghatarozottsaga, vagyis az okra hogyan reagal az okozat:
o kozel azonos torvényszerliség szerint— linedris jellegli kapcsolat,
e valtozban—nem linearis kapcsolat.
Mindkét kérdésre megkdzelitd valaszt adhatunk az adatok:

— kombinicios tabldkba foglalasa,
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— korrelogrammokon torténd abrazolasa utjan.

Kiilonbség a matematikai €s a sztochasztikus fliggvények kozott:

Matematikai fliggvények: feltétlen érvénytiek, helytdl és id6tdl fliggetlenithetdk.

Sztochasztikus fliggvények: feltételes érvényliek, helyhez és idohoz kotdtten érvényesiilnek.

A korrelacio fontosabb tipusai:

» A korrelacio hidnyat a fliggvény ugy jelzi, hogy barmely X helyen azonos, illetve kozel

azonos értéket vesz fel, tehat a fliggvény képe vizszintes vonal (korrelacios ellipszis) lesz. A

jelenség azzal magyardzhatd, hogy Y fliggetlen X-t6l, vagyis X nem befolyasolja Y értékét.

A korrelacio hianyanak logkai ellentéte a fliggvényszeri kapcsolat, amikor egy adott X

étekhez csupan egyetlen Y érték tartozik, azaz a regressziés gorbe koriil nincs szorodas.

Korrelaciordl akkor beszElink, ha a regresszids gorbe korill van szorédas. Minél kisebb
mtervallumban szorodnak az adatok, annal szorosabb a  kapcsolat.

A korrelacios kapcsolat lehet linearis jellegli, vagy gorbe vonali.

—  Lineédris jellegli a kapcsolat, ha a pontok egy képzeletbeli egyenes mentén
szorddnak. Ezen belil megkiilonboztetiink pozitiv, illetve negativ iranya linedris

korrelaciot.

Pozitiv linearis korrelacio esetén a nagyobb X értékekhez altalaiban nagyobb Y
értékek tartoznak, tehat a pontok egy poztiv meredekségli képzeletbeli egyenes
mentén helyezkednek el Negativ linearis korreldcio esetén nagyobb X értékekhez
kisebb Y értékek tartoznak, vagyis a fliggetlen valtozd novelése a fliggd valtozo

csOkkenését eredményezi.

— A gorbe vonali (nemlinearis) kapcsolatok egy részénél tovabbra is van értelme
pozitiv, illetve negativ irdnyrol beszélni, de csak abban az esetben, ha a gorbe az
értelmezési tartomanyon belil monoton névekvd vagy csokkend. Nem lehet

azonban pozitiv vagy negativ irdnyr6l besz€élni, ha a regresszi6 ranyt valtoztat.
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4.1.1 A linedris kétvaltozos korreldcios kapcsolat mérdszamai

A Korrelogram pontjai egy képzeletbeli egyenes - regresszios fliggvény - mentén kisebb vagy
nagyobb mértékben szorddnak. Vizsgalataink sordn egyetlen mutatdszdmba szeretnénk siiriteni a
ponthalmaz és aregresszios fliggvény kolcsonods helyzetét. Ez a mutatoszam a korrelacios egyiitthato,
amely meghatarozhato:

— kozelitd pontossaggal és

— egzakt médon.

1. Kozelité kapcsolatszorossagi mutatok

—  Eléjel korrelaciés egyiitthaté: megmutatja, hogy az egyes értékek az atlagtol kisebbek
vagy nagyobbak. Az atlagtél kisebb értékek negativ eldjelet, a nagyobb értékek pozitiv
elojelet kapnak. Ezt kovetden képezzikk a kapcsolatban Osszetartozd eldjelek szorzatat,
majd megallapitjuk a poztiv (p) és negativ (q) eldjelpar szorzatok szamat, és az alabbi
képlettel allapitjuk meg a szorossag mértékét. A mutatdé negativuma, hogy nem veszi

figyelembe, hogy az egyes értékek mennyivel térnek el az atlagtol

r=P"9 ahol
n

p: pozitiv eldjel szorzatok szama
q: negativ eldjel szorzatok szdma
n: vizsgalt elemek szama (n=p+q)

-1<r,<+1

—  Rangkorrelacios egyiitthaté: meghatdrozdsahoz mindkét ismérv értéket azonos
iranybol  kindulva rangsorszamokkal latjuk el Meghatdrozzuk az Osszetartozd
rangsorszamok  kiilonbségeit (D), majd négyzetosszegét ¢€s az alabbi képletbe

behelyettesitve kapjuk a mérészamot.
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6> D?
r =1- Z;‘ , ahol

' n(n? —1)

di a két sorszam kiilonbségét jeloli, vagyis di=Xi-Vi.
A mutatoszama értéke -1 és +1 kozott helyezkedik el —1<r <+1

A rangsorszamok 0Osszege mindkét ismérvnél azonos kell, hogy legyen, igy ha vannak
azonos ismérvértékek, azok rangsorszamai megegyezoek (az egymast kovetd
rangsorszamok atlaga lesz). Az azonos rangsorszamu ismérvértékeket kapcsolt rangoknak

nevezziik.
A mutaté hatranya: nem veszi figyelembe a nagysagrendi értékeket, csak a sorrendisé get.

Jelentdsége els@sorban szociologiai vizsgalatoknal van.

Sperman-féle rangkorrelicios egyiitthato:

3

n _n—TX—Ty—ZDiZ
36 : , ahol
A AL, §
6 6
rt’—t,
T ZZl J T L, rakapcsolt rangesoportok szima,
j=

tj: az azonos rangsorszammal rendelkez6 elemek szama az adott kapcsolt rangcsoporton

beliil
Kapcsolt rang: ahol azonos rangsorszamokat osztottunk ki.
Eljele lehet pozitiv vagy negativ:

e Poztiv: ha az egyik ismérv ndvekedése a masik ismérv novekedését vonja maga
utan, illetve az egylk ismérv csokkenése a masik ismérv csokkenését idézi eld,
tehat azonos iranyl a kapcsolat.

e Negativ: ha az egyikk ismérv novekedése a masik ismérv csokkenését idéz eld és
forditva, tehat ellentétes ranyu a kapcsolat.

Ez a forma akkor alkalmazhatdo, ha két ismérv kozott vizsgaljuk a kapcsolat

szorossagat.
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—  Kendall-féle egyetértési(konkordencia) egyiitthato: azt vizsgalja, hogy

van-e 0Osszhang a birdlok Dbirdlatai  kozott. A  mutatd nyege, hogy a

véleménykiilonbségeket (Di?) a telies dsszhang esetéhez viszonyitja.

12>'D;?
2(n3

W:m,ah()l

D, =d, —d (di: 6sszeadjuk a helyezési sorszamokat fiiggdlegesen)

g2
n

m: birdlok szdma
n: a verseny résztvevdinek szama

Ertelmezése: ha a mutatd értéke 1-hez kozeli, akkor az egyének értékitéleteiben nagy

az 0sszhang.
2. Egzakt mutaték

—  Alegkisebb négyzetek modszerének elvén alapuld korrelaciés koefficiens (r), amelynek
meghatarozasa a szamtani atlag négyzetes minimum tételére vezetheté vissza. A mutato
adatok konkrét szamszeri értékeire tamaszkodik, értékét a vizsgalt valtozok szorodasi

viszonyai hatarozzak meg.

Meghatarozasdhoz kiinduld a két valtozd egyiittes szorodasat jellemzé mutatd, az un.
kovariancia (C) értékének a meghatarozasa. Ez nem mas, mint a két valtozo atlagtol vett

eltéréseinek szorzatabol szamitott szamtani atlag,

oSkl

n

A kovariancia tulajdonsagai:
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e C=0, ha a két ismérv egymastol fliggetlen. Ilyenkor a regressziovonal helyzete
vizszintes (X és Y valtozok korrelalatlanok).

e Cmax.=0x0y, X és Y valtozok kovariancidja akkor maximalis, ha a két adatsor
kozott linearis ¢és fliggvényszerli kapcsolat all fenn, és ekkor a kovariancia

egyenld az X és Y valtozok szorasainak szorzataval.
e Ha C<oxoy, akapcsolat sztochasztikus.
e A kovariancia elbjele a kapcsolat iranyat mutatja.

e A kovariancia abszolit mértékének nincs hatarozott felsd korlatja. Csupan
annyit allapithatunk meg, hogy anullihoz kozeli abszolut érték laza kapcsolatra
utal, egy¢bként a korrelaci6 szorossaganak novekedésével a kovariancia is

emelkedd tendenciat mutat.

A kovariancia erossége: a linearis korrelacios egyiitthato:

ami azt mutatia meg, hogy a kovariancia milyen mértékben kozeliti meg a

fliggvényszerli kapcsolatot (a maximalis értéket).

A korrelacios egyiitthatd tulajdonsagai:
e A mutatd érteke 0+1 kozotti:
0,00-0,30—laza
0,30-0,70—kozepes
0,70-0,90—szoros
0,90-1,00—igen szoros Osszefliggést mutat.

e Eldjele a kapcsolat rranyat jelzi. Eldjele pozitiv, ha a valtozas a két valtozonal

egyiranyl, ¢€s negativ, ha a valtozas ellentétes ranyu.

e A kapcsolat hidnyat (korrelalatlansag) az r=0 érték jelz.
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o Tokéletes fliggvényszerli linedris kapcsolat esetén — az wranyt6l fliggben —

r=+1, illetve r=-1.

A szamitasok soran alkkalmazott formulak:

C Z(x—iXy—Y/) ~ D xy—nxy

r=

oo [T by - [y oy )

A korrelicié6 megbizhatéosaganak ellendrzése t-probaval torténik:

Ho: r értéke véletleniil tér el nullatol,

.
1-r?

n-2

Probafliggvény: t =

Szignifikancia szint: minimum 5%

Szabadsagfok: n-2, ahol 2—az eldzetesen becsiilt mutatok szama

(X, 0)

— Kiritikus érték: tesos,

Dontés: t>trsw—>nullhipotézist elvetjik, tehat a korrelacionak 0-t6l
valo eltérése szignifikans.

t<tpse—>nullhipotézist elfogadjuk, tehat r ért€ke csak véletlentil tér
el 0-tol.

Nagy szami adatpar esetén (legalabb 100 vagy azt meghaladé adatpar) r értékét a

kovetkez0 moédon szamoljuk:

Skl
St S )

Osztalyk6z0s gyakorisagi sorbol a szamtani atlagnal és a szoras szamitasnal tanult

segédszamitdsokat vezetjiik be:
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| 5 R

. foi d)zu foi .dxi ’
o, =1 -
" i foi foi

2 2

oY >f >f

Y vi

- Az r érték négyzetét (r?) determinicios  egyiitthaténak nevezzik, amely

%-o0s formaban mutatja a fliggetlen valtoz6 eredményvaltozora gyakorolt hatdsat.

4.1.2 Linedris kétvaltozos regresszio analizis

Analitikus regresszioszamitas soran azt vizsgaljuk, hogy a tényezovaltozo milyen modon gyakorol
hatast az eredményvaltozora. Linearis kétvaltozos esetben a két valtozd kapcsolatat a kovetkezd

egyenessel irhatjuk fel:
y =a+bx, ahol

a: allando, azt mutatja, hogy a regresszidos egyenes az y tengelyt hol metszi, tehat x=0 helyen a

figgvény milyen értéket vesz fel,

b: regresszids egyiitthatd, az egyenes irdnytangense, amely azt fejezi ki, hogy ha a fliggetlen

valtozot 1 egységgel valtoztatjuk, varhatdban mennyivel valtozik a fliggd valtozo.
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Egy ponthalmazhoz sokféle egyenes illeszthetd. A linearis regresszids fliggvény meghatarozasa
soran arra toreksziink, hogy olyan egyenessel jellemezzikk a valtozok kozotti kapcsolatot, amelyik a
legjobban illeszkedik a megfigyelésb6l szarmazd X, Y adatparokhoz. Azt az egyenest célszerii
valasztani, amelyik esetében a pontoknak aregresszios egyenestdl mért atlagos tavolsaga a legkisebb.

Erre pedig a legalkalmasabb a legkisebb négyzetek moddszere:
S(y—$)> > min.
y: tapasztalati (megfigyelt) értékek,

y: szamitott értékek, melyet Ugy szamolunk ki, hogy a megfigyelt xi adatokat rendre

behelyettesitjik a regresszios fliggvénybe.

Mivel az egyenes helyzetét a koordinita-rendszeren beliil az a és b paraméterek értéke hatarozza

meg, igy nyilvanvald, hogy a minimum Osszege is ettdl fligg.
A minimum kovetelménybe behelyettesitve:
T(y—a-bx)> —min.

Az a és b meghatarozasahoz két egyenletre van sziikség, amit a tobbvaltozos fliggvények feltételes

sz¢lsoértekének meghatarozasi szabalyait alkalmazva vezethetlink le.

Valtozok: (a,b)
f(@b)=Y (y—a—bx) —min.
Fa’(a;b)=)-2(y-a-bx)
Fo’(a;b)=>-2x(y-a-bx)
Ennek eredménye: Gauss-féle normalegyenletek:

Yy =na+bXx
TXy =aXx +bxx’

A normalegyenletek megoldasa céljabol célszerli egy transzformaci6. Mind az X, mind az Y

valtozo helyett ezek atlagtol szamitott eltéréseit szerepeltetjiik.
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<

X X
3. abra: Regresszios transzformacioé

Forras: Sajat szerkesztés

Az 1) koordmnata rendszerben (X—)_() és (y—gl) Osszefliggéseit vizsgaljuk, a normalegyenletek
pedig:

2(y —Y) =na+bZ(x —X)
(X —X)(y —Y) =aZ(X —X) + bZ(x — X)*

innen: a=0 (A regresszidés egyenes a fliggbleges tengelyt 0-ban metszi.)
Y - XNV -y o
b =X X)(ZZY)1 by =1
2(x —X) Oy

(A szamlald eldjele hatarozza meg a korrelacid iranyat. A korrelacid és a regresszid iranya

megegyezik.)

Az y=a+bx egyenletbd] viszont:
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A fugevényillesztés hibaja:

A sztochasztikus jellegli kapcsolat hibaval terhelt.

Az egyenes illeszkedésének pontossagat a fliggvényillesztés:

~\2
— standard hibajanak (rezidualis széras)— Sg = % , Sy =S,V1- r’ és

S_
— relativ hibdjanak - S =-—.100
y

meghatarozasaval vizsgaljuk. Azajo, ha S;, —10% alatti 20% fol6tt nem fogadjuk el, ebben az
esetben a megfigyelt értékek mar nem linedris fliggvénnyel kozelithetok.
Sy: rezidualis szords, ami a belsd szorasnégyzet szerepét jatssza. A tapasztalati értékek és a
regressziofliggvény szerinti értékek eltérésnégyzetdssze ge.

Syw: a rezidualis szoras és a fliggd valtozo atlaganak aranya.

Barmely megfigyelt érték (yi) felirhatd ugyanezen ponthoz szamitott regresszios pont (;) és e két
pont tavolsaganak (y, —Y,) Osszegeként.
Tehat: Y, =Y, + (yi -V ), amibdl adodik, hogy az eltérések Gsszetevokre bontdsa a megfeleld
négyzetosszegekre is érvényes:
2 2 2
S," =S;"+35(, ,ahol
Sy: a megfigyelt y értékek atlagtol szamitott eltérésnégyzetdsszege,
S, : aregresszi6 4ltal magyarazott eltérésnégyzetosszeg, a szamitott értékek () atlagtol ()
vett eltérésnégyzetosszege,
S

y-y): rezidualis elterésnégyzetésszeg

Rezidium (rezidudlis valtozd): maradvany érték, amely a megfigyelt ért¢k (y) €s a regresszios

fliggvény szerinti érték (§) kiilonbsége. Tehat: e, = (yi — 9i)
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Zn:ei =0
i=1

Az Sy2 = Sy2 +S(y7y)2 /Syz, felbontjuk komponenseire, igy megoszlasi viszonyszamokat kapunk:

Sy" Sy
1=+ "D amibsl
S, s,
SAZ
r2="1j
s i

y
szamithatd a kapcsolatszorossag. Nem linearis esetben korrelacios indexnek

(Ir), tobbvaltozos esetben totalis korrelacionak (R) nevezziik.)

Inverz regresszo:

Az okozati Osszefliggések egy része szakmai szempontokat figyelembe véve megfordithatd.

Ilyenkor az inverz regresszid is meghatarozhatd. Az inverz regresszios egyenes:

X=a+b-y
- = X=Xy -Y)
a'></y:X_b></y'y bx/y: =\2
2(y-y)
2 S3
S, =5V1-r S.,, =—=-100
’ X
(az eredeti jelolhetd ay/x

by/x formaban)
e Akétegyenes (Yy=a+b-x,iletvex=a+b-y) metszéspontja X,y.
e A kétegyenes altal bezart szog utal a kapcsolat szorossagara.
e Ha a két egyenes merdleges egymasra, nincs kapcsolat.

e Minél hegyesebb az egyenesek altal bezart szog, annal erdsebb a kapcsolat.
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A regresszios egyiitthatok ismeretében szamithato az r?:

r’=b,,, b

y/x xly

illetve rismeretében a regresszids egyiitthatok:

O (o
_ Y _ X
b, =r-—,iletve b, =r-

o, o,

Elaszticitas:

Sok esetben nem az abszolit, hanem a relativ valtozdsok 0Osszefliggései érdekelnek benniinket.
Felvet6dd kérdéseinkre azelaszticitds vizsgdlat adhat valaszt, vagyis azt tudhatjuk meg, hogy y relativ

valtozasa hanyszorosa x relativ valtozasanak.

A valtozast A-val jelolve az elaszticitas:

g4y Ax
y X
Derivalhatd regresszios fliggvény esetén:

dy.y
E, ="
X x

-4y x

dx

Az elaszticitas érteke lehet:
e 0—nincs korrelacio,
e poztiv—x ndvelése y-tis noveli, x csokkentése y-tis csokkenti,
e negativ—>x ndvelése y-t csokkenti, x csokkentése y-t noveli
e Az elaszticitasnak nincs hatarozott felsé korlatja.

A lineéris regresszid elaszticitasa:

X.
E(x,y)=b—
(xy) a + bx;
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4.1.3 Nem linedris kétvdltozos regresszio analizis

Ha x értelmezEsi tartomanyaban az y-ra gyakorolt hatds mértéke és iranya valtozd a kapcsolat

gorbevonalu.

Leggyakoribb tipusai:
— Exponencidlis: y =a-b* (Elsésorban iddsoroknall)

Multiplikativ jellegli, igy logaritmizalassal konnyen linearizalhato.

Linearis forma: logy=loga+xlogb

— Hatvanykitev0s: y:a-xb

Multiplikativ jellegli, igy linearizalhato.

Linedris alak: logy=logatblogx, ahol a b egyittal az elaszticitds kifejezdje. (A relativ
valtozas allando.)

Normalegyenletek:

Ylogy =na +bZ log x
Tlogxy = aXlogx + b log x>

— Hiperbolikus: y=a+ bl - ez dnmagaban is linearis alak
X

) ) 1
Reciprok transzformacio: y =
a +bx

— Parabolikus: y=a+bx +cx’ (linearizalhato)

A masodfokll parabola 3 paraméterének meghatarozasahoz 3 normalegyenlet sziikséges:

Ty=na+hIx+cIx?
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Txy=aTx+bIx2+cTx’
TX2y=arx+bTx3+cTxt
Magasabb fokszam esetén a normalegyenletek a fenti logika szerint bévithetok.

Az illeszkedés pontossagdnak vizsgalata a kordbban hivatkozott standard és relativ hiba

meghatarozasaval torténik.

A nem linearis kapcsolatok szorossagat korrelaciés index méri. Meghataroziasa a szorasnégyzet
felbontds modszerére épiil:

2

0'5 = O'y2 to, ., innen
AN2
| - _ g E=9
' Ay —-y)°

Ertelmezése és megbizhatosaganak vizsgalata a linearis korrelacios koefficiensével megegyezo.

4.1.4 Tobbvaltozos korreldcios kapcsolat

A tarsadalmi-gazdasagi életben sokkal gyakoribb az az eset, hogy egy jelenség alakulasara tobb
mas tényez0 fejti ki hatsat, vagyis a tobbvaltozos kapcsolatok eléfordulasa a gyakoribb. Kezelése
nehézkesebb, elektronikus szamitogépet igényel, ezért most csak a legsziikségesebb tételek

targyalasara szoritkozunk.

o A vizsgalat a regresszio-analizissel kezdddhet, amely a kapcsolatok iranya alapjan szintén lehet
linearis és nem linedris jellegii.
A tobbvaltozos linearis regresszidos fliggvény egyenlete:
y=a+Dbx, +cx,

Az illesztés modszere a legkisebb négyzetek elve, amibdl levezetve egy haromvaltozos

fliggvény paramétereinek meghatarozasara az alabbi egyenletrendszer szolgal:
Yy=natbEIxi+cEIx

Ixy=aXxi+bX x;+cIxx
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Ixy=aix tbIxix +c x;
A figgetlen valtozok szamanak ndvekedésével az egyenletrendszer tovabb bdvithetd.
Az a paraméter = konstans,
bésc = parcialis regresszios egyiitthatok.
A fiiggvényillesztés hibdjat a standard és a relativ hiba nagysaga méri.

e A kapcsolat szorossagat tobbfeleképpen is értelmezhet;iik.

Vizsgalhatjuk ugyanis:
— avaltozok egyiittes kapcsolatanak erdsségét — tobbszoros korrelacios egyiitthatoval (R),

— az eredmény ¢és a tényezOvaltozok kozotti kapesolat szorossagat paronként — a linedris

kétvaltozos esethez hasonloan,

— aparonkénti kapcsolatszorossdgot tigy, hogy a vizsgalatba csak egy tényezovaltozot vonunk

be, a tobbi hatasat pedig kisziirjik — parcialis korrelacios egyiitthato.

A tobbszords korrelacid  korrelacios indexként is meghatdrozhato, de a paronkénti
kapcsolatszorossagi mérészamok korrelacidos matrixabol is meghatarozhat6, csakugy, mint a

parcidlis korrelacios egyiitthatok.
o Célszerli a tObbvaltozos 0Osszefliggés-vizsgalatot kiterjeszteni az elaszticitas vizsgdlatira is.
Természetesen parcidlis jellegli elemzéseket végziink. Egylitthatojanak altalinos képlete:

Xy X,

E =b =c

a+bx, +cx, a+bx, +cx,

4.2 A mindségi ismérvek kozotti kapcsolatok vizsgalata

A két mindségi vagy terlileti ismérv kozott érvényesiild sztochasztikus kapcsolatot asszociacid nak

nevezzilkk. A kapcsolat szorossdgat egyetlen szammal, szdmadattal kivanjuk kifejezni, amely azt méri
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meg, hogy a kapcsolat mennyire kozeliti meg egyfelol a kapcsolat teljes hidnyat, masfeldl a

figgvényszerli kapcsolatot. A mérésre alkalmas mutatészamot asszociacios egyiitthatonak nevezziik.
Az asszociacid kiilonfele modon fejezhetd ki. Mi most kétféle mérdszam meghatarozasat tekintjiik
at:
— az alternativ ismérvek kozotti kapcsolat szorossaganak mérésére alkalmas Yule-féle
egyiitthatot,

— a ketténél tobb ismérv kapcsolatinak szorossagat méré Csuprov-féle asszociacios

egyiitthatot.

4.2.1 A Yule-féle asszocidacios egyiitthato

Az alternativ ismérvek mennyiségi ismérvekké torténd atalakitasat gy hajtottuk végre, hogy az
ismérv egylk valtozatanak 1, a masiknak O értéket adtunk.

Az eléforduld gyakorisdgok ennek megfeleléen:

fi1 fio ‘
for foo

Fiiggetlenség esetén az:

fl 0 fOO
fl 1

01
vagyis a két koordindcios részviszonyszam egyenld. Atalakitva:
fio - fo1 = fi1 - foo
ahonnan:
fi1 - foo-fio-fo1=0

Amennyiben van kapcsolat a két alternativ ismérv kozott, a két szorzat kiilonbsége nem nulla. A
kiilbnbséget ugyanezen szorzatok Osszegével elosztjuk, a Yule-féle asszociacios egyiitthatdhoz
jutunk:

_ f11 'foo _f10 'f01
f11 'foo +f10 'f01
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Ertéke -1 és +1 kozott helyezkedhet el. Minél kozelebb van az egyiitthatd abszolit értéke 0-hoz,
annal lazabb, minél kdzelebb van 1-hez, anndl szorosabb a sztochasztikus kapcsolat. Ha az egyiitthato
érteke 0,5 koriili, akkor kozepes erdsségli kapcsolatrol beszEélhetiink. Mivel sokszor dnkényesen

dontjiik el, hogy az atalakitds soran melylk ismérvvaltozatnak adunk 1, illetve O értéket, az eldjelet
mindig a konkrét esetben értelmezziik.

4.2.2 A Csuprov-féle asszocidcios egyiitthato

Ha a két mindségi ismérv legalabb egyike nem alternativ, akkor a kapcsolat szorossagat a Csuprov-
fle asszocidcids egyiitthatoval mérhetjilk. SzAmitisa a fliggetlenség-vizsgalatnal targyalt 2
probafliggvény alkalmazisaval torténik.

Képlete tehat:

nm (£, —f)°
2 ij ij
X _EIJEI fr

]
ahol n az egyik, m pedig a masik ismérv valtozatainak a szama.

A 2 értékét felhasznalva a Csuprov-fle egyiitthatd értékének négyzete:

2{2

T?=
N-vn-1-vym-1

ahol:

A T? értéke olyan szam, amelyik fliggetlenség esetén 0, fliggvényszerli kapcsolat esetén pedig 1
értéket vesz fel. Ennek négyzetgyoke a Csuprov-féle asszociacios egytitthato.

A mutatéval kapcsolatosan megjegyezzik, hogy értékét csak poztiv eldjellel értelmezziik.

Alkalmazasa nem kizart alternativ ismérvek kapcsolatszorossdganak mérésére sem.

Mar korabban is utaltunk ra, hogy a mmndségi ismérvek kapcsolatdnak szorossagat masféleképpen
is mérhetjiikk. Alkalmas erre a célra példaul a rangkorrelacios egyiitthatd, abban az esetben, ha a

mindségi ismérv valtozatai kozott ki tudunk alakitani valamilyen sorrendiséget.
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4.3 A vegyes jellegii kapcsolatok vizsgalata

Egy mennyiségi ¢€s egy nem mennyis€gi ismérv kapcsolatat vegyes jellegli 0sszefiiggésnek
nevezzik. A nem mennyis€gi ismérv az esetek dontd részében mindségi vagy terileti ismérv, amely
szerint csoportositottuk a megfigyelt adatainkat. A vizsgalat szempontjdb6él azonban nemcsak a
csoportképzd ismérv valtozataihoz tartozd - atlag jelleghi - értékeknek van jelentdésége, hanem a

csoporton beliili értékek is szerephez jutnak.

A kapcsolat vizsgalatinak elméleti alapjat heterogén sokasagok szorodasi viszonyainak
tanulmanyozasa képezi. Vizsgalataink soran tehat a heterogén sokasdgok atlag- és szorodasi
viszonyait kell tanulmdnyoznunk, mégpedig arra vagyunk kivancsiak, hogy a szorddasi viszonyok
alakulasdban milyen szerepe van annak, hogy a sokasag homogén részekre tagolodik.

A Statisztika I. jegyzetben részletesen foglalkkoztunk a heterogén sokasagok szorodasi

viszonyainak tanulminyoziasdval Ott megismertiik, hogy a heterogén sokasag j-edik csoportjanak i-

edik értékére vonatkozdoan 3 féle eltérés értelmezhets.

Ezek:
X; =X = teljes eltérés
Xji =X, = belsd eltéres
X; —X = kiils6 eltérés
Osszefliggésiik:

Xji —X=(X;; = X;)+(X

vagyis a teljes eltérés a belsd és a kiilsO eltérés Osszegeként értelmezhetd.

Ugyanez az 0Osszefliggés az eltérések négyzetére, négyzetosszegére illetve szordsnégyzetére

vonatkozdan is fennall:
o’ =0, +0y

ahol:
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Az Osszefliggésbol a kiilsé szorasnégyzet aranyat szorasnégyzet-hanyadosnak nevezzik, értékét
pedig felhasznaljuk a vegyes jellegi kapcsolatszorossagi mérészam meghatdrozasahoz. A

szorasnégyzethanyados tehat:

— O-K
de ugyanazt az értéket kapjuk:
2
o
H2=1- 0-_123

A beldle vont négyzetgyok érték a szorashanyados, a vegyes kapcsolatok szorossaganak

méroszama:

Heértéke: 0 <H<1

0-hoz kozel esd érték laza jellegli kapcsolatra utal, mig 1-hez kozelitve erdsodik az dsszefliggés.
Ha a két ismérv kozott nincs kapcsolat, a mutatdo értéke 0. Ez azt is jelenti, hogy a részatlagok nem
szorddnak. Ebben az esetben a kiilsd szoras 0, a belsd szords pedig egyenld a teljes szorassal. Az
ellenkezd szElsd esetben az egyes csoportokon beliil egyeznek meg az értékek, vagyis a belsd szoras

érteke 0, illetve a kiilsé szoréas a teljes szorassal egyezik meg.
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4.4 Mintafeladatok az osszefiiggés-vizsgalat té makorhoz

1. feladat

Hét Ostermeld esetében vizsgaltdk a kiadott tdpanyag mennyisége €s a termés mennyisége kozotti

Osszefliggést. A vizsgdlat eredményei:

Ostermel6k Tapanyag Termes feneorAm D, D, 2
menny. (kg) menny. (t/ha) " yi

1. 50 3,2 1 1 0 0
2. 100 3,8 2 3,5 -15 2,25
3. 1250 3,6 3 2 1 1
4. 150 3,9 4 5 -1 1
S. 175 4,1 5 6 -1 1
6. 200 38 6 35 2,5 6,25
7. 225 4,2 7 7 0 0
3 - - 0 11,5

Feladat: hatarozza meg, hogy van-e Osszefliggés a kiadott tdpanyag mennyisége ¢€s a termésatlag

kozott! Hatarozza meg a kapcsolat szorossagat a tanult kozelitd és egzakt modszerek segitségével!

Megoldas:

Mindkét ismérv értékeit azonos ranybol kindulva rangsorszamokkal latjuk el Ha vannak azonos
ismérvértékek, azok rangsorszaimai megegyeznek, méghozza az egymast kovetd rangsorszdmok
atlaga lesz. Ezt kovetben meghatarozzuk az Osszetartozd rangsorszamok kiilonbségeit (Di), majd

négyzetdsszegét ¢és az alabbi képletbe behelyettesitve kapjuk a mérészamot:
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6 D? .
=1- Z =1- 6-11,5 =0,79

f 7(72 1)

' n(n2 —1)

Szoveges ért¢kelés: Szoros Osszefliggés van a kiadott tipanyag mennyisége ¢és a termés

mennyisége kozott!

2. feladat

Kilenc vallalkozas esetében megvizsgaltdk, hogy van-e kimutathaté kapcsolat a vallalatvezetd

iskolai végzettsége és a vallalat nyereségtermeld képessége kozott.

Vilalatvezetd Villalat 5
Ssz. iskolai nyereségterme 16 D, D?
végzettsé ge képessége X yi
1. alapfok Ko6zepes 2 5 -3 9
2. OKJ Veszteséges 4 1 3 9
3. Fdiskola Alacsony 7 2,5 45 20,25
4, FSz Alacsony 5 2,5 2,5 6,25
5. alapfok Kozepes 2 5 -3 9
6. egyetem Jo 9 7 2 4
7. alapfok Ko6zepes 2 5 -3 9
8. foiskola Magas 7 8,5 -15 2,25
9. foiskola magas 7 8,5 -1,5 2,25
y - - - - - 71

Feladat: Allapitsa meg van-e statisztikailag kimutathaté kapcsolat a vallalat vezetd iskolai

végzettsége ¢s a vallalat nyereségtermeld épessége kozott!
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Megoldas:

Min6ségi ismérvek esetén is szamolhatunk rangkorrelicios egyiitthatot abban az esetben, ha az

ismérvek rangsorba allithatok.

Rangsor: a: 1 veszteseges: |
OKJ: 2 alacsony: 2
FSZ: 3 kozepes: 3
Foéiskola: 4 jo: 4
Egyetem: 5 magas: 5

Kapcsolt rang: ahol azonos rangsorszamokat 0sztunk Ki!

6» D’ .
z 1- 6-71 =0,408

e P RN B

Kozepesen erds kapcsolat van az iskolai végzettség és a véllalat nyereségtermeld képessége kozott.

3. feladat

Egy borversenyen a négy tagu zstri a legjobb tiz bor mindségét 1-10-ig terjedd skalan rangsorolta

(egy sorszam csak egyszer adhatd ki):

Sorsz.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 >
Biralok
1
A 2 3 1 6 4 5 0 9 8 7 55
B 1 2 3 7 4 8 5 10 6 9 55
C 2 4 1 3 5 7 6 9 8 10 55
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d; 6 11 8 36 35 220

25 12 19 2 8 19 4 16 110

Feladat: Allapitsa meg van-e dsszhang a birdlok birdlatai kozott!

Megoldas: Az 0Osszhang mértékét a Kendall-fele egyetértési (konkordencia) egyiitthato val
vizsgaljuk meg.
d,: Osszeadjuk a helyezési sorszamokat fligg6legesen;

n 10

x4 _220_,,
4

n=10

_12.3°DF  12.1102
" m?-(n°-n) 47.(10°-10

)=O,83 A biralok értékitéleteiben nagy az dsszhang.
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4. feladat

Hét vallalat méretérol és nyereségtermeld képességérdl a kovetkezd adatok allnak rendelkezésre:

Vallalat Vallalat
. , ) El6jelparok
Ssz. | mérete (Mo nyeresege Atlagtol vett eltérés eldjele
szorzata

Ft) (M6 Ft)
1. 25 3 - - +
2. 32 5 + - -
3. 28 7 - + -
4. 41 4 + - -
5. 20 3 - - +
6. 37 7 + + +
7. 40 10 + + +
> 223 39 - - -

Feladat: Allapitsa meg van-e osszefliggés a vallalat mérete és nyeresége kozott, és milyen szoros
a kapcsolat a két ismérv kozott! Olyan kozelitd eljarast alkalmazzon, amely részben figyelembe veszi

a nagysagrendet is, nemcsak a sorrendiséget!

Megoldés: Eldjel-korrelacios egylitthatot szamolunk!
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Laza jellegli kapcsolat van a vallalat mérete és nyereségtermeld képessége kozott.

5. feladat

Egy vallalat hét dolgozdjanak szolgalati idejére és havi atlagkeresetére vonatkozd adatok a

4—

3

222014

7

kovetkezOk:
Szolgalati Havi
Ssz. id6 atlagkereset X2 y2 Xy
(év) (eFy)
1. 12 122 144 14884 1464
2. 7 96 49 9216 672
3. 9 104 81 10816 936
4. 15 110 225 12100 1650
5. 8 125 64 15625 1000
6. 22 96 484 9216 2112
7. 20 148 400 21904 2960
1447 93761 10794

Feladat: Allapitsa meg, hogy a szolgalati id6 és a havi atlagkereset kapcsolatban all-e egymassal

¢s ha igen, milyen szoros a kapcsolat!
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Megoldas: A legkisebb négyzetek elvén alapuld korrelaciés koefficienst szamolunk.

> x=93 > y=801

X. )
z:z =9 133 y=&=@=114,4
n 7 7
D x* =1447 D y? =93761
D" xy=10794
D Xy—nxy 10794 —7-13,3-114,4

=0,214

r:\/(Zx -nx? > y? - ny?) (447 —7.133° 03761 7-114,4%)

Laza jellegli kapcsolat van a szolgalati id0 és a havi atlagkereset kozott.
Hipotézis vizsgalattal ellendrizzikk, hogy a kapcsolat valoban fenn all:

Ho: r értéke a véletlen hatasara tér el 0-tol

Hi: r értéke nem a véletlen hatasara tér el 0-t0l

Az ellen6rzEs probafliggvénye: t-proba

r 0,214
t=————Jn-2=—-""__J7-2=0,49
1—r? «/1 0,214%

tp59%6=2,57

Mivel tctpsow, ezért elfogadjuk a nullhipotézist, tehat a korrelacidos egyiitthatd csak a véletlen

hatasara tér el nullatol. Tehat nem all fenn korrelacios kapcsolat a két ismérv kozott.
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6. feladat

Egy térség 275 vallalkozasanak méret és nyereség szerinti megoszlasa 2018-ban a kovetkezd volt:

Nyere
, 15,

S€g Xi - 51 10, . 20, ; d 1% fxid fxi(dxi
Méret | 9.0 -10,0 | 1-15,0 20,0- 1- o« dxi xi2 dyj)
Vi

426 214 4 .
-25,0 050 - - 180 132
104 28 5 2 90
25,1- 210 126 014 -15. 5 -
- 55 41

50,0 20 26 0 5 5 1 55

50,1- 022 014 5
- 08 060 0 0 0 0
75,0 0 0 0
75,1- 026 124 215 6
- - 65 65 54
100,0 0 24 30 5
018 222 420 6 12
100,1- - - 240 124
0 44 80 0 0
2
fyj 36 48 85 65 41 - 40 540 351
dyj -2 -1 0 1 2 -
2
fyjdy; -72 -48 0 65 82 .
fyidyi 144 48 0 65 16 4
yjdyj 4 21
fyij(dyid 11 3
n(dy 124 | 54 0 63
i) 0 51
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Feladat:

a) Hatarozza meg a kapcsolat szorossagat a két ismérv kozott!
b) Milyen a kapcsolatban rejlé térvényszeriiség!
C) Hatarozza meg az inverz regresszios fliggvény egyenletét!

d) Hatarozza meg, illetve értelmezze a determinacios egyiitthatot!

Megoldas:

a) A kapcsolat szorossagat a korrelacios egyiitthato fejezi ki:

i
o i\/zfy"dyj2 [ny"dyjjzza 421—(27j2:6,12

L2,
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B {Zzzgf, L (Zif Ziy;wy, H_zs-s-{gi’é—(z“f&;-22775ﬂ=157,76

Behelyettesitiink a korrelacios egyiitthatd képletébe:

C 257,76

o0, 348612

Tehat poztiv ranyu, erds kapcsolat van a vallalati méret €s a nyereség kozott.

Hipotézis vizsgalattal ellendrizziik, hogy a kapcsolat valoban fenn all:

Ho: r értéke a véletlen hatasara tér el 0-tol

Az ellen6rzés probafliggvénye: t-proba

r 0,74
t=——=+n- ———_\/275-2 =47,03
Vi-r? w/1 0,747

tp5%=1,97

Mivel t>tps0, ezért elvetjiikk a nullhipotézist, tehat a korrelacios egyiitthatd nullatol valo eltérése
szignifikans.

b) Meghatarozzuk a linedris regresszios fiiggvény egyenletét! (A kapcsolatban rejlo

torvényszeriiséget.)

A linearis kétvaltozos regresszios fliggvény altalanos egyenlete:

y=a+bx

Az egyenes felirasdhoz meghatdrozzuk az a, illetve b regresszios egyiitthatok értékét.

a=?, b=?
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% _074. 512 13

b 2y
o, 34,84

y/x:r

Ertelmezés: Ha 1 MFt-tal nd a vallalat mérete, varhatoan 0,13 MFt-tal né a nyereség.

a=y-b,, -x=1299-013-6614=439

Az a allandot nem értelmezziik, mivel x=0-nal nincs értelme a fliggvénynek.
A linedris regresszids fliggvény egyenlete: § =4,39+0,13x

A fliggvényillesztés hibgja:

A fliggvényillesztés standard hibdja (rezidualis szoras):

y n-2
Azonban nagyszamu elem esetén (n>100) a kovetkezd képlettel célszerli szamolni:
Sy =o,V1- r’ =6,12,1-0,74*> =412
Ezt az eredményt viszonyitjuk az 9 -hoz, igy megkapjuk a fliggvényillesztés relativ hibajat:

S-
S- =-2.100= A2 -100 = 31,7%

%oy 12,99

Mivel 20%-nal nagyobb a hiba, ezért nem fogadjuk el, tehat linearis fliggvénnyel nem kozelithetd
a feladat. (Az a jo, ha 10%-nal kisebb a hiba!)

Egy masik megoldds lehet a hiba csokkentése érdekében, hogy noveljik a megfigyelt elemek

szamat.
C) Az inverz regresszios fiiggvény meghatarozasa: X = a+hby
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b, =r- 2= 074.348% _ 451
o, 6,12
a=x-b,, -y=6614-421.1299=11,45

R =11,45+ 4,21y

S =o,V1-r? =3484,/1-0,74° =34,06

S
o :%-100::;’%-100:51,5% Mivel a hiba igen nagy ezért a linearis korrelaciot nem
() X ,

fogadom el.

d) A determinacios egyiitthato meghatarozasa:

r?=b,, -b,,, =0,13-4,21=0547

y/x

Tehat a vallalat mérete atlagosan 54,7%-ban hatarozza meg a vallalat nyereségének alakulasat.

4.5 Onellenérzé kérdések

Rendszerezze a fligg6ségi kapcsolatokat!
Mit neveziink sztochasztikus kapcsolatnak!
Mit értiink regresszios Osszefliggés alatt!
Mit értiink asszocidci6 alatt!

Mit neveziink vegyes kapcsolatnak!

Mit tekintlink fliggetlen valtozonak!

© g &M w0 D E
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10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24,
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.

Ertelmezze a fliged valtozo fogalmat!

Mi a korrelacidelemzés ényege!

Mit értiink regresszidanalizis alatt!

Mi a kiilonbség a két-, illetve tobbvaltozos korrelacio és regresszidanalizis kozott!
Jellemezze a sztochasztikus fliggvényeket!

Rendszerezze a korrelacid fontosabb tipusait!

Milyen kozelitd kapcsolatszorossagi mérészamokat ismer!

Mit mutat meg az eldjel korrelacids egyiitthato!

Hogyan hatarozzuk meg a rangkorrelacios egyiitthatot!

Hogyan hatarozzuk meg a korrelacios koefficienst!

Mit neveziink kovariancianak!

Sorolja fel a korrelacios egyiitthatd tulajdonsagait!

Mit neveziink determmndcios egyiitthatonak!

Rendszerezze az tin. egzakt kapcsolatszorossdgi mutatokat!

Mit vizsgdlunk analitikus regresszioszamitds soran!

frja fel a kétvaltozos regresszios egyenes altalanos egyenletét!
Mit jelent a regresszios egyenes a, illetve b paramétere!

Hogyan hatarozzuk meg a fliggvényillesztés standard-, illetve relativ hibajat!
Mi a rezidualis szoras!

Mit neveziink rezidiumnak!

Mit értiink inverz regresszid alatt!

Mit értiink regresszios elaszticitas alatt!

Mikor alkalmazzuk a Yule-fele asszociacios egyiitthatot!
Hogyan hatarozzuk meg a Csuprov-féle asszocidcids egyiitthatot!
Mit értiink heterogén sokasag alatt!

Hogyan hatarozzuk meg a szdrashanyados mutatot!
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5 AZ IDOSOROK OSSZETEVOI

Az id6sorok az id6 fliggvényében mutatjak ajelenségek, folyamatok idébeli valtozasat, alakulasat.
Az id6sorok a valosag egyetlen fliggetlen relaciol. Az idosorok adatai az idoben véletlenszeriien

lejatsz6do, vagyis sztochasztikus folyamatok empirikus adatai.
Sajatossaga:
— egyetlen megfigyelés all rendelkezésre,
— nem lehet megismételni a folyamatot.

A statisztikai sorok koziil az idosorokra jellemzo leginkabb a fliggvényszeriiség.

Idésorok elemzésének modszerei:

e abrak,

e viszonyszamok (dinamikus),

e atlagok:
> tartam idésorok esetén szamtani atlag,
> idébeli valtozas: - a fejlédés atlagos mértéke (d ),

- a fejlédés atlagos iteme (I ),

> allapot iddsorok esetén kronologikus 4atlag,

o Indexek, indexsorok (Osszetett dinamikus viszonyszamok),

e Iddsorok analitikus vizsgalata (ez is Osszefliggés-vizsgalat, csak itt az id6 jelenti a fliggetlen

valtozot).

Az eddigickben tanult elemzési lehetdségeken til az idésorok grafikus képének felbontasa, és az
Osszetevok megismerése a célunk. A legdsszetettebb id6sor grafikus képének hullimzo alakulasat 3

tényezd idézheti eld:

93



JF

EFOP-3.5.1-16-2017-00017
~NYE-DUAL- Uj utakon a dualis felséoktatassal a Nyiregyhazi Egyetemen,
az Eszakkelet-Magyarorszagi térség felemelkedéséért”

e Alapiranyzat vagy trend: aziddsorban érvényesiilo tartds tendencia, a fejlédés legfontosabb
komponense. Azokat az iddsorokat, amelyekbdl a trend hidnyzik, illetve amelyek értékei

valamilyen alland6 érték koriil ingadoznak, stacionarius idésoroknak nevezziik.
e Periodikus ingadozas: szabalyos vagy kevésbé szabalyos hullimzas, ami lehet:

— Idényszerii vagy szezonalis hullamzas: allandoé periddushosszisagi hullaimzas,
ritmikus ingadozas, altaldban olyan id6sorok esetén allapithatjuk meg jelenlétét,
amelynek adatai egy évnél rovidebb iddszakra vonatkoznak. Az idényszeriiség
ugyanis legtobbszor az évszakok valtozasaval kapcsolatos. De szezonalitast

idézhetnek el0 a szokasok, a tradiciok is.

— Konjunkturilis ingadozis/hullimzis: olyan periodikus ingadozis, amely kevésbé

szabalyos, jelenlétét csak hosszabb iddsorok alapjan lehet felfedni és tanulminyozni.

e Véletleningadozas: véletlennek igen sok, egyenként nem jelentds tényezd egyiittes hatasat

nevezzilk, amely zegzugossa teszi az iddsor vonalat.

Természetesen egy-egy konkrét idésorban nem mindig tapasztalhatjuk valamennyi komponenst.
A fenti komponensek egyiittesen is eléfordulhatnak, de az is lehet, hogy egyk vagy masik hianyzik

az idésorbol. Altaliban csak alapiranyzattal és véletlennel kell szamolni.

Az elemzés célja: a komponensek megismerése.

Elemzés végrehajtasa: az elemzés soran arra toreksziink, hogy a vizsgalat tényét lassuk tisztan.
Egy tényez6t vizsgalunk, a komponensek kozil pedig kikiiszoboljiik azokat, amelyek hatdsat nem
kivanjuk mérni. Ha példaul a fejlédés alapiranyzatat kivanjuk megismerni, akkor eltekintiink a tobbi
Osszetevotol. Az idOsort tehat mintegy kisimitjuk, megtisztitjuk a szezonalis, a konjunkturalis és a

véletlen tényezOtol
Az idésor komponenseinek elemzési modszerei:
» alapiranyzat meghatarozas—trendanalizissel,
» szezonalitds kimutatasa—szezonindex, szezonalis eltérés szamitassal,
» konjunktira vizsgalat— grafikus elemzéssel,

» véletlen tényezd kimutatdsa—rezidualis eltérés-szamitassal.
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Az alkalmazasi mddszert befolyasolja a komponensek kapcsolodasi modja, amely lehet:

— additiv: Osszegszerlien egymasra ¢épiild, amikor novekvd vagy csokkend trend mellett a

periodikus ingadozas hullimai kdézel allanddak,

— multiplikativ: Szorzatszerlien egymasra épiild, amikor novekvd vagy csokkend trend mellett

a periodikus ingadozas hullimai ndovekvok vagy csokkendk.

Idésorok vizsgdlata esetén kellden hosszi adatsornak kell rendelkezésre 4&lni ahhoz, hogy

megalapozott kovetkeztetéseket tudjunk levonni.

A kovetkezOkben az idésorok egyes komponenseinek részletes elemzése kovetkezik.

5.1 Az alapiranyzat vagy trend meghatarozisa

Azt kell felmérni, hogy milyen alapiranyzatot mutat az iddsor. A trend ugyanis lehet:
e linearis,
e exponencidlis,
¢ hiperbolikus,
e parabolikus,

o logisztikus.

A linearis trend meghatarozasa torténhet:

— val6szinii trendvonal becslésszerii megrajzolasaval, ugy, hogy a grafikonon az eredeti
értékek pontjait Osszekotd vonalak és a berajzolt trendvonal altal hatarolt teriiletek Osszege

a trendvonal felett és alatt kozelitéleg egyenld legyen;
— mozg6 atlagolassal, azaz a trendet az eredeti adatok dinamikus atlagaként allitjuk elo;

— analitikus trendszamitassal, amikor fliggvényt illesztiink a pontok halmazahoz.
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5.1.1 Mozgodtlagolds

A mozg6 atlagolas alapgondolata az, hogy a trendet az eredeti sor dinamikus atlagaként allitjuk
eld. A szamitds els6 mozzanata annak eldontése, hogy hany taghh mozgd atlagot kivanunk szamitani,

vagyis hany adatot hasznalunk fel egy-egy atlag kiszadmitasahoz.
A szamitas menete:
e [Legyen a mozgoatlag tagszama: k.

e Kiszamitjuk az idésor elsé k adatanak egyszerli szamitani atlagat. Ez az els6 trendérték,

amelyet az érintett id0szak kozepéhez — vagyis a (k+1)/2-edik id6szakhoz — rendeliink.

e Ezutdn elhagyjuk az elsé adatot, és ehelyett vessziik a kovetkezd (k+1)-ediket. Ismét atlagot
szamitva nyerjik a kovetkezd mozgd atlagot, vagyis trendértéket, amelyet a megfeleld
id6szakhoz rendeliink.

e lgy haladunk, amig az utolsé adatot is felhasznaljuk. Az eredményiil kapott trendértékek

sorozata a Kiegyenlitett idGsor.

Specialis haromtagi mozgd atlag esetén a szamitdst a kdvetkezd tablazat szemlélteti:.

3. tablazat: A haromtagi mozgoatlag szamitasa

Id6szak Idésor adata Mozgd Osszeg Mozg6 atlag
(Idépont) Yt Ot 2
1 V1 - -
2 Y2 02=Yy1+Y2+Y3 y,=0,/3
3 Y3 03=y2+y3+ys Y, =0,/3
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n-2 Yn-2 On-2=Yn-3+Yn-2+Yn-1 Y, ,=0,,/3
n-1 Yn-1 On-1=Yn-2+Yn-1+Yyn y,,=0,,/3
n Yn - )

Lathato, hogy a hdromtagh mozgd atlagok alkalmazisa esetén az elsd és az utolsé idszakhoz
(id6ponthoz) nem tartozik trendérték. Eziltal eredetileg n adatot tartalmazo idosorunk a kiegyenlités
soran n-2 tagra rovidiit. A mozgd atlag tagszimanak novelésével a sor elején és végén ,jiiresen

marad6” iddszakok szama is ndvekszik. Pontosan k tagi mozgd atlag hasznalatanal:
> (k-1) adattal rovidiil a sor, ha k paratlan,
» k adattal, ha k paros szam. (A paros tagszam esetén kovetendd eljarast késébb ismertetjiik.)

Pératlan k tagszdm esetén az yt (t=1,2,.....,n) iddsorbdl szamitott k taghh mozgd atlagok sorozata a
t=j+1-edik idészaktol a t=n-j-edik idészakig tart, ahol j=(k-1)/2. A t-edik idészakhoz rendelt mozgd
atlag:

t+]

. 1
X

i=t—j

A trendtdl azt vartuk, hogy megmutassa az idésor alapirdnyzatit, mikozben eltekintiink a tobbi
komponenstdl. A szamitds mddszerének megismerése utdn meg kell vizsgdlnunk, hogyan biztositja a

mozgd atlagolas a kitlizott feladat megvalositasat:

» Az atlagolas kisziiri a véletlen hatasat. Nyilvanvalo, hogy a véletlen kikapcsolasa

annal tokéletesebb, minél nagyobb tagszdmi mozgd atlagokat szamitunk.

» A mozgbdatlag tagszamanak helyes megvalasztasa kikiiszoboli a szezonalis hatast.
Szezonalis ingadozasnal tigyeljiink arra, hogy minden egyes mozgd atlag atfogjon egy
(vagy tobb) teljes idényciklust. Ha tehat a jelenség fejlodésérdl negyedéves adataink
vannak, ezekbdl szamithatunk négytagii vagy nyolctagh mozgd atlagokat, de pl ot-
vagy hattagi stb. nem megfeleld. A mozgd atlag tagszamat tehat ugy valaszthatjuk
meg, hogy egy-egy ciklushoz tartozd adatok szamaval egyenld vagy annak egész

szami tobbszordse legyen.
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Kordbban azt mondtuk, hogy a trendértékeket a megfeleld szakasz kozEpsé idOszakahoz
(idépontjahoz) rendeljiik. Pl az elsé haromtagi mozgd atlagnal ez a 2., dttagunal a 3. idészakhoz stb.

Péros tagszdm esetén viszont az aziddszak, amelyet a mozgd atlag jellemez mindig két, eredetileg
megadott idészak kozé esik, igy pl négy-taginal a 2. ¢s a 3. iddszak kozé. Ezen ahelyzeten egy (jabb
mivelet, az Un. kdzEpre igazitds, vagy centrirozds beiktatasdval segitlink. A kozépre igazitds ugy
torténik, hogy a kiszamitott mozgd atlagokat paronként rendre atlagoljuk, vagyis Ujabb ezuttal kéttag

mozgd atlagok sorozatit szamitjuk ki Ezek a trendértékek mar a megadott idészakra vonatkoznak.

Amennyiben a trenden kiviil csak a véletlen hatasa érvényesiil az idésorban, az elébbi szempontok
nem jatszanak szerepet. Itt az idOsor hossza szamit (hosszabb id0sorndl inkdbb lehet nagyobb
tagszamot alkalmazni), tovabba eldnyds pdratlan tagszamot valasztani. Minél nagyobb a mozgétagok

szama, annal jobban kisz{iri a véletlen hatasat.
A mozgodatlagolas eldnye: alkalmas a periodikus és a véletlen tényez6 kiszlirésére is.

Hatranya: leroviditi az idésort.

5.1.2 Az analitikus trendszamitas

Alkalmazasanak Iényege abban 4l hogy az idOsor tartds iranyzatit valamely analitikusan
meghatarozott fliggvénytipussal fejezziik ki Az alkalmazisra keriild modszer a regresszio-szamitas
specialis esete, amikor X az id6t és Y valamely id6ben lejatszodé (sztochasztikus) folyamat adatait
jelenti. gy azanalitikus trend —a legkisebb négyzetek modszerével becsiilve - aza konkrét figgvény
lesz, amelynek értéke (y,) €s az ugyanazon idéponthoz tartozd tényleges értékek (tapasztalati yi)

kozotti eltérések négyzeteinek Osszege minimalis.

Az id6 specidlis volta a szoba johetd fliggvények korét is érinti. Az idéskdla ugyanis tipikusan
kiilonbségskala, igy akiilonbozé fliggvénytipusok koziil ki kell ejteniink a hatvanykitevos fliggvényt.

crer
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A leggyakrabban eléfordulé fiiggvénytipusok:

— Linearis: y =a+ bx
— Exponencialis: y=a-bX
. . 1 . 1

— Hiperbolikus: y= illetve y=a+b—
a + bx X

— Parabolikus: y=a+hx+cx?

. k

— Logisztikus: y=

I+m

e Linearis trend:

Amennyiben a vizsgdlt jelenség egységnyi id0 alatt kozel allando értékkel valtozik az
alapiranyzat linearis trenddel fejezhetd ki Altalinos egyenlete:

y=a+Dbx
A paraméterek meghatarozasadhoz sziikséges normalegyenletek:
legjobb illesztés:3(y — §)> — min.
feltételbdl:
Yy =na + bxx
IXy = aZx + bIx?

Bizonyos esetekben célszerli az x (id6) értékeket gy megvalasztani, hogy érvényesiiljon a

2x =0 feltétel.
Ez ugy érhet6 el, ha az idésor tagjait kozéprdl kindulva rangsorszamokkal Iatjuk el:
— paros tagszam esetén: két kozEpso iddszak -1¢és +1,
felfelé paratlan negativ (-) értékek,
lefelé paratlan pozitiv (+) értékek,
— paratlan tagszam esetén: kozeépso iddszak lesz 0,
felfelé negativ egész értékek,

lefelé poztiv egész értékek.
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A norméalegyenletekbdl igy:

a= xy az id6sor atlaga,

n

XXy , T T A Lo n
b= az atlagos iddbeli valtozas kifejezdje:

>x2

A linedris trendfiiggvény legfobb mondanivaldjat az ranytangens, a b paraméter képviseli. Ez
az iddsorra nézve megadja az idészakonkénti atlagos abszolit valtozads nagysagat. (Erre a célra

korabban a fejlédés atlagos mértékét, a d -ot hasznaltuk.)
Az a paraméter értelmezése: az idOegységre jutd atlagos értéket mutatja.
A b paraméter értelmezése:
— paratlan tagszam esetén az iddegységrol idéegységre bekdvetkezd atlagos valtozast mutatja,
— paros tagszam esetén 2b fejezi ki az iddegységre jutd atlagos valtozast.

A fuggvényillesztés pontossdganak vizsgalata a regressziondl ismertetettel azonos

(S, ¢ S.,).

Elorejelzes:
Az y=a+Db-x képletben az x értékeként az altalunk eldre jelezni kivant iddszakhoz tartozo

értéket helyettesitjik be.

¢ Exponencialis trend:

Akkor alkalmazzuk, ha az iddsor egyenletesen gyorsulva vagy lassulva valtozik, azid6sorra a

relativ valtozas viszonylagos éllanddséga jellemzd.
A trendfliggvény altalanos alakja:
y=a-b*
Logaritmizalt valtozat:
logy =loga + xlogb
A fliggvény paraméterei:
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a=2logy az idésor mértani atlaga,
n
Xxlogy , N SR P
b= 5 az atlagos relativ valtozas kifejezoje:
X

A b paraméter értelmezése:
— paratlan tagszam — b,

—  péros tagszam - b?.

e Hiperbolikus trend:

Amennyiben az iddsoroknal fokozatos lassuld csokkenést, majd stagnalast tapasztalunk a
tendenciat hiperbolaval frjuk le.

Alkalmazott egyenletek:

. N 1
Y= ! illetve y=a+b—
a+bx X
Linearizalva:
l =a+bx
y
A paraméterek:
=y )
a=— a==Y
n n
XX — > 1 y
Yy X
b = b =

e Parabolikus trend:

Akkor alkalmazzuk, ha az alapirranyzatban novekedések és csokkenések (esetleg stagnalasok)
valtogatjdk egymast. A valtozas forduldpontjainak szamatol fligg az alkalmazand6 polinom.
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A masodfokll parabola egyenlete:
¥=a+bx +cx’

A X(y—9)’— min feltételbd] levezetett normalegyenletek:
Ty=na+bXIx+cIx
TXy=aIx+bhIxt+cx
TxXy=aIx+bIx¥+czxt

Ha x=0—Xx3=0
Ty=na+cIx
TxXy=arxt+cxrx*

és

_ XXy
rx?

b

Ahhoz, hogy mennyi legyen a parabola fokszama tdmpontot nyujt a szukcessziv differencidk
modszere. A paraméterek becsléséhez pedig felhasznalhatdo az ortogondlis polinomok modszere

is.

e Logisztikus trend:

Amennyiben az idOsor grafikus képe elnyujtott S alakot mutat az alapiranyzatot logisztik us
trenddel frhatjuk le. A gorbének harom jellegzetes szakasza kiilonitheto el:

— kis intenzitassal (lanyhan) ndvekedd,
— nagy intenzitassal ndovekedd és

— telitddd, stagnald szakasz.

A tendenciat leird fliggvény egyenlete:

k
1+ m

ahol m = ea*bx

<>
Il
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A fiiggvényillesztés moédszere a harom kivalasztott pont modszer, amelynek alkalmazasa soran
a gorbe 3 egymastol egyenld tavolsagra 1€vo (de jellegzetes) pontjat valasztjuk ki, és azt a gorbét
hatarozzuk meg, amely 4thalad a kivalasztott pontokon.

Az x értékeit ugy valasztjuk meg, hogy az elsé kivalasztott ponthoz 0 értéket rendeliink, azt

megel6zOen a negativ egész, azt kdvetden pedig a pozitiv egész értékeket soroljuk fel.
A kivélasztott pontok tavolsaga n,
jelolése A, B és C (amelyeket atlagolassal a véletlent6l megtisztitunk)

A paraméterek szamitasanak képletei:

k_zAm:—B%A+C)
AC-B?

A koA oL, Ak-B)
A n Bk -A)

5.2 A periodikus ingadozasok vizsgalata

Az elemzés soran azt kell bemutatni, hogy a periodicitast eldidéz6 ok a periddus kiilonbozo

szakaszaiban milyen irdnyban és milyen mértékben tériti el az idésor adatait a tartds tendenciatol.

5.2.1 A szezonalitas vizsgalata

Az idésorok komponenseinek kapcsolodasi modjatol fliggden:
— additiv kapcsolodas esetén szezonalis eltéréseket,

— multiplikativ kapcsolodas esetén pedig szezonindexeket szamolunk.
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Meghatarozasuk menete:

Szezonalis eltérés

. analitikus vagy mozgoatlagolast trendszamitas

. trendredukci6 (trendhatas kisziirése):

- kivonassal (y - 9)

. atrendre redukalt adatokat szezononként atlagoljuk:

- nyers szezondlis eltérés

. kovetelmény, hogy a nyers mutatok atlaga:
- 0 legyen

. a feltételek nem teljesiilése esetén korrekcio:

- nyers eltérés atlaga

. korrigalt értékek, amelyek a szezonalis eltérést mutatjak.

5.2.2 A konjunkturalis ingadozdsok vizsgdlata

Az eddigiekben targyalt periodikus ingadozasoknak az volt a jellemzdje, hogy az eléfordulo

hosszisdga nem allandd. Ezeknek okai:

— részben természetiek (pl. meteorologiai ciklusok),

Szezonindex

- osztassal [;j
y

- nyers szezonindex
- 1 legyen

- nyers indexek atlaga

periodusok hosszaban csak viszonylag kis mértékii eltolodasok Iptek fel, tobbnyire azonosak voltak.

A gyakorlatban azonban olyan idésorok is eléfordulnak, amelyekben az ingadozasok periodusanak a

— masrészt pedig gazdasagi jellegiiek (pl gazdasagi-konjunktura ciklusok) lehetnek.

Kozgazdasagtanbdl, gazdasagtorténetbdl ismeretes a gazdasagi €s tarsadalmi fejléddésének ciklik us

A statisztikai elemzésnek aza feladata, hogy mutassa ki a gazdasagi ciklust. Ez Ugy lehetséges, ha
a tobbi komponensétd]l megtisztitjuk az iddsort.
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5.3 Mintafeladatok az idésor té makorhoz

1. feladat

Egy vallalat nyereségére vonatkozd adatok a kovetkezoképpen alakultak 2012 és 2018 kozott:

Ev Nyereseg (MOFt) Mozg6 Osszeg Mozgé atlag

2012 12,5 - -

2013 10,7 37,5 12,5
2014 14,3 41,8 13,93
2015 16,8 48,3 16,1
2016 17,2 49,5 16,5
2017 15,5 50,7 16,9
2018 18,0 - -

Feladat: Hatdrozza meg mozgdatlagolassal a trend értékeit! (3-tagh)!
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2. feladat

Egy vallalat 2016 és 2018 kozotti forgalmi adatai negyedéves bontasban:

Piaci
Ev Negyedév forgalom A-tagh A-tagh Centrirozas
(eFY) mozgbisszeg mozgbdatlag (2-tagh)
2016 l. 128 - - -
Il. 152 - - -
II. 187 614 153,5 154,875
V. 147 625 156,25 159,125
2017 l. 139 648 162 163,625
. 175 661 165,25 165,75
. 200 665 166,25 166,5
(\VA 151 667 166,75 167,375
2018 l. 141 672 168 175,5
. 180 732 183 186,625
Il 260 761 190,25 -
V. 180 - - -

Feladat: Mozgoatlagolassal hatdrozza meg az idésorban érvényesiild trend értékeit!

Megoldas:
Mivel az id6sorban szezonalitas is érvényesiil, ezért lényeges a mozgd atlag tagszdmanak helyes
megvalasztasa. Szezondlis ingadozasndl tligyelniink kell arra, hogy minden egyes mozgd atlag

atfogjon egy (vagy tobb) telies idényciklust. Jelen esetben a teljes idényciklus egy év, ami négy
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negyedévbdl all, igy 4-tagi mozgd atlagot kell alkalmazni. Mivel azonban paros a mozgd atlag

tagszama ezért nem szabad elfeledkezni a centirozasrol sem.

3. feladat

Egy vallalat 2011 és 2018 kozotti nyeresége a kovetkezOképpen alakult:

i Nyeresé N

By (;[é Ft)g X Xy X2 y ol (y-9)
2011 12,5 -7 -87,5 49 11,747 | 0,567
2012 10,7 -5 -53,5 25 12,855 | 4,644
2013 14,3 -3 -42,9 9 13,963 | 0,114
2014 16,8 -1 -16,8 1 15,071 | 2,989
2015 17,2 1 17,2 1 16,179 | 1,042
2016 15,5 3 46,5 9 17,287 | 3,193
2017 18,0 5 90 25 18,395 | 0,156
2018 20,0 7 140 49 19,503 | 0,247

> 125 0 93 168 125 12,95

Feladat: Hatdrozza meg ¢és értelmezze a linearis trend paramétereit!

Megoldas: Ez az iddsor tartalmaz alapirdnyzatot és véletlen hatést!

Elészor ki kell mutatni a trendhatast (mikozben amasik tényezd hatasat figyelmen kiviil hagyjuk)!
A lineéris trend altaldnos egyenlete: Y, =a+b-X;

A linearis trend paraméterei:
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a= 2 =%=15,625

n

Tehat a vizsgalt idészakban 15,625 MFt volt az atlagos nyereség.

X. - V.
po 2 Vi %8 = 0,554

Y. x? 168

A vizsgalt id6szakban évente atlagosan 1,108 MFt-tal ndtt a nyereség.

A linedris trend egyenlete tehat: §=15625+ 0,554- X,

Mivel véletlen hatas is érvényesiil az idésorban, ezért illeszkedési hiba Iéphet fel. Ezt is meg kell

vizsgalni standard, illetve relativ hiba szamitasaval!

~A\2
S, - 2-9) /12,951’469
n-2 6
1,469

S_
—.100 =—=—--100=9,4%
y 15,625

Sye =

Mivel az illeszkedési hiba 10% alatt van, ezért elfogadom a linearis illesztést, tehat a vizsgalt
iddsor adatai jol illeszkednek a trend egyeneséhez!
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4. feladat

Egy vallalkozas bevételi pénzforgalma 2015 és 2018 kdzott negyedéves szezonalitast mutat:

Bevételi
Ev | Negyedév | forgalom X; X; - Y, 2 (y-y)
(M6 Ft)

2015 . 5,5 -15 -82,5 7,3 3,24
. 7,0 -13 -91 7,8 0,64
II. 12,0 -11 -132 8,2 14,44
V. 7,5 -9 -67,5 8,6 1,21

2016 . 6,5 -7 -45,5 9,0 6,25
. 9,5 -5 -47,5 9,5 0
I"i. 16,0 -3 -48 9,9 37,21
V. 10,0 -1 -10 10,3 0,09

2017 I 8,0 1 8 10,7 7,29
. 10,5 3 31,5 11,2 0,49
II. 14,5 5 72,5 11,6 8,41
(AVA 9,5 7 66,5 12,0 6,25

2018 l. 10,0 9 90 12,5 6,25
Il. 12,0 11 132 12,9 0,81
II. 18,0 13 234 13,3 22,09
V. 12,0 15 180 13,7 2,89

> - 168,5 0 290,5 168,5 117,56
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Feladat:
a) Hatarozza meg ¢és értelmezze a linearis trend paramétereit!
b) Szamitsa ki és értelmezze a megfeleld szezonalitds mutatokat!

c) Késztsen elbrejelzést 2006. II1. és IV. negyedévére!
Megoldés:
Ez az idOsor tartalmaz alapiranyzatot, szezonalitdst és véletlen hatast is!

El6szor ki kell mutatni a trendhatast (mikézben a tobbi tényez0 hatasat figyelmen kiviil hagyjuk)!

A linedris trend altalinos egyenlete: §, =a+Db- X

A linedris trend paraméterei:

DY 1685
n 16

=10,53

Tehat a vizsgalt iddszakban 15,625 MFt volt az atlagos bevételi forgalom.

b D XY 2905

S AR L ~0,2136
X2 1360

A vizsgalt idészakban évente atlagosan 0,42 MFt-tal nétt a bevételi forgalom.
A lineéris trend egyenlete tehat: § =10,53+0,2136- X;
Most a véletlen hatdsat kiiszoboljikk ki:
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Mivel véletlen hatds is érvényesiil az idésorban, ezért illeszkedési hiba Iéphet fel. Ezt is meg kell

vizsgalni standard, illetve relativ hiba szamitasaval!

S
>3 900 =29 100 = 27,54%
y 10,53

Sy =

Mivel az illeszkedési hiba 10% felett van, ezért nem fogadom el, tehat linedris fliggvénnyel nem

lehet jol kozeliteni az adatokat!

Végiil ki kell mutatni a szezonalis ingadozast!

Negyedév
Ev l. 1. 1. V.
y-y

2015 -1,8 -0,8 3,8 11
2016 -2,5 0 6,1 -0,3
2017 -2,7 -0,7 2,9 2,5
2018 -2,5 -0,9 4,7 -1,7

> 9,5 -2,4 17,5 -5,6
atlag -2,375 -0,6 4,375 -1,4

Mivel a nyers szezonalis eltérések (atlagok) Gsszege 0, ezért nincs sziikkség korrekciora, tehat ezek

leszek egyben a korrigdlt mutatok is!
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El6rejelzes:

2019. L. negyedév: (10,53+0,2136-17)—2,375=11,79 Tehat szezonalitast is figyelembe véve

2019. I. negyedévében varhatéan 11,79 MFt lesz a bevételi forgalom.

2019. TII. negyedév: (10,53 +0,2136 - 21)+4,375=19,39 Tehét szezonalitast is figyelembe véve

2019. III. negyedévében varhatdoan 19,39 MFt lesz a bevételi forgalom.

5.4 Onellenérzé kérdések

Mit neveziink idésornak!

Rendszerezze az idOsorok elemzési modszereit!

Mit neveziink alapirdnyzatnak/trendnek!

Mit neveziink periodikus ingadozasnak!

Ertelmezze a periodikus ingadozas tipusait!

Mit értiink véletlen alatt az idsorok elemzésében!

Hogyan hajtjuk végre az iddsorok komponenseinek elemzesét!
Rendszerezze az id6sorok komponenseinek elemzési modszereit!
Mit értiink additiv kapcsolodas alatt!

. Mit értiink multiplikativ kapcsolodas alatt!

. Milyen modszerekkel hatarozhatjuk meg a linedris trendet!

© o N o g~ w DNk

e =
N B O

. Mi a mozgbatlagolas Inyege!

[EY
w

. Mit neveziink centirozasnak, mikor alkalmazzuk, mi a ényege!

[EEN
IS

. Mi a mozgoatlagolas eldnye, illetve hatranya!

[EY
[Sa]

. Irja fel a linearis trend egyenes altalinos egyenletét!

=
(o]

. Mikor alkalmazzuk a szezonalis eltéréseket, illetve a szezonindexeket!

|
\‘

. Mi az oka a konjunkturdlis ingadozisoknak!
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6 GYAKORLO VIZSGAFELADATOK

1. feladat

Fogyasztdi bejelentés érkezett, hogy a ,,Pékdru” siitodébdl kiszallitott 500g szabvany tomegl
kenyerekkel sorozatosan megkarositjdk a vasarlokat. Egyszerii véletlen mintavétellel (n=15)

ellendrizziik, hogy a bejelentés valoban megalapozott-e!
A mintdba keriilt kenyerek mért tomege (gramm):

487, 502, 476, 489, 907, 500, 492, 507, 502, 478, 481, 497, 500, 478, 498.

FELADAT: Valaszoljon a bejelentonek!

Megoldas:
Ho: Szf.=
Hi:
X = Sm= t= t590=2,15

Valasz, értékeleés:
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2. feladat

Szabolcs-Szatmar-Bereg megyében 8 mezbgazdasagi vallakozasnal vizsgaltak az egy hektarra

Jutd koltség és jovedelem adatokat:

Koltség | Jovedelem
Sorszam
(eFt) (eFt)
1. 160 50
2. 220 100
3. 180 80
4. 70 35
5. 100 45
6. 150 50
7. 130 40
8. 200 90

a) Allapitsa meg, hogy a koltség és a jovedelem alakulisa kozott van-e kapcsolat, és ha igen,

milyen szoros ez a kapcsolat (C, r, r2)!

b) Készitsen Osszefoglalo szoveges értékelést!
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3. feladat

Szabolcs-Szatmar-Bereg megyében 7 kis- és kozépvallalkozasnal vizsgaltak az egy hektarra jutd

koltség és jovedelem adatokat:

Koltség Jovedelem
Sorszam
(eFt) (eFt)
1. 160 50
2. 220 100
3. 180 80
4. 70 35
5. 100 45
6. 150 50
7. 130 40

Hatdrozza meg, milyen a kapcsolatban rejld torvényszerliség! (Illesszen az alapadatokra

kétvaltozos linearis regresszios fliggvényt!) Ertelmezze a b paramétert!
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4. feladat

Egy vallalat 8 dolgozdja esetén megvizsgaltak a havi nettd jovedelem ¢és a kultirara forditott

kiadasok Osszegét, melynek eredményei a kovetkezok:

Sorszam | Jovedelem Kulturara
(ezer Ft) | forditott kiadas

(ezer Ft)
1. 206 4.4
2. 185 3,8
3. 215 4,6
4. 230 51
5. 190 4,3
6. 180 2,9
7. 250 4,1
8. 220 2,7

Kérdések:

—  Allapitsa meg a jovedelem és a kulturara forditott kiadas kapcsolatinak szorossagat (C,r, r2)!

— Késztsen szoveges értekelést!
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5. feladat

Egy vallalat 7 dolgozdja esetén megvizsgaltdk a havi nettdé jovedelem ¢és a kultirara forditott

kiadasok Osszegét, melynek eredményei a kovetkezok:

Sorszam | Jovedelem | Kultirara forditott
(ezer F1) kiadas (ezer Ft)
1. 206 4.4
2. 185 3,8
3. 215 4,6
4. 230 51
5. 190 4,3
6. 250 4,1
7. 220 2,7

Kérdések:
— Hatérozza meg az Osszefliggést lefrd linedris regresszids fliggvény egyenletét!

— Frtelmezze a b paramétert!
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6. feladat

Két élelmiszer boltban egyszerli véletlen mintavétellel 7-7 elemii mintat vettek a szabvany szerint

1000 g tomegli kenyerekbdl. Megmérték a kenyerek tomegét, melyek eredményei a kovetkezok lettek
(9):
1. bolt: 882; 965; 1040; 1005; 1065; 995; 980;

2. bolt: 1020; 890; 1012; 994; 895; 1025; 1040;

Feladat: Allapitsa meg, hogy van-e statisztikailag kimutathato kiilonbség a két élelmiszer boltba
kiszallitott kenyerek atlagtomegében! (0=5%)

Megoldas: H, :

Hi:

X
s

Il

x|
N

Il

w
iy

Il

(0p]
)

Il

t= ty,, =1,99 Szf=

Dontés, kovetkeztetés:
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7. feladat

Egy 250 g-os kavét csomagold gép mikkddésének ellendrzéséhez 100 elemii egyszerli véletlen

mintat vettek egy véletlenszertien kivalasztott napon:

A csomagok A csomagok
toltési tomege szima
@) (db)
-235,0 8
235,1-240 22
240,1-245,0 32
245,1-250 28
250,1- 10
Osszesen 100

Hatarozza meg 95%-0s megbizhatosaggal, hogy milyen hatarok kozott van az atlagos nettod
toltosuly!

Zz=1,96
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8. feladat

Egy 250 g-os kavét csomagold gép mikkddésének ellendrzéséhez 100 elemii egyszerli véletlen

mintat vettek egy véletlenszertien kivalasztott napon:

A csomagok | A csomagok
toltési tomege szama
(©) (db)
-235,0 8
235,1-240 22
240,1-245,0 32
245,1-250 28
250,1- 10
Osszesen 100

a) Becsilje meg a legfeliebb 245 g tolt6sulyn iivegek aranyat 95%-os megbizhatosagi szint

mellett!

Zz=1,96
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9. feladat

Egy kiilkereskedelmi vallalat 2000 tivegbdl allo gyiimdleskonzerv szillitmanyt exportdl (Az
alapsokasag eloszlasa normalisnak tekinthetd.) A nettd toltdstly ellendrzése céljabol egy 110 elemi

egyszerli véletlen mintat vettek. A mérések eredményei:

Netté toltésuly | Uvegek szama
) (db)
470-480 9
480-490 17
490-500 34
500-510 30
510-520 15
520-530 5
5 110
Feladat:

a) Becsiilie meg a 2000 iiveg Osszes nettd toltdstlyat 95%-os megbizhatosagi szint mellett!

t=1,98!
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10. feladat

Egy wéletletn mintavételen alapuld felmérés szerint a megfigyelt vallakkozasok dolgozdinak

képzettségi szint és termelés-hatékonysagi szinvonal szerinti megoszlasa:

Képzettségi szint
Hatékonysagi Y
) foiskola,
szinvonal 8 dltalanos | szakmunkas | kozépiskola
egyetem
alacsony 64 56 24 12
kozepes 22 40 64 36
magas S 16 a4 04
2

Feladat: Allapitsa meg, hogy a vizsgalt két tulajdonsdg (hatékonysagi szinvonal és képzettségi
szint) Osszefliiggésben all-e egymassal, vagy akettd fliggetlen! Amennyiben van kapcsolat, hatdrozza

meg a kapcsolat szorossagdnak mértékét!
Megoldas:
Nulhipotézis:

/12 — ﬂ“2p5% = SZf:

Dontes, kovetkeztetés
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11. feladat

Egy kozvélemény kutatds sordn az egyikk gazdasdgi témaju TV misorrol az alabbi kép alakult kia

diplomasok korében:

Nyilatkozé A miisor megitélése )
] Osszesen
foglalkozisa Jo Megfelel6 Rossz
Kozgazdasz 100 200 100
Jogasz 100 60 40
Egyéb
8y 100 60 40
diplomas
Osszesen

Feladat: Tesztelle 5%-os szignifikancia szinten a foglalkozas jellege és a TV miisor mindsitése

kozotti kapcsolatot!

2?=9,49

Hatarozza meg a kapcsolat szorossagat!
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12. feladat

Szabolcs-Szatmar-Bereg megyében 8 ipari vallalkozasnal vizsgaltak az egy termékre jutd koltség

és bevétel adatokat:

Koltség Bevétel
Sorszam

(eFt) (eFt)
1. 190 50
2. 230 100
3. 180 80
4. 80 35
5. 100 45
6. 150 50
7. 130 40
8. 200 90

a) Allapitsa meg, hogy a koltség és a jovedelem alakuldsa kozott van-e kapcsolat, és ha igen,

milyen szoros ez a kapcsolat!

b) Hatarozza meg, milyen a kapcsolatban rejld torvényszeriiség! (Illesszen az alapadatokra
kétvaltozos linearis regresszids fliggvényt!)

c) Ellendrizze a fiiggvényillesztés hibajat (standard, illetve relativ hiba)!

d) Hatirozza meg, és értékelie a determinicids egyiitthatot (r?)!

e) Késztsen Osszefoglald szoveges értékelést!
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13. feladat

Egy térségben — egyszerli véletlen mntavétellel — kivalasztott 7 korlatolt feleldsségli tarsasag

2018. évi vagyonallomanya és mérleg szerinti eredménye:

Vagyon | Nyereség
Sorszam
Millié Ft
1. 32 6,5
2. 39 8,0
3. 47 10,0
4. 52 9,5
5. 56 12,0
6. 61 13,5
7. 70 15,5
Kérdések:

—  Allapitsa meg a vagyon és nyereség kapcsolatanak szorossagat (C, r)!
— Hatdrozza meg az Osszefliggést leird linearis regresszios fliggvény egyenletét!

—  Allapitsa meg a fiiggvényillesztés standard, illetve relativ hibajat (Sy, Syo/ )!
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14. feladat

Egy kistérségben megvizsgaltdk ajogi és nem jogi személyiségli vallalkozasok nyereségét (mérleg
szermti eredményét). (Elozetes felmérés alapjan tudjuk, hogy a mintdba keriilt vallalkozasok normalis
eloszlasu alapsokasagbol szarmaznak.) Ebbdl a célbol 50 nem jogi és 50 jogi személyiségii

vallalkozast valasztottak ki. Az adataikbol szamolt jellemzok:

Mérleg szerinti
Nem ]
eredmény o Jogi
Jogi
(MFt)

-5,00 24 13
5,01-10,00 15 17
10,01-15,00 8 10
15,01-20,00 2 7
20,01-25,00 1 3

)y 50 50

Feladat: Allapitsa meg, hogy van-e statisztikailag kimutathaté kiilbnbség a nem jogi, illetve a jogi

személyiségli vallalkozasok atlagos mérleg szerinti eredménye kozott! (a=5%)

Megoldas: H, :

X
<

Il

x|
N

Il

(9]
=

Il

w
)

Il

t= t o = Szf=

Dontés, kovetkeztetés:
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15. feladat

Egy almaskertben 5000 db termé almafa talalhatd, amelynek 50 %-a Jonathan (J), 30 % Starking
(S) és 20 % az Idared (I). Az értékesités litemezéséhez termésbecslést végeztek, amihez 300 almafa
termését takaritottdk be és mérlegelték. A 300 almafa kivalasztasa ardnyos rétegzéssel, illetve

ismétlés nélkiili kivalasztassal tortént. A mérlegelés adatai:

Fankénti termés

(kgffa) ) > !

-140 10 2 6
141-160 15 2 5
161-180 40 13 12
181-200 55 26 15
201-220 25 20 17

221- 5 27 5
> 150 90 60

Feladat: 95,5 %-os valosziniiségi szinten becsiiljie meg:
a) a fajtanként varhato atlagtermést és Gsszes termést,

b) az egyiittesen varhato atlagtermést és Gsszes termést!
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16. feladat

Egy Kft. legnépszeriibb termékének termelésére vonatkozd adatok a kovetkezok:

) Termelés mennyisége
Ev
(ezer tonna)

2011 800
2012 920
2013 1000
2014 1100
2015 1180
2016 1250
2017 1270
2018 1200

Feladat: Szamitsa ki és értelmezze a linedris trend paramétereit! irja fel a lineari trend egyenes

egyenletét! Késztsen elorejelzést 2020-ra!
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17. feladat

Egy mikro vallalkozas nyereségre vonatkozo adatai 2016 és 2018 kozott:

Nyereség

Ev Negyedév
(eFt)

2016 l. 5500

I 5580

. 5640

(AVA 5530

2017 l. 5540

I 5630

. 5685

(\VA 5605

2018 l. 5545

I 5620

. 5670

(\VA 5570

Feladat:
a) Hatarozza meg a linearis trend egyenletét és értelmezze a paramétereit!
b) Hatarozza meg a szezonalis cltéréseket és értelmezze a IV. negyedévit!

c) Késztsen elorejelzést 2019. 1., I1. és III. negyedévére!
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