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Elsszo

A matematika a gyakorlati alkalmazasok szerszamkészlete, de egyittal
a természettudomanyok szolgaldlednya, s6t, 6nallo tudomanyag is sajat
kérdésfelvetésekkel. Az infokommunikacios technolégia szempontjabol
a szamtalan forrasbol keletkez6 sokféle szempontbdl hasznos, de még
nem eladhato nyers adatok feldolgozasahoz szolgal modszerekkel, amely-
ek kimenetei egyéb tudomanyagak - kozgazdasdgtan, médiatudomanyok,
élettudomanyok, és i. t. - eszkozei altal valnak materialis vagy szellemi
termékekké. Emellett a matematika tanulmanyozésa olyan kompetenci-
akkal is szolgal, mint példaul absztrakt fogalmak kialakitasa illetve
megértése, ezek attributumainak pontos megfogalmazéasa, ezekbdl ereds
fogas kérdések elmezése és valasz keresése pontos allitasok belatasa altal
ragaszkodva a logika torvényeinek betartasahoz. A Tisztelt Hallgatosag
szamara ezt szép de egyben nehéz kihivasnak szanom. A jegyzet forrasai
az BEgyetemiinkon 2006 o6ta tartott elGadasaim anyaga és az azota irt
jegyzeteim [5,6,7,8], és egyéb jegyzetek mint [1,3,11,13], az elGadast
atalakitottam a tobbszori tantervvaltozdsoknak megfelelGen; figyelembe
véve, hogy a szamonkérés most mar gyakorlati jegy az eredeti vizsgajegy
helyett, a legf6bb rendez§ elvnek a praktikussigot tettem. Ennélfogva
a bizonyitasokat par helyen mell6ztem, hogy az anyag mennyisége egy
felev alatt elsajatithatd legyen. Az infokommunikécios-technologiai
alkalmazasokban centralis tudis hangsilyozott, tobb algoritmus igen
részletesen van megadva aképpen, hogy az aktualis programnyelven
valo kodolas gyorsan torténhet, csak a szintaktikai finomsagokat kell
atformalni. Avégett, hogy a Tisztelt Hallgatosag hozzaférését az éppen
keresett dologhoz megkonnyitsem, a fogalmakat és allitasokat indexekbe
foglaltam. Magas szinvonali forrasokat talal a T. Olvas6 a témakorokben
torténd tovabbi elmélyiilésre a [2,4,10,14] konyvekben. A [12] cikkben a
Gallai-Erdés tétel frappans bizonyitasat talaljuk, amely egyben polinom-
ialis algoritmust is ad a grafikus listdhoz a realizacié megkonstrualasahoz.
Az automatikus szedést a TEX makrécsomag felhasznalasaval végeztem.
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1. fejezet

Halmazok, struktarak

1.1. Alapfogalmak

1.1.1. Halmazok.

A modern matematika a halmazfogalom kiépitésén alapul, alapfo-
galom, szemléletesen dolgok Osszességét jelenti. Eleve adottnak tekintjiik
az univerzum halmazt, amelyben 6szegytijtiink minden dolgot. amelyet
vizsgalatnak vetiink ald. Adott a objektum és A halmaz kozott az eleme
Osszefiiggés allhat fenn, ekkor A halmazelemérol beszéliink, jelolés:
a € A, és mindig eldonthetd, hogy vagy a € A vagy a ¢ A teljesiil.
Lerogzitjik, hogy az univerzumnak nincs olyan eleme, amely halmaz.
Az () ireshalmazra az teljestil, hogy nincsen egyetlen eleme sem. A
B halmaz az A egy részhalmaza, ha B minden eleme eleme az A
halmaznak is, jelolés: B C A. B kétféleképpen adhaté meg, ha az
elemek szama véges felsoroldssal, B = {ay, as,as,aq,...,a,}, illetve A
elemeknek valamely P(x) tulajdonsigaval, amely pontosan B elemeire
teljesil, B = {a € A|P(a)}. A tsszes részhalmaza alkotja a P(A)
hatvanyhalmazt. Az A és B halmazok egyenléek, azaz A = B, ha
ACBé BC A. B valddi része A -nak, ha B C A de B # A, jelolés:
ACB.

A régrdl jol ismert halmazmiiveletek az alabbiak, legyen A, B C X.

(1) Uni6é AUB = {x € X|xr € Avagy = € B};
(2) Metszet ANB ={x € X|z € Aésx € B},

1
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(3) Kiilénbség A\ B={r € X|r € Aésx ¢ B}
(4) A-nak X-re vonatkoztatott komplementere A = {z € X |z ¢ A};
(5) Szimmetrikus kiilonbségik AAB = (A\ B)U (B \ A).

Ha AN B = (), akkor azt mondjuk, hogy diszjunkt halmazok.

Ha A C X halmazrendszer, akkor elemeinek unigja UA = {z €
X|x € A valamely A € A esetén}, metszete NacgA = {x € X|x €
A minden A € A esetén}. Ha A = {A;, Ag, ..., A} véges n elemszamu
halmazrendszer, akkor a szokasos jelolések U} | A; illetve N, A;.

1.1.2. Relacidk, fiiggvények

Ha A # () és B # () halmazok, akkor egy 0j halmaz az A x B
Descartes-szorzat, amelynek elemei az (a,b) rendezett elemparok,
a-t az elempar els6 és b-t az elempar masodik tagjanak nevezziik,
két elempar egyenld, ha megegyeznek elsé és masodik tagjaik is. Ha
Aq, As, ..., A, nemiires halmaz, akkor j halmaz az A; x Ay x --- x A,
Descartes-szorzat, amelynek elemei az (a1, as, ..., a,) rendezett elem
n-esek, a; € A;-t az elem n-es i-edik tagjanak nevezzik (1 = 1,2,...,n),
két elem n-es egyenlé, ha rendre megegyeznek i-edik tagjaik (i =
1,2,...,n).

Az R C A x B reldcié értelmezési tartoméanya a Dom(R) = {a €
Al létezik b € B gy, hogy (a,b) € R} halmaz., Rng(R) = B-t
érékkészletének, az Im(R) = R(A) = {b € B| létezik a € A 1gy, hogy
(a,b) € R} halmazt képhalmazanak nevezziikk. Az a € A elem képe a
R(a) = {b € B|(a,b) € R}.

Az R7' = {(b,a) € B x A|(a,b) € R} relaciét az R reldcié
inverzének nevezziik. Homogén R C A x A kétvaltozés relaciok fontos
tipusai.

(1) R reflexiv, ha minden a € A esetén (a,a) € R;

(2) R tranzitiv, ha (a,b) € R és (b,c¢) € R esetén (a,c) € R;

(3) R szimmetrikus, ha (a,b) € R esetén (b,a) € R;

(4) R antiszimmetrikus, ha (a,b) € R és (b,a) € R esetén a = b
(5) R rendezési relacid, ha reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv;

Fogalmak:
halmazrendszer
unidja,
halmazrendszer
metszete
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Descartes-
szorzat,
rendezett
elempar, elem
n-es elempar
(n-es) elsé,
masodik,...
tagja,
elemparok
egyenléek, elem
n-esek
egyenl6ek
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EKVIVALENCIA
RELACIO ES
OSZTALYOZAS
Bizonyitas.

Q.E.D.
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(6) R rendezési relacié linedris vagy teljes, ha a € A és b € B esetén
(a,b) € R;

(7) R ekvivalenciarelacié, ha reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv.

Az A # () halmazon adott osztalyozds egy C C A halmazrendszer,
amelynek elemeit osztalyoknak nevezzik, hogy Ucee = A, és ha

01,02 € C, Ch 7é Cy akkor C1 N Cy = 0.
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1.1. abra. Az {1,2,3,4} halmaz kételemii részhalmazain a ,metszet

egyelemit" relacié nyildiagramja és a 12 pozitiv osztéi halmazan az
oszthatésag Hasse-diagranja

[y

Ha S C A x A ekvivalenciareldcio, akkor C = {S(a) x S(a)|a € A}
az A halmaz osztdlyozdsat. Megforditva, ha adva van egy C C P(A)
osztalyozds, akkor U{C x C|C € C} C A x A ekvivalenciarelacio.

Az R ekvivalenciarelacié osztalyainak A/R halmazat faktorhalmaz-
nak nevezzik . Az f C Ax B relaciérdl azt mondjuk, hogy (egyvaltozos)
fiiggvény vagy leképezés, ha Dom(f) = A és minden a € A elem
f(a) = {b} képe egyelemii, ekkor azt mondjuk, hogy f az a elemhez
az f(a) = b elemet rendeli. Jelolés: f : A — B,a — f(a) =
b. A tobbvaltozés fliggvény fogalma analdg. Az f és g fliggvények
egyenl6ek, ha Dom(f) = Dom(g), Rng(f) = Rng(g) és ha f :a — b
akkor g : a — b. Nevezetes fogalmakat tekintsiink &t az f : A — B
fliggvényre vonatkozoan.
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(i) Identikus leképezés 1, : A —
A, a— a; (iii) szurjektiv, ha Im(f) = B;

(ii) f injektiv, ha f(a) = f(a')- (iv) f Dbijektiv, ha injektiv és
bol a = a’ kovetkezik; szurjektiv.

Fogalmak:
Legyen f: A — B és g: B — C, kompoziciészorzatuk a g o f : kompozicio
A—C,a~ go f(a) = g(f(a)) fiiggvény. Ha egy fiiggvény mint reléiy S7orzat,

. . e , . : . e » i ilhato
inverze is fliggvény, akkor azt mondjuk, hogy invertalhaté fiiggvény. ;E;;?nyato
Konnyen latjuk:
Hao f : A — B, g: B — C és h:C — D figguények, akkor
(hog)of=ho(gof). ATzAROIELEZES
Ha f: A — B figgvény, akkor . az aldbbi dllitdsok ekvivalensek:
INVERTALHATOSAG
(i) [ invertalhato figgvény;
(ii) létezik g : B — A fiigguény 1gy, hogy fog=1p és go f = 14;
(iii) f bijektiv figguény.
Bizonyitas.
Q.E.D.

Az A és B halmazokat megegyezo szamossagunak hivunk, ha létezik Fogalmak:
f A — B bijekcié. Ha A szamossaga egyetlen valddi részhalmazéaéval S%émOSSéga
sem egyezik meg, A-t véges szadmossagt, ellenkezé esetben A végtelen Ve8es halmaz,

; P , oy e végtelen
szamossagu halmazként eméitjuik.
8 J halmaz, , ,

Fogalmak:
egyvaltozos,
kétvaltozos,
1.1.3. Muveletek. n-valtozos
miivelet,
Legyen A # () halmaz. algebrai

struktura

(1) * egyvéltozés (unér) miivelet x : A — A, a — a* figgvény;
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(2) * kétvaltozés (binér) mivelet * : A x A — A, (a,b) — axb
fliggvény;

(3) * n-valtozos (n-ér) miivelet x : A X A X ---x A — A,

n—szer

(CL17 ag, ..., an) = *(a’la ag, ..., an) fuggVéHY7

(4) Ha az A halmazon adva van m darab x,o,... miivelet, akkor
az (A, *,0,...) rendezett elem m + 1l-est m-miiveletes algebrai
strukturanak nevezziik.

Egy- és kétvaltozos miiveletekre lattunk példakat fentebb a halmazmii-

veleteknél. Miivelet alatt kétvaltozds miiveletet fogunk érteni. Az
Fogalmak: alabbi miiveleti tulajdonsidgokat szokas tanulmanyozni. Legyen (A, *)
asszociativ, glgebrai struktira a * miivelettel.

kommutativ,
idempotens, (1) x asszociativ, ha minden a,b,c € A-ra (a *b) xc = a * (b * c);
invertalhato,
(2) = kommutativ, ha minden a,b € A elemre a *b = b * a;
(3) * idempotens, ha minden a € A elemre a * a = a;
(4) * invertalhaté, ha minden a,b € A elemhez létezik u,v € A elem
ugy, hogy axu =10 és v*a=0>.
Fogalmak: Kitiuntetett elem az

neutralis elem,
zéruselem, (1) e € A neutralis elem: minden a € A elem esetén exa = axe = a;
zérusoszto,

inverz  (2) z € A zéruselem: minden a € A elem esetén z xa = a * z = z;

(3) a € A zérusoszto: 1étezik b € A gy, hogy b # z és axb = z vagy
b*a = z, ahol z zéruselem;

(4) aza € A elem b € A inverze: a b =0b*a = e, ahol e neutrélis
elem.

Azokat az elemeket, amelyeknek 1étezik inverziik, invertalhato6 elem-
eknek vagy egységeknek nevezziik. Azt mondjuk, hogy egy zéruselemet
tartalmazé struktura zérusosztomentes, ha az egyediili zérusosztd a
zéruselem. Az a € A elemmel lehet egyszertisiteni, ha minden b,c € A
elem esetén abbdl, hogy axb = a*c vagy b*a = c* a kovetkezik b = c.
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Legyen (A, *,0) algebrai struktira. Azt mondjuk, hogy

(1) a x miivelet disztributiv a o miiveletre nézve, ha minden a, b, c €
A elemre ax (boc) = (a*xb)o(axc)és (aob)xc= (axc)o(bx*c);

(2) a * mivelet abszorbtiv a o miiveletre nézve, ha minden a,b € A
elemre a x (aob) =aés (boa)xa=a

(A, *) struktirardl azt mondjuk, hogy

(4)  félhalé, ha kommutativ
félcsoport és a mivelet

(1) félesoport, ha * asszociativ; idempotens;

(2) monoid, ha félecsoport, és (5) csoport, ha monoid és
létezik neutralis eleme; minden elemnek van inverze;

(3) kommutativ ~ félcsoport, (6) Abel- (kommutativ) csoport
ha félcsoport, és a mivelet ha csoport és a mivelet
kommutativ; kommutativ.

Ha miivelet az dsszeadas illetve a szorzas, (A, +)-t additiv struktira-
nak, (A,-)-t multiplikativ struktirdanak nevezziik, szokds az additiv
neutralis elemet nulldnak nevezni és 0-val jelolni; az a elem additiv
inverzét ellentettjének nevezni és —a-val jelolni; a multiplikativ neutra-
lis elemet egységelemnek nevezni és 1-gyel jelolni; az a elem multiplika-
tiv inverzét reciprokdnak nevezni és a~!-gyel jelolni.

Az (A, +, ) algebrai struktirardl azt mondjuk, hogy

(1) gytiri, ha (A,+) Abel-
csoport, (A,-) félesoport és
a sgorzas disztributiv az
osszeadasra nézve; (4) ferdetest, ha egységelemes

gytrt és A\ {0}, - csoport;
(2) kommutativ gyfir(i, ha gyri V0

és a szortds kommutativ; (5) test, ha kommutativ
) o egységelemes gyuri és
(3) egységelemes  gyiiri, ha AN\ {0}, - csoport.

legalabb kételemli gytiri és
(A, -) monoid;

Fogalmak:
disztributiv,
abszorbtiv

Fogalmak:
félcsoport,
monoid, ,
kommutativ
félcsoport,
félhalo, csoport,
kommutativ
csoport

Fogalmak:
additiv
struktura,
multiplikativ
struktura,
nulla, ellentett,
egységelem,
reciprok, gytr,
kommutativ
gytirt,
egységelemes
gytrt,
ferdetest, test
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Legyen (A, -) félcsoport. Ekkor
ASSZOCIATIVITAS
KOVETKEZMENYEL (1) Tetszdleges szami A-beli tényezdbdl dllo szorzat értéke fiiggetlen
a zdrojelezéstol.

(i) Ha (A,-) monoid, akkor egyetlen neutrdlis eleme van, és ha az
a € A elem eqység, akkor inverze eqyértelmd.

Bizonyitas.

Q.E.D.
Mivel (multiplikative irt) monoidban ha az a és b elemnek van
Fogalmak: inverze akkor az ab elemnek is van, b='a™!, monoid egységei csoportot
ng§égCSOPOTt alkotnak , az tigynevezett egységcsoportot. Ha A egy halmaz, akkor
GBYSCECSOPOLt, ) Gsszes A — A fiiggvény halmazan a kompoziciészorzas miivelet,

permutacio, , .. , , . .

srimmetrikus  dmelyre nézve a fiiggvények halmaza félcsoport, amelyben az identikus
csoport, leképezés neutralis elem. Ezek kozil az egységek a bijektiv leképezések,
transzpozicié az (ismétlés nélkiili) permutéciok, ezeknek a csoportja az A halmaz
szimmetrikus csoportja, ha A rendje véges n, akkor jelolés S,, az
n-edfoktl szimmetrikus csoport. Gyakori a permutaciék ugynevezett

kétsoros jelolése: legyen

(123456789 (123456789
- \783469521 "7 851947632

kilenc elem két permutaciéja. Nyilvan a felso sor eleméhez a permuté-
ci6 az alatta levo elemet rendeli. Minden elem mindkét sorban egyszer
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és csak egyszer szerepel. A permutaciok kozotti mivelet a fliggvényszorzas.
Ezt haromsoros alakban végezhetjiik el:

L2 456 7809 123456789
072851917632:267145938,

2 6 1 459 38

123456789 123456789
702783469521:631972458.

6 31 97245 8

Figyeljiikk meg, hogy a o7 szorzatban a masodik sorba a 7 permutacié
masodik sora kertilt, mivel a kompoziciészorzasnal az (f o g)(x) =
f(g(x)) konvenciot hasznaljuk. Létjuk azt is, hogy n > 3-ra az S,
szimmetrikus csoport nemkommutativ. Nyilvan n elem permutacioéinak
szorzasa asszociativ, az identikus permutacié neutralis elem, és permu-
tacionak létezik inverze, mivel bijektiv leképezés, és az is permutdacio.
Szamitsuk ki a o permutacio Osszes hatvanyat! Ehhez az Ggynevezett Fogalmak:
egysoros jelolést alkalmazzuk. Egy permutaciét ciklusnak neveziink, ciklus,
ha Osszes mozgatott elemét egymas kozott ciklikusan i1 — i — ... — S:Eﬁ:g}l:t ikl
1y — 1, alakban permutalja, ahol a mozgatott elemek [ szamat a hossza, elem
ciklus hosszanak nevezziik; a ciklus jelolése (i1da ... 4). Egy (G,-) rendje, palya,
csoportban a g € G elem rendjének nevezziik azt legkisebb pozitiv n  transzpozicié
természetes szamot, hogy ¢" = 1, ha ilyen nincs, azt mondjuk, hogy
g végtelenrendii elem, jelolés |g|. Ciklus rendje nyilvin megegyezik a
hosszaval. Permutacié egymas kozott mozgatott elemeinek halmazat
palyanak nevezzik, ezek osztalyozast alkotnak. Diszjunkt nemtrivialis
palyakkal rendelkez6 ciklusokat diszjunkt ciklusoknak nevezziik. Egy
ciklust ily médon tobbféleképpen jelolhetiink:

(ivig ... 0) = (inds ... dpi1) = = (ijirig ... i1_1).

Nemidentikus permutacié felirhato sorrendtol eltekintve egyértelmiien Ecysoros
diszjunkt ciklusok szorzataként. Az eljaras a o permutacion alkalmazva ALAK

a kovetkezd. Kiindulunk valahonnan, példdul az 1-bél (célszerii a
természetes sorrendhez ragaszkodni): 1 — 7 —- 5 = 6 — 9 — 1

azaz (17569), bejartuk az els6 palyat a o permutdciénak, megkatuk a

felbontas elsé 5 hosszu ciklusat. Vegyiik észre, hogy mindegy, hogy
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honnan indultunk ki: (17569) = (75691) = (56917) = (69175) =
(91756). A mésodik (nemtrividlis) palya (28). Kimaradt a 3 és a 4,
amiket o fixal, ezek 6nmagukban tigynevezett trivialis palyakat alkotnak,
nem vesziink bele a felirasba. Igy o = (17569)(28) az egysoros alak.
Ebben az alakban konnytd invertalni: vegyiik észre, hogy a diszjunkt
ciklusok egymassal felcserélhetoek, mivel mas-mas elemeket mozgatnak.
igy lehet az eredeti sorrendben tényezonként invertalni, ciklus inverzét
pedig a nyilakat megforditva kapjuk: o= = (19657)(28). A (28) kettd
hosszu ciklus, tgynevezett transzpozicié, inverze onmaga.

Visszatérve a o permutéacié 0sszes hatvanya kiszamitasdnak a kérdés-
‘ehez vegyiik észre, hogy mivel diszjunkt ciklusok egymassal felcserél-
hetoek, lehet az egysoros felirasban tényezonként hatvanyozni, és ciklust
k-adik hatvanyra tgy lehet emelni, hogy a ciklusban nem egyenként,
hanem k£ 1épésenként megytink korbe, amig el nem értitk a kiindulasi
pontot. Azaz o = (19675)%(28)% = (16597), 0% = (17956)(28), o* =
(19657), 0° = (28), 6% = (19675)(28)0° = (19675), o7 = (16597)(28),
o® = (17956), o? = (19657)(28), 0'® = (1), a magasabb hatvdnyok
ezutan ciklikusan ismétlédnek. A o permutdacio 6sszes kiillonbo6z6 hatva-
nyainak a szama 10, ezek szorzata szintén o-hatvany, és a negativ
kitevéseket is kimeritik, o1 = ¢?), azaz |o| = 10. o € S, permutacio
rendje megegyezik egysoros alakjaban a diszjunkt faktorok hosszainak
legkisebb kozos tobbszorosével.

Legyen (G,-) csoport, a,b € G. Ha létezik g € G elem gy, hogy
b = g lag, akkor azt mondjuk, hogy b az a elem konjugaltja, és a
b = a9 jelolést alkalmazzuk. A konjugdlt relacié nyilvan ekvivalencia,
az osztalyokat konjugéltsagi osztalyoknak hivjuk.

Legyen o,7 € S,, permutacio, ¢ = 0,05 - - -0 egysoros alak, o1 =
(41...14;,). Ekkor a 7(i) = i" jeloléssel élve,

-1 1
T _ [, T T __ T T T
o] = (7 ...1i, ), 0" =0[{05---0}

Tovabba, S, egy konjugalt osztalyaban az 6sszes olyan permutacio van,
amelynek egysoros alakja ugyanolyan tipusu, azaz ugyanolyan hosszu
ciklus faktorbél ugyanannyi van a felbontasokban.

Az el6z6 példa permutécidira

0" = (17569)7(28)7 = (17 77 '57 67 97 )(27 '8 ') = (36274)(91)
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Legyen A egy halmaz, az iigynevezett abécé, elemei a betilik. Képez-
ziink a betlikb6l (véges hosszil) szavakat, ezek kozotti miivelet legyen
a konkatenacio, az egymasutaniras, amelyet asszociativnak tekintiink.
Kaptuk az tugynevezett szabad félcsoportot. Bovitsiik ki az A abécét
tijabb bettikkel az AUA™! 4bécévé, ahol A~ = {a~'|a € A}. Tekintsiik
az AUA™! 4bécé betiiibdl képzett szavak W halmazat, amelybe beleért-
jik az tires szot is. Egy W-beli sz6t redukalt alaktinak neveziink, ha
benne nem all egymés mellett a illetve a=! alakt beti. Tetsz6leges
W-beli széhoz tartozik redukélt alakt szé, az aa~! illetve a='a alakt
szorészletek helyébe az tires szot irva, esetleg tobb 1épésben. Legyen F
a redukalt alakd szavak halmaza (az iires széval egyttt). Két F-beli
sz6 konkatendltja legyen az egymdasutanirt sz6 (ami W eleme) redukalt
alakja (ez mar biztosan F-beli), a konkatendciét ismét asszociativnak
tekintve. Ekkor a konkatenacié mivelet a redukalt alaku szavak F
halmazéan, amely erre a miveletre nézve csoport, amelyet az A abécé
feletti szabad csoportnak neveziink.

Legyen (A, +,-) gytiri. Ekkor:

(i) az additiv neutrélis elem multiplikativ zéruselem;
—(ab) és (—a)(—b) = ab;

minden a € A elemre (—a)b = a(—b) =

ha (A, +,-) egységelemes gytirii, akkor minden a € A elemre
—a = (—1)a.

Ferdetest, test zérusosztémentes. A kommutativ, egységelemes és
zérusosztémentes gytlirtit integritastartomanynak nevezziik.

1.1.4. A természetes szamoktol a valés szamokig

Feltessziik, hogy adva van az univerzumnak egy N részhalmaza, a

természetes szamok halmaza, elemei a természetes szamok, és teljestilnek

az alabbi tgynevezett Peano-axiémak:

Az (5) axiéman alapul a rekurziv definicié és a teljes indukcids
bizonyitas mddszere. A szokasos jelolések és elnevezések: 0'=1 egy,
1’=2 ketto, 2’=3 harom, és igy tovabb. Mivel a rakovetkezés leképezés
a (3) és (4) axiémék alapjan N — NT (NT = N\ {0} a pozitiv

Fogalmak:
abécé,
konkatenacio,
szabad
félcsoport,
redukalt alak,
szabad csoport

DISZTRIBUTIVITAS
KOVETKEZMENYEI

Bizonyitas.

Q.E.D.

Fogalmak:
integritas
tartomany

Fogalmak:
természetes
szamok
halmaza,
pozitiv, Peano-
axiomak,
megszamlalhato,
megszamlalhatatlan,
rend



Fogalmak:
Osszeadas,
SZOTZAas

A
TERMESZETES
SZAMOK
STRUKTURAJA

Bizonyitas.
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(1) létezik 0 € N nulldnak
nevezett elem;

(2) létezik * : N — N, (4) a rakovetkezés leképezés
a — a lek’epezés, d/-t az a injektiv;

rakovetkezojének nevezziik;
(5) ha A C N, 0 € A, tovabba

(3) nem létezik a € N, hogy o' = ha a € A maga utdn vonja
0 a’ € A-t, akkor A = N.

természetes szamok ) bijekcié, a N halmaz végtelen. N részhalmazaval
megegyezo szamossagu halmazokroél azt mondjuk, hogy szamossaguk
megszamlalhato. Az 6sszes tobbi halmazrol azt mondjuk, hogy szamos-
saguk megszamlalhatatlan. Ha A véges halmaz, akkor szamossaga
megegyezik valamely n € N-re az n = {1, 2, ..., n} halmazéval, ekkor
azt modjuk, hogy A szdmossiga n. A szamossagra a | B| jelolést alkalmaz-
zuk, gyakran azt is mondjuk, hogy B rendje |B|.

Az utolsé Peano-axioman alapul a rekurziv definici6 moddszere.
Természetes szamot, mint paramétert tartalmazo fogalmakat vagy elem-
eket hatarozunk meg oly mddon, hogy megadjuk a 0-hoz tartozot,
és azt, hogy tetszoleges n természetes szam esetén az n-hez tartozo
fogalom illetve elem ismeretében hogyan hatarozhaté meg az n’ rakovet-
kez6hoz tartozd. A természetes szamok kozotti dsszeadas és szorzas
miiveletét igy definidljuk rekurzive: tetszéleges a € N-re legyen a+0 =
a, a -0 = 0, tovabba ha b € N, akkor legyen a + ¥ = (a + b)
és abl = ab + a. Teljestilnek a megszokott miiveleti tulajdonsagok,
mint azt latni fogjuk. Azt mondjuk, hogy az (A, x) strukturaban lehet
egyszeriisiteni, ha minden a, b, c € A-ra a*xb = a*c vagy bxa = c*xa-bol
a = b kovetkezik. A bizonyitds modszere a teljes indukei6.

(i) (N, +) struktira kommutativ félcsoport, amelyben lehet egyszerti-
siteni, neutralis eleme a 0;

(ii) (N,-) kommutativ félcsoport, neutralis eleme az 1, (N, ) struktira-
ban lehet egyszeriisiteni;

(iii) a szorzas az Osszeadasra nézve disztributiv.
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Azt mondjuk, hogy az a természetes szam kisebb vagy egyenl6 mint
a b természetes szam, ha valamely ¢ € N-re b = a + ¢, jelolés: a < b,
illetve az éles egyenlGtlenségé a < b.

N-en < linedris rendezés, N tetszoleges nemiires halmazaban van
legkisebb elem. 0 a rendezés minimalis eleme.

Az N szamkoron belil a négy alapmivelet koziil kettét el lehet
végezni. Ahhoz, hogy a kivonast is el lehessen végezni, béviteni kell a
szamhalmazt. Legyen aq és as természetes szam. Az a; —as kiillonbséget
(ami nem biztos, hogy természetes szam) jelképezze az (a1, az) kissebbit-
endo — kivonando elempar. Ennek megfeleléen két elempar megegyezik,
ha ugyanannyi az a; — ay = by — by kiilonbségiik, azaz a1 + by = as + by.
Az 6sszeadést és a szorzast is elvégezhetjiik a kissebbitendo — kivonando
elemparok kozott: (ay — as) + (b — by) = (a1 + b1) — (ag + bo) illetve
(CLl —Clg) (bl — bg) = (a1b1 —|—a2b2) — (Cleg —|—a2b1). Ezeket az észrevételeket
szem elott tartva konstrualhatjuk meg az egész szamokat.

Legyen Z = N X N p C Z x Z a kovetkezoképpen meghatarozva:
(ay,a2)p(b1,b2) ha a; + by = ay + by. Ekkor p ekvivalencia-relacio,
(a1, as) ekvivalencia-osztalyat jelolje (aq,as), az ekvivalencia-osztalyok
faktorhalmazat jelolje Z. Legyen tovabba a = (a1, as), b = (a1, a9) € Z,

a+b=(ay+bi,as+ b)), a-b= (arby + asbs, arbs + ashy).

Ekkor a (Z,+, -) integritastartomany.

A (Z,+,-) strukturdt az egész szamok gyfirtijének, elemeit egész
szamoknak nevezzilk. Az a € N természetes szamot azonositsuk az
m € 7 egész szammal ugy tekinthetjik, hogy N C Z, és Z =
Z=U{0} UNT, ahol Z~ elemei a negativ egészek, N* = Z* elemeinek
ellentettjei. Teljesiil a kiterjesztési elv: két természetes szamot iisszeadva
és szorozva ugyanazt kapjuk, akar természetes akar egész szamként
tessziik. . A N < rendezését kiterjeszthetjilk az egész Z-re figyelembe
véve, hogy -1-gyel szorozva az egyenlotlenség iranya megfordul.

Z-n < lineéris rendezés, tovabb4, ha a, b,c € Z, a < b és d € 7+
akkor a + ¢ < b+ c és ad < bd.

Q.E.D.

Fogalmak:
rendezés

N RENDEZESE

A7 EGESZEK
STRUKTURAJA

Fogalmak:
egész szamok
gytirie,
negativ egész
szamok
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Az egész szamkorben a negyedik alapmiivelet, az osztas nem mindig
végezheto el. Ezért kiterjesztjiik a szamfogalmat a racionalis szamokkal.
A raciondlis szamokat egész szamokbol alkotott szamlalé — nevezo
rendezett elemparnak tekintjiik, ahol a nevez6 nem lehet nulla. Két
tort, Z—; és 2—; egyenld, ha a1by = asb;. Az 6sszeadas miiveletét kozos
nevezore hozas utan végezhetjik el, a szorzast pedig a megszokott
»szamlalot a szamlaléval, nevezét a nevezovel' szabaly szerint. Mivel
az eljaras soran csak azt hasznaljuk ki, hogy 7 integritastartomany,
teljesen altalanosan jarhatunk el.

Legyen (A, +,-) integritastartomany, B = A x A\ {0}, p € B X

HANYADOSTEST P reldcié a kovetkezéképpen meghatarozva: ((ap, as), (bi,bs)) € p ha
a1by = asby. Ekkor p ekvivalenciarelacid, tekintsiik a Q = B/p faktor-
halmazt. Jelolje (ay, as) ekvivalenciaosztalyat o € Q. Legyen

aq bl all)g + (1,2[)1 aq bl (Zlbl

as  bo ashs 7 as by asby

Ekkor (@, +, ) test.
Fogalmak: A @ testet az A integritdstartomany hanyadostestének, a Z Q hany-
hanyadostest, adostestét a raciondlis szamtestnek, elemeit raciondlis szdmoknak
racionalis ) oves7iik.  Azonosithatjuk az a € 7 szémot az ¢ € Q szammal, igy

szamtest, . et s , .. . ) p
redukélt alak  tekinhetjik tgy, hogy Z C Q és az Osszeadas és szorzds Q-n az egész

szamok kozotti miiveletek kiterjesztései, és minden racionalis szam el6all
két egész szam hanyadosaként. 7Z < rendezését kiterjeszthetjiik Q-ra.
REDUKALT Minden r € Q-hoz létezik egyértelmtien a € Z, b € Z*, hogy r = ¢,
ALAK ¢ és b relativ primek.
Ekkor az 3 alakot redukalt alaknak nevezziik.
Legyen r,s € Q, r = § és s = ¢ redukalt alakok, és legyen r < s ha
ad < be. Ekkor Q-n < linearis rendezés, tovabba, ha r, s, t € Q, r <s
ésu e QF akkor r +¢t < s+t ésru< su.

Erdekes tulajdonsig, hogy mig az egész szamhoz van el6z6 és rako-
vetkezo egész szam, addig barmely két kiilonb6zo6 racionalis szam kozott
van egy harmadik racionalis szam, figyelembe véve, hogy szamtani
kozepiik mindig egy harmadik szam a kettd kozott. Ismeretes, hogy
vannak nem 6sszemérhet6 szakaszok, azaz amelyek hossza nem racionélis
szam, példaul az egységnégyzet atlojanak hossza, az egységkor kertilete.
A szamegyenest nem fedik le teljesen a racionalis szamok, noha minden

pontja tetszolegesen kozelithetod racionalis ponttal.
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Tekintsitk a raciondlis sorozatokat, azaz az a : N — Q, n ~» Fogalmak:

a, leképezéseket. FEzek kozott vannak konvergensek, azaz olyanok, i‘;ff;tg’ens
amelyekhez létezik olyan u € Q racionalis szdm, hogy tetszéleges € € .ot

Q*-hoz létezik N € N, hogy |u — a,| < € hacsak n > N. Ilyenkor azt hatarértéke,
mondjuk, hogy az a,, sorozat hatarértéke u € Q, jel6lés: lim,,_,,, a, = nullsorozat,
u. a,-t nullsorozatnak nevezziik, ha lim,, ., a,, = 0. nulldhoz konvergal6

racionalis sorozatot.

Az a, raciondlis sorozatot Cauchy-sorozatnak hivjuk, ha minden
e € QT-hoz létezik N € N, hogy |a, — an| < € hacsak n,m > N.
Nyilvan racionalis konvergens sorozat Cauchy-tulajdonsagi, a megfor-
ditas nem teljestil: bizonyos racionalis Cauchy-sorozatok ,irracionalis’
szamokhoz konvergalnak.

Legyen R a racionalis Cauchy-sorozatok halmaza, és legyen a p C 4 VALOS
L iy , SZAMOK
R % R relacié a kovetkezoképpen meghatarozva: (a,,b,) € p ha a,, —b -
: PP S a: (an, bn) € p mo T STRUKTURAJA

nullsorozat. Ekkor a p relacié ekvivalenciarelacio, az ekvivalenciaosztaly-
ok halmazat jelolje R. A miiveleteket az R halmazon definidljuk az
alabbi modon: @, + b, = a, + b,; @,b, = a,b,. Ekkor az (R, +, ) test.

Bizonyitas.



Q.E.D.

Fogalmak:
valds szamok
teste, rendezés,
zart interv.
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b, — b | < 57 hacsak n,m > N,. Ekkor, ha n,m > max{Ny, Na},
|anbn - ambm| — |anbn - ambn + ambn - ambm| —

|<(Zn o a/m)bn + afm<bn o bm>| S

|<(J,n o (1m>bn| + |a77l(bn o bm)’ : ’an o amebn| + |am| |bn o bm‘
€ €
< 5 BB + A 54 =
azaz az apb, sorozat is Cauchy-tulajdonsagu.
Legyen a = @y, 8 = by, ¥ = G, 0 = d,, az R halmaz elemei.
Az Osszeadés és a szorzas joldefinialt. Be kell latni, hogy ha a = ~,
azaz a, — ¢, nullsorozat, és § = 0, azaz b, — d, nullsorozat, akkor
a+f =v+9, azaz (a, + b,) — (¢, + dp) = (an — ) + (b — dy)
nullsorozat; illetve a8 = ~9, azaz a,b, — c,d,, = a,(b, — d,,) + (a, —
¢y )d, nullsorozat. Ez a két tulajdosdg azokbdl a nyilvanvald tényekbdl
adodik, hogy nullsorozatok osszege nullsorozat, és egy korlatos sorozat
és egy nullsorozat szorzata nullsorozat.
Az Osszeadas asszociativ. Nyilvan (o + ) + v = a, +b, + v =
an+by+cpésa+ (6+vy)=a+b,+cp =a,+ b, +cy.
Az 0sszeadas kommutativ. Nyilvan a+8 =a,, + b, = b, + a, = f+a.
Neutralis elem, ellentett. Nyilvan a konstans 0 sorozat osztilya (azaz
a nullsorozatok halmaza) neutralis elem, és —a = —a,,.
A szorzas asszociativ. Nyilvan (af)y = a,b,y = anbuc, és a(By) =
ab,c, = ap,b,cp,.
A szorzas kommutativ. Nyilvan af = a,b, = bna, = Ba.
Neutrélis elem, inverz. Nyilvan a konstans 1 sorozat osztéalya (azaz az 1-
hez konvergdlé sorozatok halmaza) neutralis elem. Legyen o nemnulla
elem, azaz nem a nullsorozatok halmaza. Be kell latni, hogy van
olyan sorozat az a halmazban, amelynek egyik tagja sem 0. Valoban,
vegyiink egy sorozatot az a halmazbdl. Nem lehet végtelen sok tagja
0, mivel azonnal latjuk, hogy ekkor, Cauchy sorozat lévén, konvergédlna
a 0-hoz. Igy csak véges sok tagja 0, ezek mindegyike a sorozat N-nél
kisebbik indexti tagja. Ekkor az az a, sorozat, amelyik els6 N tagja
1, a tobbi megegyezik az eredeti sorozattal, eleme az « osztalynak, és
egyik tagja sem 0. Nyilvan ai is Cauchy-soroxat, és i - ai a keresett
reciprok. . :
A disztributivitas belatasa nem nehéz.
A R testet a valés szamok testének, elemeit valés szamoknak
nevezzik. Azonosithatjuk a raciondlis konstans sorozatok osztalyait
és a racionalis szamokat, gy tekinthetjik ugy, hogy Q C R, és a
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valos szamok kozotti Osszeadas és szorzéas a racionalis szamok kozotti
miiveletének kiterjesztése. Minden valés szam valamely racionélis soro-
zat hatarértéke, és minden valés Cauchy sorozat konvergens. A Q
rendezése kiterjesztheto R rendezésévé: «, 5 € R esetén a < 3, ha
létezik a, € a, b, € B sorozat, hogy a, < b, minden n szamra. Ha
a,b € R, a < b, akkor az [a,b] = {r € Rla < r < b} halmazt zart
intervallumnak nevezziik.

(i) R-en < linearis rendezés;

(ii) har, s, t e R, r<sésu € R, akkor r +t < s+t és ru < su;

(iii) ha r,s € RT, r < s akkor létezik n € N, hogy s < nr;

(iv) ha a,, b, valds sorozatok, hogy minden n € N-re a,, < by, [a,, b,] D
(i1, by, limy oo (b — a,) = 0, akkor a N9 ,lay,, b,] halmaz
egyelemi.

Szokas kalkulusban a valds szamok Cantor-féle axidmarendszerébol

kiindulni, ez nem més, mint hogy R test, N = {n € R|n = 0,1, vagy n =

1+ 1+ ...+ lalakia}, R-en adott < linedris rendezés amelyre teljestil

(ii)- (iv).

1.2. Halok, Boole algebrak

1.2.1. Halb6elméleti lapfogalmak

(1) Az (A,V,A) struktira halo,
ha (A, V) és (A, A) félhdlo, és
mindkét miivelet abszorbtiv a
masikra nézve.

(3) Az (A,V,A)  struktura
disztributiv halé, ha halo, és
mindkét muvelet disztributiv
a masikra nézve.

(2) A V miiveletet
diszjunkcionak nevezziik.

(4) A A miiveletet konjunkcionak
nevezzik.

A halok és a rendezett struktiurak kozott szoros kapesolat all fenn.
Legyen A rendezett halmaz a < relaciéra nézve. Ha a,b € A, és
min{a, b} olyan elem, hogy min{a,b} < a, min{a,b} < b, és ha ¢ < q,
¢ < b akkor ¢ < min{a, b}, akkor azt mondjuk, hogy min{a,b} az a
és b elemek minimuma. Ha a,b € A, és max{a,b} olyan elem, hogy

R RENDEZESE

Fogalmak:
halo,
disztributiv
halo,
diszjunkcio,
konjunkcio

Fogalmak:
minimum,
maximum,
hélészeriien
rendezett
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a < max{a,b}, b < max{a,b}, és ha a < ¢, b < ¢ akkor max{a,b} < ¢,
akkor azt mondjuk, hogy max{a, b} az a és b elemek maximuma. Azt
mondjuk, hogy a A halészeriien rendezett halmaz, ha barmely két
elemnek 1étezik minimuma és maximuma.
RENDEZES ES Ha (A, Vv, A) hald, akkor az a < b ha aVb = brelacioval A haloszertien
HALO rendezett halmaz. Megforditva, ha A halészertien rendezett halmaz a
< reldciéra nézve, akkor az (A, max, min) struktira halo.

Bizonyitas.

Q.E.D.
Legyen 0 illetve 1 az (A, V,A) halé eleme tigy, hogy minden a € A

elemre 0V a = a illetve 1 A a = a. Ekkor 0-t a halo zéruselemének

Fogalmak: illetve 1-et a halé egységelemének nevezziik. Konnyen lathaté, hogy
Zéms‘fle/f,n az indukalt rendezésre nézve a 0 a legkisebb, 1 a legnagyobb elem. Ha

, halée, a,a € A olyan elemek, hogy a Va =1 és a Aa = 0 akkor azt mondjuk,
egységelem , _ , .
halee hogy @ az a elem komplementuma. Boole-algebranak nevezzik az
komplementum, olyan disztributiv halét, amelyben létezik zéruselem és egységelem, és
Boole-algebra minden elemnek van komplementuma. Minimalis Boole-algebra az igaz

és hamis logikai értékek 2 halmaza a ,vagy" és az ,és" miveletekkel.
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Boole-algebra a, b elemeire a Vb=aAbésaANb=aV b. DE MORGAN
Hiszen, TORVENYEK
(avb)V(@nb)=aVv(bvarb)=aV(bva)A (VD)) Bizonyités.

=aV((bva)Al)=aV (bVa)=(aVa) Vb=

1Vvb=1, illetve
(aVbO)A(@Ab)=((avb)Aa)Ab)= ((aNa)V (bAG)) ANb=

OV (Aa)Ab=(bAa)ANb=(bAb)Aa=0Aa=0.

Innen kovetkezik az els6 De Morgan-torvény, a masik hasonléan mutat-

hato meg. Q.E.D.
Legyen H egy halmaz, () # T C P(H) zart az unié és metszet Fogalmak:

miiveletekrere. A (T,U, N) algebrai struktirat halmaztestnek nevezziik, halmaztest

ha zart a komplementer képzésére nézve is. .
A (T,U,N) halmaztest Boole-algebra. HALMAZTESTEK
Hiszen, h’arom halmaz uni¢janak (metszetének) elemei, akarhogyan Bizonyitds.

zardjelezve, azok az elemek, amelyek legalabb az egyik (mindharom)

halmazban benne vannak, igy az unio- (metszet) képzés asszociativ.

Két halmaz unidjanak (metszetének) elemei, barmilyen sorrendben,

azok az elemek, amelyek legalabb az egyik (mindkét) halmazban benne

vannak, igy az unié- (metszet) képzés kommutativ. Egy halmaznak

onmagaval vett unidjanak (metszetének) elemei nyilvan a halmaz elemei,

igy az uni6- (metszet) képzés idempotens. A T,U) (7,N)) struktira

félhalo.

A két abszorbtiv tulajdonsiagbdl az egyiket tekintjiik, a masik ellendrzése

analég. Legyen a € AU(ANDB). Ekkor a € Avagya € ANB,de ANB

részhalmaza A-nak, igy mindenképpen a € A, azaz AU(ANB) C A. A

forditott A C AU(AN B) tartalmazas nyilvanvalé, és A = AU(ANB).

Eddig belattuk, hogy (7', U, N) halo.

A két disztributivitasbdl csak az egyiket latjuk be, a mésik analdg.

Legyen a € AU (BNC). Ekkor a € A vagy a € BN C. Innen vilagos,

hogy az a elem benne van az AU B halmazban és az AU C-ben is. Igy

AU(BNC)C(AUuB)N(AUC). Legyen most a € (AUB)N(AUC).

Ekkora € AUB ésa € AUC. Haa € A akkor nyilvan a € AU(BNC).

Ha a ¢ A akkor szikségképpen a € B és a € C is teljesiil, azaz

a € BNC C AU(BNC). Igy (AUB)N(AUC) C AU(BNC). A kétoldali

tartalmazas miatt a két halmaz megegyezik. Az unié kommutativitasa



Q.E.D.

Fogalmak:

atom
homomorfizmus,
izomorfizmus,
izomorf Boole
algebrak atom,
homomorfizmus,
izomorfizmus,
izomorf

STONE-TETEL

VEGES
BoOOLE-
ALGEBRAK

Bizonyitas.

Q.E.D.
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Ennek a tételnek van megforditasa, el6szor néhany fogalmat tekint-
unk, legyen (A,V,A), (B,V,A) Boole-algebra. 0 # a € A elemet
atomnak neveziink, ha b < a-bél b = 0 vagy b = a kovetkezik. A
¢ : A — B leképezést Boole-algebrak homomorfizmusanak neveziink,
ha barmely a,b € A-re p(aVb) = ¢(a)V p(b), p(aNb) = ¢(a) Ap(b) és
(@) = p(a). A bijektive homomorfizmust izomorfizmusként emlitjik.
A-t és B-t are izomorf Boole algebraknak nevezziik, ha létezik kozottik
izomorfizmus.

Boole-algebra izomorf valamely halmaztesttel.

Véges Boole-algebra véges halmaz hatvanyhalmazéaval izomort.

A véges Boole-algebra rendje 2-hatvany, végtelen esetben vannak
atommentes Boolean algebrak is.
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1.2.2. Boole miiveletek

Tekintsiik az igazsagértékek 2 Boole-algebrajat a logkai diszjunkcio
(vagy) és konjunkci6 (és) miiveletével. Legyen 1, zo,. .. x, valtozok.
A minterm y;, Ay, A+ - - Ay, alaki kifejezés, ahol y;, = 5,1 or y;, = Ty
(1 <i4; < n). A diszjunktiv normalforma (d.n.f.) ¢; Vea V- Ve
alaku kifejezés, ahol a c;-k mintermek. A maxterm y;, V y;, V- -V
yi, alaku kifejezés, ahol y;, = x;; vagy y;;, = Ti; (1 <75 < n). A
konjunktiv normélforma (k.n.f.) d; Ady A --- A d, alaku kifejezés, ahol
a d;j-k maxtermek. Egy f : 2" — 2 fiiggvényt n-ér Boole-miveletnek
nevezzik

Tetszoleges Boole-miiveletnek van d.n.f.-je és k.n.f.-je.

A két unér Boole miivelet az identikus leképezés 15 vagy puffer, a
komplementer vagy negacié —. Tovabbi nevezetes Boole miiveletek:

(5) nand mivelet |, értéke 1
pontosan akkor, ha legalabb

diszjunkci6, or mivelet V; egy argumentuma érteke 0;

(6) implikacié miivelet D, értéke
0 pontosan akkor, ha els6
argumentuma értéke 1, a

masodiké 0;

konjunkcio, and miivelet A;

xor miuvelet -+, értéke 1
pontosan akkor, ha pontosan

egy argumentuma értéke 1;
(7) ekvivalencia  miivelet <,

értéke 1 pontosan akkor,
ha két argumentuma értéke
megegyezo;

nor muvelet |, értéke 1
pontosan akkor, ha mindkét
argumentuma értéke 0;

Boole miveletek egy halmazat klénnak nevezziik, ha tartalmazza

Fogalmak:
minterm, d.n.f.,
maxterm,
k.n.f.,
Boole-miivelet

D.N.F. ES
K.N.F D.N.F.
ES K.N.F

Bizonyitas.

Q.E.D.

Fogalmak:
puffer; negacio,
or , and, xor,
nor, nand,
implikacio,
ekvivalencia,
klén,
figgvényteljes



FUcaVENY
TELJESSEG

Bizonyitas.

Q.E.D.

Fogalmak:
karakterisztika,
Boole-gytiri

BOOLE-GYURU
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az Osszes m; : (T1, %2, ..., T,) — x; projekcidt és zart a helyettesitrésre.
Boole miiveletek egy M halmazat fiiggvényteljesnek nevezziik, ha a B-t
tartalmazdé egyetlen klon az 6sszes Boole miivek halmaza.

A {v, —}, {A, —}, {|}, {l} halmazok figgvényteljesek.

Legyen A, +, - egységelemes gytirti. Ha n € NT a legkisebb pozitiv
szam, hogy 1+ 14 ---+1 = 0 teljestl, akkor azt mondjuk, hogy az

n-szer

A gytirti karakterisztikdja n. Ha ez semmilyen n € N*-re sem teljesiil,
akkor azt mondjuk, hogy az A gytiri karakterisztikdja 0 (ilyen Z, Q, R).
Az egységelemes gytriit, amelyben a multiplikativ struktira félhélo,
Boole-gytirtinek nevezziik.

Legyen (B, V, A) Boole-algebra. Ekkor (B, +, A) Boole-gytiri.



2. fejezet

Kombinatorika

2.1. Alapesetek

2.1.1. Rendezett kivalasztas, ismétlés nélkiil

Legyen k = {1,2,...,k}, A egy n elemii halmaz. Az [ : k — Fogalmak:
A leképezést k hosszu listdnak, az [(i) elmet a lista i. tagjanak, ha i;ﬁiig?kuh
[ bijektiv, l-et n elem ismétlés nélkili permutacidjanak nevezzik, az gy ligta J
Osszes | : m — A ismétlés nélkiili permutacié halmazat P,-nel jeloljik, tagja , ismétlés

legyen P, = |P,|. nélkiili variacié
P’l:1.2.3...n:”! PnERTEKE
Bizonyitas.
Q.E.D.

Fentebb alternativ definiciot adtunk n elem (ismétlés nélkiili) permu-

« /s

//////

[k — Alistat. Aaz O0sszes [ : k — A ismétlés nélkili varidcié halmazat
VEval jeloljiik, legyen VF = |VF|.

VE=n—-k+1-n—k+2-n—k+3---n= (nﬁ!k)! V. ERTEKE

Bizonyitas.

Q.E.D.

22



Fogalmak:
ismétléses
permutacio,
ismétléses
variacié

ERTEKE
Bizonyitas.

Q.E.D.

Vki GRTEKE
Bizonyitas.
Q.E.D.

Fogalmak:
ismétlés nélkiili
kombinacio,
binomiélis
egyiitthato,
karakterisztikus
fliggvény

Ck ERTEKE
Bizonyitas.
Q.E.D.

BINOMIALIS
EGYUTTHATOK
TULAJDONSAGAI

Bizonyitas.
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2.1.2. Rendezett kivalasztas, ismétléses

Legyen A = {ay,as,...,a,}, |Al=7r,2<r<n. 0<k:i<n(i=
1,2,...,7), ki+ko+--+k. =n. Azl :n — Alistat n elem ky, ko,....k,
osztalyt ismétléses permutacidjanak nevezziik ha a; éppen k;-szer tagja

a listdnak (i = 1,2,...,7). Az Osszes [ : n — A ismétléses permutacio
halmazat Pﬁlvk?v""kr—rel jeloljiik, legyen P£17k27---7kr — |7)Ti§1,k2 ..... kr|.
ki,ko,....kr __ n!
P = Tl kol kol

//////

nevezink egy [ : k — A listat. Aaz Osszes [ : k — A ismétléses variacio
halmazat V¥ival jeloljiik, legyen V54 = [Pk
V,,’“ =nk.

2.1.3. Rendezetlen kivalasztas, ismétlés nélkiili

Sapt, n € Nt 0 < k < n. nelem k-

« 77

Legyen A = {aj,as,..

{0,1} leképezést ha > ,m(a;) = k. Aaz osszes ilyen m : k — A
ismétlés nélkiili kombindcié halmazat Cr-val jeléljiik, legyen C* = |CF|.

k __ n! _[(n
Ck = = (1)

El(n—k)!

Az (}) szamokat binomidlis egyiitthatéknak hivjuk (ha nem 0 <

k < n, akkor legyen (Z) = 0). Alternativ definici6 az (Z) szamokra:
n eleml halmaz k elemii részhalmazainak szima. Ha B C A, |B| =
k, akkor ennek karakterisztikus (tagsdgi) fiiggvénye m : A — {0,1},
m(a) = 1 pontosan akkor, ha a € B, visszaadja az eredeti szemléletet.
Megegyezés: a’ = 1.

Legyen n,k € N, &k < n.
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0 6=
(ii) ha n,k > 1, <Z) = (Z:}) + (v) ZZ:()(_l)k<n> — on.

(")

(vi) ha & < m < n, (”)(m) =

(iii) (binomidlis tétel) ha <n) <n7k>‘ m) \ k
a,b gytrtibeli elemek, k) \m—k)

ab = fa kakk?f (@ +0)" = (vii) ham,r eN, k<r<mn, k<
i (1) akb m, Tico (1) () = ().

(iv) k=0 (Z) = 2"

Q.E.D.
Legyenek az A egységelemes gyfirti egymassal felcserélhetd elemei  PoLINOMIALIS

ai, as, ..., a., r,n € N, r.n > 1. Ekkor TETEL
n «ﬂ,! ki ko .
(tatta) = Y ot abad b

—  kit+kot+kr=n Rl Ry
0<k;<n
Bizonyitas.
Q.E.D.

2.1.4. Rendezetlen kivalasztas, ismétléssel

Legyen A = {ay,as,...,a,}, |Al = n, &k € N. Az m : A — Fogalmak:
{0,1,..., k} leképezést n elem k-ad osztdly ismétléses kombindciGjdnak ismétléses
nevezziik ha > m(a;) = k. Szokds még m-t tagsdgi fliggvénynek is ﬁﬁ?ﬁﬁ;ﬁ;
mondani, ami megmondja hogy az adott taskdban, multihalmazban



Ck? ERTEKE

Bizonyitas.

.E.D.
1 +w2-cl-9---+

Ty, =k
MEGOLDASAI
Bizonyitas.

Q.E.D.

SzZITA
FORMULA

Bizonyitas.

Q.E.D.
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az a; elem hényszor szerepel. Az 6sszes m @ A — {0,1,...,k} k-
adosztalyt ismétléses permutdcié halmazat C*i-vel jeloljiik, legyen
Cki = |C,’fb"e

ki _ (nt+k—1
Chi = ("),

Hiszen, legyen A = n, m € C®'. Tekintsiik m-et multihalmaznak,
elemei 49 < iy < ... <ip_; €n. Legyen m(i;+j)=1(0<j<k—-1),
egyébként m(l) =0 (0 <1 < n+k—1). Kaptuk, hogy m € CF,,_,.
Nyilvén bijekciét hatdroztunk meg a C* és CE,, | halmazok kozott.

Az vy +xy+- -+ 1, = k egyenlet N-beli megolddsainak szdma C*.

Hiszen, gondoljunk arra, hogy a taskankba n féle gyiimolcsbol A =
n kell 6sszesen k darabot vasarolnunk a piacon, az i-edik fajtabol
z; = m(i) darabot. Ekkor m : A — {01,...,k} € C*' Bijekciot
hataroztunk meg az egyenlet megoldasai és n elem k-ad osztalyi ismétlé-
ses kombinacioi kozott.

2.1.5. Szita formula
Legyen ) # A véges halmaz, ) £ A; C A (i =1,2,...,r). Ekkor
AL UA U UA| = [A] = ([Au] + Ao + -+ + A )+
(A M As| + AT N Ag| + -+ A1 NA]) — -+
+(—1)* > |Ay, DA, NN A |+ — -

1<i1 <in < <1 <r

(—1)[A N Ay NN A,

Hiszen, érveljiink indukcié alapjan. Az r = 2 esetben a nyilvanvalo
| Ay U Ag| = |A| — (|A1| + |Az]) + |A1 N Ag| Gsszefiiggést adja a formula.
Jelolje a, a formula jobb oldalanak az értékét. Tegytik fel, hogy a
formula teljesiil » — 1-re. Latjuk, hogy a,_1 — a,, =

(—1)Ft > A, N A, NN A, NA|+-—
1<t << <t 1 <r—1
+ (=D)"HAI N Ay NN A
Alkalmazva a formulat az A = A, halmazra és az A;NA, részhalmazaira
(1=1,2,...,7—1) kapjuk, hogy a, 1 —a, a B=A,\ (A;UA;U---U
A,_1) halmaz elemeinek a szama. Vildgos, hogy az Ay U Ay U--- U A,
halmaz az A UA;U---UA, és a B halmazok diszjunkt uniéja, és
emiatt a, 1 = [A;UAs U - UA,| + a,_1 — a,.
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2.2. Alkalmazasok

2.2.1. Euler-féle ¢-fiiggvény

Legyen ¢ : NT — R Euler-féle p-fiiggvény a kovetkezd: ¢(1) = 1, Fogalmak: ,

ha m > 1, m = p{'ph? - - pkr (a pi-k killonbéz6 primszamok, k; € N*) Euler-féle o,

legyen @(m) az A = {0,1,...,m — 1} halmazban az m-hez relativ dtrendesés
primek szama. ©
Ha m > 1, akkor p(m) = (])i“'l —pzf'*l)(pgz 7])‘/_;:271) <o (phn 7[)1?,,*1). KISZAMITASA
Bizonyitas.
Q.E.D.
2.2.2. Atrendezések
Legyen |A] =n € NT. A egy atrendezése olyan A — A permutacio,
amely egyetlen elemet sem fixal. Legyen D, A Osszes atrendezésének
halmaza, D,, = |D,|. Megegyezés: 0! = 1. ATRENDEZESEK
D,, = n! Z;]:()<*1)I,l, SZAMA
Bizonyitas.
Q.E.D.

2.2.3. Szinezések

Legyen A, |A| = n, a szinezend6 objektumok (pl. csticspontok, élek, Fogalmak:
oldalak), C'= {c1, ¢z, ..., ¢} a szinek halmaza, G A — A permutédcidk szinezés v.
csoportja (szimmetridk csoportja). Az s : A — C leképezést az A glitazat’
egy szinezésének vagy mintdzatanak nevezziik, az dsszes ilyen mintazat OnETHens
halmaza legyen S. A ¢ € G permutacié indukal egy g : S — S
leképezést, g(s)(a) = s(g(a)). Azt mondjuk, hogy az r, s mintédzatok
G-kongruensek, ha létezik g € G, hogy g(r) = s, jelolés: (r,s) € kg.
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A G-
KONGRUENCIAROL 1., C § x S ekvivalencia relacié.
Bizonyitas.
Q.E.D.
BURNSIDE- Ha f: H —> H, akkor legyen ¢(f) = {h € H|f(h) = h}.
LEMMA |S/h(,| \(| qu( ‘L ( )‘
Fogalmak: A (G, ) csoportrdl azt mondjuk, hogy a g € G altal generalt ciklikus

ciklikus csoport  csoport, ha G minden eleme g egész kitevés hatvanya. Legyen A =
{b1, bs, ..., bg} nyakldncba kotendé gyongyszemek halmaza, C' = {f, p, k}
a szinek halmagza, fehér, piros és kék. Két nyaklancot azonosnak tekintiink,
ha az egyik nyaklancot alkalmasan elforgatva a gyongyok szinsorrendje
ugyanaz lesz, azaz G = ((123456)), a g = (123456) permutaci6 altal
generalt ciklikus csoport, elemei a hatvdnyok, azaz ¢g* = (135)(246),
¢ = (14)(25)(36), g* = (153)(264), ¢° = (165432). |S| = 39,

1S/ka| = = |¥(g) 36+3+9+27+9+3)—780/6—130

geG

IG!

Legyen most A = {Py, P, P3, P,} adott négyzet csicspontjainak
halmaza, C' = {f,p, k} a szinek halmaza. Két mintazatot azonosnak
tekintiink, ha az egyik szinezést alkalmasan mozgatva, tiikkrozve a szinezés
ugyanaz lesz, azaz G = (a,b) a négyzet szimmetriacsoportja, ahol a a
90°-o0s elforgatas és b a P, P, szakasz felezOpontjan atmeno szimmetria-
tengelyre torténo tiikkrozés, G-t szokas 8-adrendii diédercsoportnak hivni
és Dy-gyel jelolni. Ezeket most a csflcspontok permutaciodinak tekintjik,
G nemidentikus elemei a = (1234), a® = (13)(24), a* = (1432) az
elforgatdsok, b = (12)(34), ab = (13), 2b = (14)(23), a®b = (24) a
tiikrozések. |S| = 3%,

1S/kc) = — > (g 34+3+9+3+9+27+9+27) — 168/8 = 21.
|G| geG

Latjuk, hogy ¥ (g) = m™, ahol w g (esetleg trividlis) palydinak szama.
Fogalmak: g € G egysoros alakjanak tipusa (ki,ko,...,k,), ha az egysoros
egysoros alak  alakban [ hossz1 ciklusbdl k; darab van, nyilvén 331 kil =n. Age G
UPUSS,  permutécié tipusel8allitasa Z, (1, 2o, . .., x,) = aiak? .2k A G

permutacio Tusind 7 1 A

tipuseléallitasa, CSOPort ciklusindexe oy, za,. .. x,) = €] Ygec Zg(T1, T2, ..., Ty).

ciklusindex
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|S/ka| = Zag(m,m,...,m) SZINEZEST
Ha G = ((123456)) akkor Zg(x1, 22, . .., 2n) = &(2$+x3+223+225) BURNSIDE
s Za(3,3,...,3) = :(3° 427 + 18 + 6) = 130. LEMMA
A mintazat leltar olyan Fogalmak:
mintazat leltar
Po(er, ey ooyem) = Z diey k.. B CoLCh2 c]fnm

polinom, hogy dy, k..., @z Osszes olyan G-inkongruens mintazatok
szama, amelyekben a c¢; szinbdl k; darab van.

S . _ m m 2 n n 2
PG<C1,~ Coy .- a(»m) = Z(}(qu:1 Cis 2aie Ciy v vy 2oimt G ) PoOLya-
A 6 szemes nyaklanc példajandl REDFELD

Po(f,p, k) =(fS+ - )+ (fPp+--) +3(f*p*+ )+ 10(f*pk +---)
AP+ ) H 10k + o) + 16 77K,

azaz 3 fehér, 2 piros és 1 kék gyongybol 10 kilonbozé nyaklanc
fizheto.



3. fejezet

Elemi szamelmélet és
polinomelmélet

3.1. Oszthatésag az egész szamok korében

3.1.1. Oszthatésagi alapfogalmak

Fogalmak: Azt mondjuk, hogy az a egész szam osztja a b egész szdmot, ha
egész szam  étezik ¢ egész szdm, hogy b = ac, jeldlés: alb. Azt mondjuk, hogy a

osztoja ; ; , . e ,
e 2 cii’ﬂt’ b egész szdm az a egész szam asszocialtja, ha b = ac, ahol ¢ egység,
Z . .. 7 ./ / . . / e
azaz 1 vagy —1; jelolés: a ~ b. Az asszocidltsag ekvivalenciarelacio,
oszthatésagi szempontbol asszociadltak kozott kiilonbséget tenni nem
tudunk.
Legyen a,b,c,d € Z.
OSZTHATOSAGI
TULAJDONSAGOK .
(i) ala; . )
(iv) ha a|b és a|c akkor albu + cv
(ii) ha al|b és bla akkor a ~ b; (u,v € Z);
(iii) ha alb és b|c akkor alc (v) ha alc és b|d akkor ab|cd,;
Bizonyitas.
Q.E.D.

29
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A fentiek tetszoleges integritastartomanyban igazak anal6g bizonyit-
assal. Az els6 harom &llitas azt jelenti, hogy az oszthatdosag rendezési
relacio az asszocialtsagi osztalyok halmazéan; az egészek esetén a termé-
szetes szamok halmazan.
Az a,b € Z\ {0}-hoz egyértelmiien létezik q,r € Z hogy b = aqg+r MARADEKOS
és 0 <r < |al. OSZTAS

Bizonyitas.

Q.E.D.

ALGORITMUS:
MARADEKOS

. , OSZTAS
mo:=function(a,b) !

local r, q; integer a,b;
if a =0 or b=0 then return("hiba"); else
if a>0 and b>0 then g=int(b/a); fi;
if a>0 and b<0 then g=-(int(abs(b)/a))-1; fi;
if a<0 and b>0 then g=-(int(b/abs(a))); fi;
if a<0 and b<0 then g=int(abs(b)/abs(a))+1; fi;
return([q,b-a*xq]);fi; end;

Algoritmusokat szokas pszeudokéddal megadni, atirasuk barmelyik Fogalmak:
kedvenc programnyelvre egyszerti. A maradékos osztés tételében szerep- 082t6, osztando,

’” 7z 7/ /7 /7 7z z h : n
16 a szamot oszténak, a b szamot osztandénak, a ¢ szdmot hanyadosnak, % yz;(%cl){S,
’ , . marade
az r szamot maradéknak nevezzik.
eu:=function(a,b) ALGORITMUS:
EUKLIDESZI

local g=[],r=[], i=2; integer a,b;
if a =0 or b=0 then return("hiba"); else
append(q,mo(a,b) [1]); append(r,mo(a,b)[2]);
if r[1]=0 then return(q,r); else
append(q,mo(r[1],a) [1]); append(r,mo(r[1i],a)[2]);
while r[i]>0 do
append(q,mo(r[i],r[i-1]) [1]);
append (r,mo(r[i],r[i-1])[2]); i=i+1;
od; return([q,r]); fi; fi;end;

L Az algoritmusok ellendrzése a [9] programcsomaggal tortént
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Az eukludeszi algoritmus maradékos osztasok sorozata, az j osztas
a régi osztot osztja a régi maradékkal.

b=aq +7r1, 0<r <|al
a=rigs+1ry, 0<ry<nr
re =roqz + 13, 0<1r3<ry
Tn—3 =Tn—2Qn-1 1+ "n—1, 0< Tp—1 < Tp—2
Tn—2 =Tn—-1qn + Ty, 0= rn < Tp-1.
Fogalmak: Ha a,b € Z \ {0}, akkor legnagyobb kézos osztéjuknak nevezziik

legnagyobb azt a d = (a,b) € N szdmot, amelyre teljesiil, hogy d|a és d|b, és ha
kbabs 0s2t0 . ¢ 7, ve ¢|a és c|b, akkor c|d.

L.N.K.O. Ha a,b € Z\ {0}, akkor egyértelmiien létezik (a, b) legnagyobb k6zos
LETEZESE ogsztéjuk, a rajtuk végrehajtott euklideszi algoritmus utolsé nemnulla
maradéka.

KIBOVITETT Ha a,b € Z \ {0}, akkor 1étezik u,v € Z, hogy (a,b) = au + bv.
EUKLIDESZI
ALGORITMUS eux:=function(a,b)

local q, m[2,3],u,v;integer a,b;
if a=0 or b=0 then return("hiba"); else
m=[[1,0,a],[0,1,b]];
while m[1,3]<>0 and m[2,3]<>0 do
if abs(m[1,3])>=abs(m[2,3]) then
g=mo(m[2,3],m[1,3]) [1];
for i=1 to 3 do m[1,i]=m[1,i]l-gq*m[2,1i];0d;
else g=mo(m[1,3],m[2,3]) [1];
for i=1 to 3 do m[2,i]=m[2,i]-g*m[1,i];0d;fi;od;
if m[1,3]=0 then return([m([2,1],m[2,2],m[2,3]]);
else return([m[1,1],m[1,2],m[1,3]]); fi;fi;end;

Azaz, az euklideszi algoritmust elvégzése soran behelyettesitéseket
alkalmazva minden lépésben kifejezziik a maradékot r; = au; + by;
alakban, az utolsé lépésben a legnagyobb kozos osztéval egyenld r, -
et fejezziik ki a keresett (a,b) = au + bv alakban.
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L.N.K.O.
Legyen a, b, c € N*. (iv) (a,b) = a pontosan akkor, ha TULAJDONSAGAI
Y b a ’ b;
i) (N* (,)) félhélo;
(1) (N5 () ' (v) ha a|bc és (a,b) = 1 akkor
(ii) (ac,bc) = (a,b)c; alc
(iii) (a,b) = (a + be,b);
Bizonyitas.
Q.E.D.

A fenti tulajdonsagok érvényben maradnak egész szamokra is, ha
a tulajdonsdgokban az egyenlGséget a ~ relaciéra cseréljiik ki. Azt Fogalmak:
mondjuk, hogy az a, b € Z\{0} relativ primek, ha (a,b) = 1. Nyilvdnvalg, relativ primek,
hogy az ﬁ és a ﬁ szamok relativ primek. Azt mondjuk, hogy Lkkt.
a,b € 7\ {0} szamok legkisebb kozos tébbszorése az [a,b] = m € N
szam, ha az a|m és blm, és ha a a|c és b|c, akkor m|c.

L.K.K.T.
TULAJDONSAGAI

(i) Ha a,b € Z \ {0}, akkor m = (f};‘) szam az [a, b] legkisebb kozos

tobbszoros;

(ii) (NF,[,]) félhalo;

iii) Tetszbleges a,b,c € NT-ra [ac, bc] = [a, D]c.

(iii) ges a, b, ,
Bizonyitas.

Q.E.D.



L.K.K.T,
L.N.K.O. HALO

Fogalmak:
primszam,
torzsszam,
primelem,
irreducibilis
elem

PRIMSZAM ES
A TORZSSZAM

Bizonyitas.

Q.E.D.

SZAMELMELET
ALAPTETELE

Bizonyitas.
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A (ii) és (iii) tulajdonsdgok érvényben maradnak Z \ {0}-n, ha a
tulajdonsagokban az egyenloséget ~-re cseréljiik. Belathato, hogy az
l.n.k.o. és az L.k.k.t. kolcsonosen abszorbtivak és disztributivak.

Az (N\{0},[, ], (, )) struktira disztributiv hal6, az indukalt rendezés
az oszthatosag.

3.1.2. Egyértelmii primfaktorizacié

Legyen a,b,p € N, p,q > 1, p-rol azt mondjuk, hogy primszam,
ha p|ab-bél p|a vagy p|b kovetkezik; grél azt mondjuk, hogy térzsszéam,
ha ¢ = ab-bol a = 1 vagy b = 1 kovetkezik. Ellentettjeikkel egytitt
primelemekrdl illetve irreducibilis elemekrdl beszéliink.

p € N primszam pontosan akkor, ha torzsszam.

Az egészeken nyilvan a primelem és az irreducibilis elem fogalma is
egybeesik.

Tetszoleges a € N, a > 1 szam sorrendtdl eltekintve egyértelmiien
bonthaté fel primszamok a = py1ps - -+ p, (r € N1) alaki szorzatéra.
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Ertelmeszertien az egész szamok primtényezos felbontasaban a ténye-

zOk lehetnek negativ primelemek is, és a felbontas egyértelmiiségében
az egységtényezoktol is el kell tekinteni. Legyen a és b nemnulla nem
egység egész szam, |a| = piiph? - pkr és |b| = plip - plr felbontés,
ahol p1, pa, ...

kitevoje zérus. Ekkor:

(a,b) =yttt ppinthatelpmindkedo}
[CL, b] _ prlnax{k1,l1}p;nax{k2,l2} . _pglax{k:r,lr}.

A primszamok halmaza végtelen.

era:=function(n)
local a,p; integer n; boolean a; al[1]=0; pl[1]=[2];
for i=2 to n do alil] =1;0d;
for i=2 to int(sqrt(n)) do

for j=2 to int(n/i) do alix*j]=0; od; od;
for i=3 to n do if a[i] =1 then append(p,i); fi; od;
return(p) ;end;

3.2. Diofantoszi egyenlet, kongruencia

Egy egyenletet diofantoszi egyenletnek neveziink, ha egész megold-
asait keressiik. Sokféle ilyen egyenletet vizsgaltak, itt az els6foku kétis-
meretlenes diofantoszi egyenlettel foglalkozunk,. dltalanos alakja ax +
by = ¢, ahol a,b € Z\ {0}, ¢ € Z. Ha ¢ = 0 akkor homogén egyenletrol
beszéliink.

, pr K1lonb0z6 primszamok, a nem kozos primosztok egyik

Q.E.D.

PriMSzAMOK
SZAMA

Bizonyitas.

Q.E.D.

ERATOSZTHENESZI
SZITA

Fogalmak:
diofantoszi
egyenlet,
elséfoku
kétismeretlenes
d.e.
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A D. E. Legyen a,b € Z \ {0}, ¢ € Z. Az ax + by = ¢ diofantoszi egyenlet
MEGOLDASA megoldhaté pontosan akkor, ha az (a,b)|c, ekkor ha axy + byy = c,
tetsz6leges (z,y) megoldas

r=x —i—L =y — ot
— <0 (a’ b) Y=1Yo (a,, b)

alakt valamely t € Z egészre, és minden ilyen (z,y) szdmpar megoldés.
Bizonyitas. Hiszen, ha axo+byy = c akkor (a,b)|b.o. ésigy a j.o.-t is azaz (a, b)|c.
Megforditva, ha (a, b)|c, akkor a kiterjesztett euklideszi algoritmus kovet-
keztében au+bv = (a,b) valamely u,v € Z—re, ezt beszorozva a
szammal kapjuk, hogy aﬁ + b(;—‘b) =c.
Ha azg + byy = ¢ és ax + by = ¢, akkor a(x — xg) + b(y — yo) = 0.
Nyilvanvalo, hogy az altalanos megoldast megkapjuk, ha az inhomogén
egyenlet (g, yo) partikularis megoldasahoz hozzdadjuk a homogén egyenlet

Q.E.D. &ltalanos megoldasat, ami persze ((uib)f —Ofl—b)?‘,) (teZ).

c
(a,b)eZ

ALGORITMUS

lide:=function(a,b,c)
local d,u,v,x0,y0,ee,rr,r; integer a,b,c;
if a=0 or b=0 then return("hiba") else
ee= eux(a,b); u=eel[l]; v=ee[2]; d=eel3];
rr:mo(d,c); r=rr[2];
If r<>0 then return("nincs negoldas") else
x0=uxc/d; yO=v*c/d;
print ("x=",x0,"+",b/d,"t, ","y=",y0,"-",a/d,"t");
return(x0,y0);fi;fi;end;

Fogalmak: Legyen m € N, m > 1, a,b € Z. Azt mondjuk, hogy a kongruens a
kongruencia  p-vel modulo m, ha m|b — a. Jelolés: a = b( mod m). Az m szdmot a
modulo m, 1.5 oryencia modulusdnak nevezziik.

KONGPI{IIIJ%(%\IHCI}I: Legyen m,m’ € N, m > 1, m' > 1, a,b,c,d € 7Z. Ekkor az alabbi

TULAJDONSAGAL §]lit4sok teljesiilnek:
Bizonyitds. Hiszen, a reflexivitas és a szimmetria vildgos. Legyen a = b(
mod m) és b = ¢( mod m), azaz a m|b — a és m|c — b, de ekkor

m|(c—0b)+ (b—a) = c—a, kaptuk, a = ¢( mod m), ami a tranzitivitast
mutatja. (i) kész.

(ii)) Legyen a = ¢( mod m) és b = d( mod m), azaz m|c — a és
m|d — b, de ekkor, mivel m|(c —a) + (d — b) = (c+d) — (a + b) és
ml|c(d —b) 4+ (¢ — a)b = ed — ab. Kaptuk, hogy a +b = c+ d( mod m)
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(i) a modulo m kongruencia (iii) ha az m/fc és ac
ekvivalenciarelaci6 Z-n; mod m), akkor a
mod

—~

= b

Y

)

(iv) ha a = b( mod m) és a
b( mod m'), akkor a =

mod [m,m’]).

(ii) ha @ = ¢( mod m) és b
d( mod m), akkor a + b
¢+ d( modm) és ab = ¢

mod m);

=Nl
gl

A modulo m kongruencia ekvivalenciaosztalyait maradékosztaly-
oknak nevezziik, egy osztalyban azok az elemek vannak, amelyek ugyan-
azt a maradékot adjak m-mel osztva. Igy a modulo m maradékosztalyok
szdma éppen m: 0,1,...,m — 1.

Legyen m € N, m > 1, Z,, a modulo m maradékosztalyok halmaza,
@+ b=a-+biés ab= ab. Ekkor (Z,,, +, ) kommutativ egységelemes
gylr(, amely test pontosan akkor, ha m primszam. U(Z,,) = {a €
Zml(a,m) =1}, az U(Z,,) egységcoport rendje p(m).

A Z,, gyurtt modulo m maradékosztalygytirtinek nevezzik.

Az ax = b( mod m), m fa egyismeretlenes els6foku kongruencia
egyenlet megoldasat vezessik vissza az axr + my = b kétismeretlenes
diofantoszi egyenlet megoldasara.

Legyen a,b,m € Z, m fa m > 1. Az ax = b( mod m) kongruencia
egyenlet megoldhaté pontosan akkor, ha az (a,m)[b. A modulo m
inkongruens 6sszes megolddsa x = x¢ + ~2~t( mod m), ahol axg = b(

(a,m)

mod m) partikuldris megoldés és t =0,1,...,(a,m) — 1.

like:=function(a,b,m)

local rr,r,d,u,ee; integer a,b,m;

rr=mo(m,a); r=rr[2];

if r=0 or m<2 then return("hiba") else
ee=eux(a,m); u=eel[l1]; d=eel[3];
rr=mo(d,b); r=rr[2];
if r<>0 then return("nincs megoldas") else

x0=uxb/d;

print("x=",x0,"+" ,m/d,"t(mod m) t=0,1,...,",d-1);

Q.E.D.

Fogalmak:
maradék-
osztaly,
maradék

osztaly gyiri
MARADEK

OSZTALY
GYURU

Fogalmak:
kongruencia
egyenlet

KONGRUENCIA
EGYENLET
MEGOLDASA

ALGORITMUS:
KONGRUENCIA
EGYENLET
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Fogalmak:
redukalt
maradékosztaly

return([x0,d]);fi;fi;end;

Ha az a szam relativ prim az m modulushoz, akkor az @ maradékosz-
EuLer- télyt redukélt maradékosztalynak nevezzik, szamuk o(m).
FERMAT Legyen a,m € Z, m > 1 es (a,m) = 1. Ekkor a®*™ = 1( mod m).

Bizonyitas.

Q.E.D.

3.3. Szamrendszerek, tizedes tortek
SzAM
RENDSZEREK Legyen a,u € Nt u > 1. Ekkor egyértelmiien létezik s,a; € N,
0<a;<u—1(=0,1,...,5), as # 0 gy, hogy a = 35_, a;u’.
Bizonyitas.
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Q.E.D.
A tételben szerepld u szamot a szamrendszer alapjanak, az a; szamot Fogalmak:
az a szam u' helyiértékli szdmjegyének nevezzik, és az a,as_1 .. .a1ag, Szimrendszer

= a jelolést alkalmazzuk. Nevezetes szamrendszerek a 2-alapd bindris, 212Pia:
, —Ts , —s helyiérték
a 16-alapui hexadecimalis, a 10-alapti decimalis.
Legyen a,u,k € Nt u > 1, a = asas_1 ... a1a0,, , wlu — 1.
OSZTHATOSAGI
) 4 SZABALYOK
(i) legyen  v|u; v*la ha (iii) legyen wv|lu + 1; w|a ha
k . oy s 1,y .
VP |ag_1 ... a10a0,; v| Y0 o(—1)ay;
(ii) legyen w|lu — 1; wla ha (iv) legyen vju? — u + 1; v|a ha
v Y5 ai; v]asas—_1 ... ay, — (u—1)ao.

Legyen a € Q, 0 < a < 1 redukalt alakja a = B. Végezziik el a Fogalmak:

! tiszta szakaszos
t.t., vegyes
szakaszos
szakaszos t.t.,
10rg =qa; + 1 véges t.t.,
ismétlodo
szakasz,
.............. el()’szakasz

maradékos osztasok aldbbi sorozatat (nyilvan ag = 0, o = p).

P =qap +To

10 =qay + 7o

A hanyadosokra 0 < a; < 9 teljesiil. Ekkor, 1épésenként visszahelyettes-
itve,

p -1 1 -1 ) 72
- =a110 — =qa110 10 =...=
p aq + 10q aq + a9 + 102q
-1 -2 —k Tk
a0 +asl0“ + - 4+ a107" + ——— = - -
10%q

Mivel az r; maradékok 0 és q kozé esnek, létezik egy legkisebb ¢ index
ést € N, hogy r; = ri14, és a tobbi maradék mar ismétlodik, azaz j > ¢
indexekre r; = r;4;. Ha i = 0 akkor azt mondjuk, hogy az a racionalis
szam tiszta szakaszos tizedes tort alakba irhato, és az a = 0, dyas . . . dy
jelolést alkalmazzuk. A fenti osszefiiggésekbol vilagos, hogy

a110 Y+ as1002 + - a0, &1
a = Z — =
10t 10%

1=0
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a1107 + ap1072 + - - 4+ a;,  10°

10t 10t — 1
a 107 + 01002 4+ - 4 ay
10t —1
a mértani sor Osszegképlete alapjan.
TISZTA Tiszta szakaszos tizedes tortet gy irunk at kozonséges tort alakba,

SZA§A§ZO§BGL hogy a szamlalé a szakasz szamjegyeibdl képzett szam, a nevezo pedig
KOZONSEGES  annyi 9-esbél képzett szam, ahany szamjegybdl all a szakasz.
Ha ¢ > 1 akkor azt mondjuk, hogy az a raciondlis szam vegyes
szakaszos tizedes tort alakba irhato, ésaza = 0,a1as ... a;_1d;a;11 ... a;41
jelolést alkalmazzuk, ahol a1as . .. a;_1 az eloszakasz illetve d;a;,1 ... a;1 11
a szakasz. A fenti Osszefliggésekbdl vilagos, hogy

107+ al0 P 4 ay

a 10i-1 +
a; 107 4+ ;411072 + - 4 @i i 1 _
10t+i-1 = 10%
&1107;_2 —+ agl()i_3 + -t a1 n
101
ai10t_1 —+ CLZ'_HlOt_Q + -+ Aitt—1 10t o
10t+i—1 10t —1

a110i+t_2 + 4 Ajtrt—1 — (a110i_2 —+ e 4 CLi_l)
(10f — 1)101 '

VEGYES Vegyes szakaszos tizedes tortet ugy irunk at kozonséges tort alakba,
SZAI.fA?ZOS/BéL hogy a szamlalo az el6szakasz és a szakasz szamjegyeibol képzett szambol
KOZONSEGES  Yivonva az elészakasz szamjegyeibél képzett szam, a nevezd pedig annyi
9-esbdl illetve utana annyi 0-bol képzett szam, ahany szamjegybdl all
a szakasz illetve az el6szakasz.
Specialisan ha a szakasz a 0 szamjegy, akkor azt mondjuk, hogy a
raciondlis szam véges tizedes tort alakba irhato, ésaza = 0,a1as ... a;_1
jelolést alkalmazzuk. Az el6allitas nem egyértelmii, véges tizedes tortek-
nek van végtelen tizedes tort alakjuk is, példaul 1,5 = 1, 49.
Nemnegativ racionalis szam egész része a nala nem nagyobb legna-
gyobb természetes szam, tortrésze a szam és egészrészének kiilonbsége.
Az egész részt tizes szamrendszerbe, a tortrészt tizedes tort alakba irva
kapjuk a szam
AsQg_1...009,0_1A_9 ...
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tizedes tort alakjat. Az eldjelet eléirva hatarozhatjuk meg ellentettjének
tizedes tort alakjat.

Legyen a € Q, 0 < a < 1 redukalt kozonséges tort alakja f; Ekkor
a kovetkezo allitasok teljestilnek:

(i) a tiszta szakaszos tizedes tort alakba irhaté pontosan akkor ha a
(¢,10) = 1;

(ii) a vegyes szakaszos tizedes tort alakba irhaté pontosan akkor ha

a (¢,10) # 1;

(iii) a véges tizedes tort alakba frhaté pontosan akkor ha ¢ = 2"5°
valamely 7, s € N-re.

Azt mondjuk, hogy az a valés szam tizedes tort alakja c,aqas . . .,
ahol c egy decimalis alakban felirt egész szam és a1, as, . . . tizedesjegyek,

ha az uy = c,u; = c,ay,us = c¢,aias,... raciondlis szamsorozatot
tartalmazza az « osztaly (mdasszéval az u, sorozat valés hatarértéke
Q).

Minden valés szam egyértelmiien felirhaté végtelen tizedes tort alak-
ban, ezek koziil a racionalisak pontosan a szakaszos tizedes tortek.

3.4. A polinomgytrii

Legyen A kommutativ egységelemes gytirii, x ¢ A hatarozatlannak
nevezett szimbdélum. Az f(r) = a,2" + ap_12" ' + - - a1z + ag alakd
formalis Osszeget, ahol az a; egyiitthatok az A gytri elemei, a, # 0,
n természetes szam, az A gytrl feletti egyhatarozatlani polinomnak,
n-et, ha nem minden egytitthato 0, a polinom fokszamanak nevezziik és
fe-rel jeloljik. Ha az a, egyiitthato 1, akkor fépolinomrol beszéliink.
Két polinomot akkor tekintjiik egyenlonek, ha megfelelo egytutthatoik
rendre megegyeznek. Ha c az A gytiri eleme, akkor az f(x) kifejezésben
az x hatarozatlan helyére behelyettesitve a c elemet, az f(c) kifejezésben
a kijelolt miiveleteket A gytiriibelinek tekintve, az f(c) értéket az f(x)
polinom ¢ helyen vett helyettesitési értékének nevezziik.

Legyen A kommutativ egységelemes gytiri. Legyen Alzx] = {a :
N — A, n+— a,, csak véges sok n-re a,, # 0}. Legyen a,b € Alz],

((1/ + b)'n, =ap + bn,: ((LZ)>71, — Z (1,,,,‘,[),1/,,;.
i=0

SZAKASZOS
TIZEDES TORT
ALAK

Fogalmak:
valos szam t.t.
alakja

VALOS SZAM
T.T. ALAKJA

Fogalmak:
hatarozatlan,
egyhatarozatlani
polinom,
polinom
fokszama,
fépolinom,
polinom
helyettesitési
értéke

PoLINOMGYURU
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Ekkor az (A[z], +, ) struktira kommutativ egységelemes gytirii, tovabba
ha A integritastartomany, akkor A[z| is integritastartomany és U(A[x]) =

U(A).

Bizonyitas.

Q.E.D.

Fogalmak: A sorozatok fenti szorzatat szokas konvoltciészorzasnak nevezni.
konvoltcioszorzas, Az A[x] struktirat az A gy(ir(i feletti egyhatdrozatlani polinomgytirt-
egyhatarozatlant oo ) ovezziik. Azonositsuk az a € A elemet azzal a sorozatttal, amely-

polinomgytir,

nek nulladik tagja a, a tobbi 0; jelolje 2™ azt a sorozatot, amelynek
n. tagja 1 a tobbi 0. Igy az f(z) = ana™ + ap12" ' 4+ - @12 + ag
formalis 6sszegben levé | miiveletek" az A[z] gytiriibeli miiveletekként
értelmezhetéek, és minden A[z] halmazbeli sorozat felirhat6 ilyen alak-
ban. A tovabbiakban a polinomokat ilyen el6allitasban fogjuk tekinteni.
Fogalmak: Ezutan csak test feletti polinomokat fogunk tekinteni. Legyen K
polinom  test. Azt mondjuk, hogy az a(z) € K|z] polinom osztja a b(z) € K|z]
oszthatdsaga, o olinomot, ha létezik c(z) € K[z] polinom, hogy b(z) = a(z)c(x),
polinom , ..., . ;s . ;. ,
asszocidltia jelolés: a(z)|b(z). A polinomok oszthatdsidganak tulajdonsdgai analégok
az egész szamokéval. Azt mondjuk, hogy a b(zr) € K[z] polinom
az a(x) € K[z] polinom asszociéltja, ha b(z) = a(x)c(z), ahol ¢(x) €
U(K), jelolés: a(x) ~ b(x). Az asszocidltsag nyilvan ekvivalenciareldcié.
PoLINOM Legyen K test, 0 # g(x), f(z) € K[z]. Ekkor egyértelmiien létezik

OSZTASA q(z),r(x) € Klz|, hogy g(x) = f(x)q(x) + r(z), és r(x) = 0 vagy
POLINOMMAL .o - o

)

Bizonyitas.
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fokszdma kisebb, mint n — 1. Es {. t., ezt az eljarast alkalmazva
kapjuk a ¢(7) = ¢p_mx™ ™ + 12"+ - - + 11 + ¢o hdnyadost
és r(r) = gp_ms1(x) maradékot, mivel r(z) = 0 vagy r° < f°, és
visszahelyettesitések utan lathato, hogy f(z) = g(z)q(z) + r(x). Az

egzisztencia kész. Az unicitdshoz indirekte érvelve legyen

g(z) = f(x)q(x) +r(zx), g(z)= f(x)t(x) +w(x)

két maradékos osztas, q(x) # t(x). A két egyenldséget kivonva egymas-
bol 0 = f(x)(q(x) — t(x)) + (r(z) — w(z)) azaz f(x)(t(x) — q(x)) =
r(x)—w(x), ahol a bal oldal fokszama legalabb n, a jobboldal fokszama
kisebb, mint n, ami ellentmondas.

Az egészekhez hasonlé elnevezéseket hasznalunk: osztandoé, oszto,
hanyados, maradék.

mop:=function(a,m,b,n)
local q,af,bf,c;q=0;
if n<m then return(0,b) else
af=coeff(x"m,a);
if af=0 then return("hiba") else
for i=0 to n-m do
bf=coeff (x~(n-i),b);
c=(bf/af)*x"(n-m-1); g=q+c;
b=b-c*a; od;
return([q,b-a*ql) ;fi;fi; end;

A maradékos osztason alapul6 euklideszi algoritmus is anal6g médon

végezhet6 el az a(x),b(x) € K[z] polinomokon:

eup:=function(a,m,b,n)
local g=[],r=[1, i=2,f1,f2,mm;
if coeff(x"m,a)=0 then return("hiba"); else
append(q,mop(a,m,b,n) [1]);
append(r,mo(a,m,b,n) [2]);
if r[1]=0 then return(q,r); else
f2=m; for j=min(m,n) to O step -1 do
if coeff(x7j,r[1]) <>0 then f1=j;j=-1;fi;od;
append(q,mop(r[1],f1,a,f2) [1]);
append (r,mop(r[1],f1,a,£2) [2]);

Q.E.D.

Fogalmak:
osztando, osztd,
hényados,
maradék,
euklideszi
algoritmus
ALGORITMUS:
POLINOM
OSZTASA
POLINOMMAL

ALGORITMUS:
EUKLIDESZI
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while r[i]<>0 do
f2=f1, for j=min(m,n) to O step -1 do
if coeff(x7j,r[i]) <>0 then fl1=j;j=-1;fi;od;
append(q,mo(r[i],f1,r[i-1],f2)) [1];
append (r,mo(r[i],f1,r[i-1],£f2) [2]); i=i+1;
od; return([q,r]); fi; fi;end;

Fogalmak: Ha 0 # a(x),b(z) € K|z|, akkor d(z) = (a(x),b(z)) legnagyobb
Inko., lkkt., koz6s osztéjuk olyan fopolinom, amelyre teljesill, hogy d(z)|a(z) és
prj;i%‘ﬁé?gﬁ?é d(z)|b(x), ha c(z) € K[x]-raszintén c(z)|a(x) és c(x)|b(x), akkor c(x)|d(x).
polinom Ha K test, 0 # a(x),b(z) € K|z], akkor létezik (a(x), b(x) legnagyobb
kozos osztd, nevezetesen a rajtuk végrehajtott euklideszi algoritmus
L.N.K.0. utolsé nemnulla maradékaval asszocidlt f6polinom.
LETEZESE Ha a(z),b(z) € Klz| \ {0}, akkor létezik u(z),v(x) € Klz|, hogy
KiBOVITETT (a(x),b(x)) = a(x)u(x) + b(x)v(x).
EUKLIDESZI
ALGORITMUS  euxp:=function(a,m,b,n)
local q, ma[2,3],f1=m,f2=n;
if a=0 or b=0 then return("hiba"); else
ma=[[1,0,a],[0,1,b]];
while ma[1,3]<>0 and ma[2,3]<>0 do
if f1>=f2 then g=mop(mal2,3],f2,mal1,3],f1)[1];
for i=1 to 3 do ma[l,il=ma[l,i]-g*ma[2,i];od;
else g=mop(mal1,3],f1,mal2,3],f2)[1];
for i=1 to 3 do mal[2,i]=ma[2,i]-g*ma[l,i];od;fi;
for j=min(m,n) to O step -1 do
if coeff(x7j,ma[1,3])<>0 then fi1=j;j=-1;fi;od;
for j=min(m,n) to O step -1 do
if coeff(x”j,ma[2,3])<>0 then f2=j;j=-1;fi;od;od;
if mal[1,3]=0 then return([mal2,1],mal2,2],mal[2,3]1]);
else return([mafl1,1],mal1,2],mal1,3]]); fi; fi; end;
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Azaz, az euklideszi algoritmust elvégzése soran behelyettesitéseket
alkalmazva minden lépésben kifejezziik a maradékot r;(x) = a(x)u;(x)+
b(x)v;(z) alakban, az utolsé 1épésben a legnagyobb kézos osztdval egyenld
rn_1(x)-et fejezziik ki a keresett (a(x),b(x) = a(x)u(z) + b(x)v(x)
alakban.

Az lnk.o. képzésének tulajdonsigai fopolinomokra anal6gok a
természetes szamoknal kapottakkal. Azt mondjuk, hogy a 0 # a(x), b(z)
€ K|z| polinomok legkisebb k6z6s t6bbszorose az m(z) = [a(x), bx()] €
K|[x] fépolinom, ha a(x)|m(z) és a b(x)|m(x), és ha c(x) € K[x]ra
a(x)|c(z) és a b(x)|c(x), akkor m(x)|c(z).

Ha K test, 0 # a(z),b(x) € Kz, akkor az ((if((:f)).l;)((i))) polinommal  LxXx.T.
asszocialt m(z) fépolinom az a(z),b(x) € K[r] nemnulla polinomok LETEZESE
legkisebb ko6zos tobbszorose.

A Lkk.t. képzésének tulajdonsagai fépolinomokra megegyeznek a
természetes szamoknal kapottakkal.

Nemnulla és nem egység p(x) € K[z] polinomrél azt mondjuk, hogy Fogalmak:
primpolinom, ha p(z)[b(x)c(z) (b(x),c(x) € Klz]) esetén p(z)|b(x) primpolinom,
vagy p(z)|c(z). Nemnulla és nem egység q(z) € K[z] polinomrol azt rreducibilis
mondjuk, hogy irreducibilis polinom, ha ¢(z) = a(x)b(x) (a(z),b(x) € polinom
K[x]) esetén a(x) egység vagy b(x) egység, azaz nemnulla konstans poli-
nom. Testfeletti polinom prim akkor és csak akkor, ha irreducibilis.

Tetszoleges nemnulla nem egység testfolotti polinom sorrendtol és  Porinom

egységtényezotol eltekintve egyértelmiien bonthaté fel primpolinomok ELMELET
szorzatara. ALAPTETELE




4. fejezet

Testelmélet

4.1. Komplex szamok

Fogalmak: Konnyen lathaté, hogy paratlan fokszamu valés egytitthatos polinom-
%‘épzet‘?s nak mindig van valés gyoke, azonban példdul az xz? + 1 polinomnak
rzggsigé’p;’:i: nincs valés gyoke. Jelolje az i szimbolum egy gyokét, és nevezziik el

rész, llonjugélt, képzetes egységnek, mivel nem valds, hanem ,elképzelt" szamrol van
norma, $z0, hiszen négyzete —1. Tekintsiik az a = a; + agi alakd formalis
abszolutérték Osszegeket, ahol az a; = Re(a) € R szadmot valés résznek, az ay =

Im(a) € R szamot képzetes résznek nevezzitk. Az Osszeadds és a

szorzas miiveletét végezziik el ahogyan megszoktuk kéttagok esetén,

a kapott struktira minden, szamoktél elvart miiveleti tulajdonsaggal

rendelkezik. A 0 # a = a; + agi elem reciprokdnak megkereséséhez

alkalmazzzuk a nevezo gyoktelenitésének eljarasat, legyen @ = a; — ast

az a konjugltja, tovabba ||a|| = aa = (a;+agi)(a;—agi) = a3+a3 € RT
az a norméja, |a| = \/||a|| € R* az a abszolitértéke. Igy kapjuk, hogy
1 _la _ 1

s = as = Tal® A bizonyitashoz ezeket az ,elképzelt" szamokat valds
rész — képzetes rész rendezett szamparoknak tekintjiik.

KOMPLEX Legyen C =R x R, a = (a1,a3), b = (by,by) € C, és a miiveleteket
SZAMOK 5 kovetkezéképpen hatarozzuk meg:
STRUKTURAJA

a+b=(a; + bi,as + by), ab= (a;by — asby, ai1by + asby).

Ekkor (C,+, ) test.

Bizonyitas.
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A C strukturat a komplex szamok testének, elemeit komplex szdmok-
nak nevezziik. Azonosithatjuk az (a,0) alaki komplex szamokat az a
valos szamokkal, igy R C C, és a komplex szamok kozotti osszeadas
és szorzas a valés szamok kozotti miiveletek kiterjesztése. Legyen
i = (0,1). Ekkor a = (a1,a2) = (a1,0) + (a2,0)(0,1) = a1 + agi
az a; = (a1,0), az = (az,0) azonositast felhaszndlva, amely alakot a
komplex szam algebrai alakjanak nevezziik.

Ha a = a1 + ast, b = by + byt € C, akkor:

(iii) @ = a;

(iv) aa = a? + a3 € R, ésa = a
(ii)) ab = ab; pontosan akkor, ha a € R.

Legyen a,b € C.

(i) |a|] > 0 és @ = 0 pontosan
akkor, ha a = 0;

(iii) |a —0b] > |la|] — |b]];
(ii) (haromszog-egyenlitlenség)

|+ 0| < |a| + [b]; (iv) [ab] = |al|b].

Q.E.D.

Fogalmak:
komplex
szamok teste,
algebrai alak

KONJUGALAS
TULAJDONSAGAI

ABSzoLUT
ERTEK
TULAJDONSAGAI

Bizonyitas.
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Q.E.D
Fogalmak: Azonositsuk a Descartes-féle koordinatasik pontjait a valds rendezett
Gauss-fele  gzamparokkal, azaz a komplex szdmokkal, ilyenkor a sikot Gauss-féle
szamsik, o 4mstknak nevezzikk. Ekkor 0 # a € C szdmot meghatérozhatjuk
argumentum, , , , . . ,
trigonometrikus &% odamutaté helyvektor |a| hosszaval és o = arga irdnyszogével, és

alak, komplex kapjuk a trigonometrikus alakot: a = a; + asi = |a|(cosa + isina)
gyokvonds ahol a arga a komplex szam argumentuma. Az attérés a 0 # a = a1 +
agt € C algebrai alakrél a trigonometrikus alakra a kovetkezoképpen

)i, mivel az o Cs az

az

lehetséges. Nyilvan a = |a|(|%1| + 7

%" valds szamok

négyzetosszege 1, valamely o szogre cosa = % és sina = ‘%ﬁ Ha

ap = 0 6s ag > 0 akkor @ = F; ha a; = 0 és ay < 0 akkor a = F;
o arctg22 ha a; > 0; ) ,

egyébként o — ar’ " (Ez a visszakeresés (—7, 37”]

T+ arctge®,  haa; <0
intervallumbeli szoget ad meg.) A 0 # a € C komplex n. gytkének
(n > 2) nevezziikk az 2™ — a polinom komplex gyokeit, és {/a-val
jeloljiik. Nevezetes tény, hogy ilyen komplex gyok n darab kiilonb6zo
van. A trigonometrikus alakban egyszeriien végezhetd el a szorzas,
osztas, hatvanyozas és

MUVELETEK Legyen 0 # a,b € C, n € N*. Ekkor:
TRIGONOMETRIKUS
ALAKBAN (iii) (Moivre képlete) |a™| = |a|"
Za e ATV o eeer e
(i) lab] = la||b| és argab = és arga” = narga;
arga + argb :
gatarg (iv) |Wa| = Y]a| € R, arg {/a =
(ii) \%|:%eb argy = arga — %(k’:o,l,l...,n—
arg b; 1).
Fogalmak: Az tgynevezett n-edik komplex egységgyokok (n > 2) az 1 komplex
komplex p_edik gyokei, azaz a
egységgyok,
primitiv 2k - 2km
egységayokok €1 = COS - + 7sin - (k=0,1,....,n—1)

komplex szamok, amelyek a Gauss-féle szamsikon az egységkornek szabélyos
n-szoget alkoto pontjai. Ezek koziil specidlisak azok, amelyek hatvanyaiként
eloall az 0sszes tobbi n-edik egységgyok: ezek a primitiv n-edik egységgyokok.
KOMPLEX Legyen E, = {&ep = COS% + 1 sinmf% € Clk =0,1,...,n — 1}.
EGYSEGGYOKOK Ay ¢, egységgyok primitiv pontosan akkor, ha (k,n) = 1. Az (E,,")
n-edrendii ciklikus csoport. Tovabba, ZZ;& e = 0.
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Ha (K,+,:) és (N+,-) test, K C N, K-beli elemek 6sszege és
szorzata mindkét testben ugyanazok, akkor azt mondjuk, hogy K az N
részteste, ill. N a K bovitése, és az N|K testbévitéstol beszélink. Ha
a € N, akkor a transzcendens elem K f6lott, ha a nem gyoke egyetlen
K[z]-beli nemnulla polinomnak sem. Ha létezik 0 # f(x) € K|z], hogy
f(a) =0, akkor a-rél azt mondjuk, hogy algebrai elem a K test f616tt.
Ha az N test Osszes eleme algebrai K folott, akkor N-t a K algebrai
bovitésének nevezziikk. Ha K egyetlen algebrai bévitése dnmaga, azt
modjuk, hogy algebrailag zart test.

(i) Tetszbleges, legalabb els6foki C[xz]-beli komplex polinom sorrend-
t0l és egységtényezotol eltekintve egyértelmiien bonthaté fel elso-
fokt komplex polinomok szorzatéra.

(ii) C algebrailag zart.

4.2. Galois testek

Ha (R,+,-) és (S, 4+, ) gytird, f: R — S, hogy barmely a,b € R-re
fla+0b) = f(a) + f(b), f(ab) = f(a)f(b), akkor azt mondjuk, hogy
f gylirik homomorfizmusa, ha még injektiy, sziirjektiv illl. bijektiv
is, akkor monomorfizmusnak, epimorfizmusnak, ill. izomorfizmusnak
hivjuk, és a legutébbi esetben azt mondjuk, hogy R és S izomorf
gytriik. Keressiik a véges K testeket, amelyeket szokas Galois-testeknek
is nevezni. Ilyenek a Z, maradékosztalygytlirtk, p primszdm. Az olyan
testet, amelynek részteste csak onmaga, primtestnek hivjuk.

Az 6sszes primtest az alabbiak egyikével izomorf: Q és Z,, ahol p
primszam.

K-ban az 1 egész szamu tobbszorosei alkotnak egy integritastarto-
manyt, ennek 7" hdnyadosteste egy primtest, azaz T' = Z,, valamely p
primszamra. K primteste folott véges n dimenzids vektortér, mint ilyen
izomorf Z7-nel, aminek rendje p". A Z,[z] polinomgytirtiben analég
elmélet épithetd ki a modulo m(z) kongruenciara mint az egészeknél, és
konnyen lathat6, hogy ha ¢(x) € Z,[z] n-edfoku irreducibilis polinom,
akkor a Z,[z|/(q(z)) faktorgytiri test, rendje p™.

Ha K véges test, akkor a K test karakterisztikdja p primszam és
|K| = p™ valamely n € Nt-ra. Megforditva, ha p primszdam és n €
N, akkor izomorfiatol eltekintve egyértelmiien 1étezik p™-elemii GF (p™)
test. U(GF(p™)) p™ — l-edrendi ciklikus csoport.

Fogalmak:
résztest,
testbovités,
transzcendens
elem, algebrai
elem, algebrai
boévités,
algebrailag zart
test

KLASSZIKUS
ALGEBRA
ALAPTETELE

Fogalmak:
homomorfizmus,
monomorfizmus,
epimorfizmus,
izomorfizmus,
izomorf gytirtk,
Galois-test,
primtest

PRIMTESTEK

VEGES
TESTEK
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Legyen K = GF(5%). Keresniink kell egy harmadfoki irreducibilis
polinomot Zs {6lott, ¢(x) = 23 +x+1 € Zs[z] ilyen. Ha g(a) = 0, akkor
K = 75+ aZs + a*Z5 3-dimenziés vektortér. Legyen u = a® + 3a + 4,
v=a?’+2a+1¢€ K. Ekkor u(z)v(z) = z* + 22 + z — 1, ami modulo
q(x) -1-gyel kongruens, azaz - = —v. Hogyan lehet reciprokot szdmolni
K-ban? Az u(x)f(z) = 1( mod ¢(z)) kongruencia egyenletet kell
megoldani. Hogyan lehet generaléelemet keresni a ciklikus csoportban?
Olyan g(z) € Zs|z| legfoljebb masodfoki polinomot kell keresni, hogy
g(2)%% = —1( mod ¢(z)) (a probalgatasok g(z) =z, x +1, x + 2, x +
3, x + 4 voltak). A kész rutinjainkkal ez egyszer.

char =5;

gQ=x"3+x+1; u=x"2+3*x+4; v=x"2+2*x+1;
mop(q,3,uxv,4); [r+5,10%x 2+5%-1]
euxp(u,2,q,3); [z 2+2%+1,-x,-1]
mop(q,3, (x+4)762,62); [32758+...,-1]



5. fejezet

Graftelmélet

5.1. Alapfogalmak

Legyen () # V és E halmazok, g : E — {P C V| |P| = 1 vagy 2}. Fogalmak: grif,
Ekkora G = (V, E, g) harmast grafnak, V' elemeit a graf csicspontjainak, sraf .
g-t az incidencia leképezésnek, f € E elemeket a graf éleinek, g(f) fﬁgf;éfgga’
elemeit az él csucspontjainak, ha g(f) egyelemii, hurokélnek hivjuk. leképezés, grif
Azt a grafot, amelyben Img minden eleme kételemt és g injektiv, g, ¢l
egyszer grafnak, amelyben V véges halmaz, véges grafnak nevezziik. csicspontjai,
Véges grafot szemléltethetjiik diagrammjaval, amely a cstcspontoknak —hurokel,
a tér pontjait, éleinek a csticspontokat dsszekdtd gorbeszakaszokat felel- i%g:iegéfgmf’
tet meg. A G = (V, E, g, w) négyest stlyozott grafnak nevezzik, ha sitlyozott 7gréf,
(V.E,g) graf és g : E — R. A w(e) szamot az e él stlyanak hivjuk. ¢l sdlya, irdny’
A G = (V, E, g) harmast irdnyitott grafként emlitjik, ha () # V és E itott graf, él

halmazok, g : E — V xV. Ha g(f) = (v1,v2), akkor azt mondjuk, hogy kezié (vég-)
pontja,
fokszam,
szomszédos

0.3 csucspontok

5.1. dbra. Sulyozott graf és iranyitott graf hurokélekkel
vy az f él kezd6pontja , vo az f él végpontja. A G = (E,V, g) véges

o0



EULER
TETELE

Bizonyitas.
Q.E.D.

FokszAMm
REALIZACIO

Bizonyitas.

Q.E.D.

GALLAI-ERDOS

Bizonyitas.

5.1. ALAPFOGALMAK o1

grafban a v pont d(v) fokszdma azon f élek szdma, hogy v € g(f), a
hurokéleket kétszer szamolva. Azt mondjuk, hogy v, w € V szomszédos
csicspontok, ha v = w vagy létezik f € E, hogy g(f) = {v,w}.

Véges grafban a csticspontok fokszdmainak 6sszege 2|E|.

Ha adva van fokszamoknak [ : ¢ — N listaja, pontosan akkor létezik
G = (V,E,g) graf, hogy V = {v1,va,... 0.}, d(v;) = 1(i) (1 <i < ¢),
ha 37, (i) paros.

Legyen [ : ¢ — N csokkeno lista. [-hez pontosan akkor létezik G =
(V, E,g) véges egyszer graf, hogy V = {vy,va,..., 0.}, d(v;) = (i)
minden 1 < ¢ < cre, ha > ,c.[(7) paros és >, (i) < k(k —1) +
> ket ’m;f'n{k‘./ [(i)} minden 1 < k < c-re.

Hiszen, a sziikségesség nyilvanvalo az el6zo tételbol és abbdl, hogy a
jobb oldal az elso k cstcspont egymas kozotti élekbdl adédd maximalis
fokszamosszeg plusz a tobbi csticspont maximalis hozzajaruldsa az elso
k csicspont fokszamosszegéhez. Az elégségességhez legyen a Gy =
(Vb, Eo, go) egyszerli graf egy alsé realizacidja az [ fokszamlistanak ha
Vo = {v1,v2, ..., ue}, d(vy) < 1(i) (i € ¢).

A kiindulé Gy alsé realizacidoban ne legyen egyetlen él sem. Egy also
realizacioban a kritikus r index legyen a legnagyobb index, hogy d(v;) =
[(i) ha 1 < ¢ < r. Feltehetjiik, hogy [ nem konstans 0. Kezdetben
tehat r = 1, a kovekez6 also realizacié G = (Vi, F1, g1) olyan, hogy az
[(r) — d(v,) eltérés csokken, mig a v;, i < r csicspontok fokszdmai nem
valtoznak. A folyamat csak akkor all le, ha [ realizaciéjat kapjuk.
Legyen S = {v,41,Vp49,...,0.}. Fenntartjuk a feltételt, hogy S-en
beliil nincsenek élek.

(1) Van olyan v,-rel nem szomszédos v;, hogy d(v;) < (i) (Go-ban).
Legyen E1 = Eo U {g1 ' ({vr,v:})}.
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(2a)

5.2. dbra. A G alsé kozelités konstrukcidjanak esetei: (1) vy,
dv)) < U(i); (2) vt (i < r), l(r) —d(v,) > 2 vagy = 1; (3)
d(vr) # minfr, I(k)}

(2) Valamely i < r-re v, és v; nemszomszédosak. Mivel d(v;) =

5.3. abra. A G also6 kozelités konstrukcibéjanak (4) esete: minden ¢ < r-
re v; — v, de valamely 7 < j < r-re v;7v;

(i) > U(r) > d(v,), létezik u v;-vel szomszédos cstcspont, amely
nemszomszédosv,-rel. Ha [(r) — d(v,) > 2, akkor legyen F; = (Ey U
{or " ({w,ve}), g0 (i v D)\ go " ({w, vih)}- Hal(r)—d(v,) = 1, akkor
miivel Y7, 1(2) — Y25, d(v;) paros, valamely k& > r indexre d(vy) <
I(k) . Az (1) eset alkalmazhat6 kivéve ha v, és v, szomszédosak,
ebben az esetben legyen B, = (Ey U {g;({w, v, }), 91 ({vs, v, )} \
{g()_l({vr’vk})vg()_l({uavi})}'

(3) v1,...,v,—1 szomszédosak v,-rel és d(vg) # min{r,l[(k)} valamely
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k > r-re. Mivel Gq alsé realizédcié, d(vy) < I(k). Mivel S-en belili élek
nincsenek, d(v;) < r. Igy d(vy) < min{r,1(k)}, és (1) alkalmazhaté,
kivéve ha vy, és v, szomszédosak. Mivel d(vg) < r, létezik i < r
hogy v és v; nemszomszédosak . Mivel d(v;) > d(v,), 1étezik v;-
vel szomszédos de v,-rel nemszomszédos u csucspont, legyen F; =
(Bo U {gr" ({u, v ), g7 (s D) \ {95 (s vib)}e (4) 0nsee vy
szomszédosak v,-rel és létezik nemszomszédos v; és v; valamely ¢ <
J < r-re. Mivel d(v;) > d(v;) > d(v,), létezik v;-vel szomszédos u € S
cstcspont, amely nemszomszédos v,-rel, és létezik v;-vel szomszédos

k
k

w € S csucspont, amely nemszomszédos v,-rel, u = w lehetséges.
Legyen

By = (Ey U{gr ({visv5}), 91 (w0 1) \ {90 ({w vi}), 90 ({w, v;}) -
(5) Ha (1)-(4) egyike sem alkalmazhaté, akkor vy,...,, v, paronként

szomszédosak és d(vg) = min{r,(k)} hacsak k > r. Mivel S -en beliil

nincsenek élek, Y37, d(v;) = r(r — 1) + X¢_,., min{r, [(k)}. A tétel

feltétele szerint >°7_, [(7) a jobb oldalndl nem nagyobb, ezért ekkor mér
Q.E.D. eltiint az [(r) — d(v,) eltérés. Noveljik eggyel r-t hacsak nem r = c.

Fogalmak: séta, Egy s:2n+1 — V UE listdt n € NT hosszt s(1) kezdéponti és
séta  s(2n + 1) végponti sétdnak nevezzik, ha
kezd6pontja,

séta végpontja,
vonal, ut, zart
séta,
Osszekotott

s = [v1,€2,U3, ..., Van_1, €2n, Vont1] €5 g(ea) = {vai_1,v2i41} (1 < i < n).

Ha az s:2n+1 — V U E séta élei kozott nincs ismétlodés, vonalnak,
ha a séta csicspontjai kozott nincs ismétlddés, ttnak hivjuk. Ha s(1) =
s(2n 4 1), akkor a sétdt zart sétd nak nevezzilk. Zart ut esetén v;-re
és vp-re nem feltétel a kiilonbo6zoség. Azt mondjuk, hogy v,w € V
osszekotottek, ha v = w vagy létezik v kezdGpontu és w végpontu 1t,
OsszertGaeOsEa jelolés: (v, w) € Pg.

RELACIO Ha G = (V, E, g) graf, akkor Py ekvivalencia.

Bizonyitas.
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A Pg relacié ekvivalenciaosztalyait graf 6sszefiiggéségi komponens-
einek nevezziik, és ha egyetlen ilyen van, azaz P =V x V| akkor G-t
osszefiiggd grafnak hivjuk. A Go = (W, Eo, go) grafrél azt mondjuk,

hogy a G = (V, E, g) graf részgréfja, ha Vo CV, Ey C F és f € Eyra
90(f) = g(f)-
Legyen C' a G = (V,E,g) graf egy Osszefiigg6ségi komponense,

Eo = {e € Elgle)nC # 0}, e € Ecgre gole) = Ekkor

Go = (C,Eq. g0) a G graf részgrafija.
C » Ly gc g gratj

g(e).

5.4. dbra. A K, teljes graf és a K4 kozmiligraf

Specidlis grafok a (V, 0, () az tires graf, K = (V, E, g) teljes graf, ha
Img = {P C V| |P|=2}. Ha |V| = ¢, akkor a teljes graf kel6lése K.
K.q = (V,E,g) kézmiigraf ha V = V; U V4 diszjunkt unié, |V1| = ¢,
Vo] = d és Tmg = {{v1,v2}lv; € Vi,09 € Vo}. C. = (V,E,g) n € Nt
hosszt korgraf, ha V' = {vy,va,... 0.}, E = {e1,ea,...,e.}, gle;) =
{vi,vi} 1 <i<c—1)és gle.) ={v1, v}

Tetszoleges véges egyszerii G gratban, amelynek legalabb két cstics-
pontja van, létezik két azonos fokszamu csicspont.

Q.E.D.
Fogalmak:
Osszefiiggbségi
komponens,
Osszefliggd graf,
részgraf

KOMPONENS
RESZGRAF

Bizonyitas.

Fogalmak: fires
graf, teljes graf,
kézmiigraf,
korgraf

KEZFOGAS

Bizonyitas.

Q.E.D.
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5.2. Fak és erdok

Fogalmak: Tovabbi pecialis grafokat tekintiink. A G grafot erdének hivjuk, ha
erdd, fagraf véges, egyszerli és nem tartalmaz kort, az Osszefliggd erdét fagrafnak
hivjuk. Azonnal latjuk, hogy erdd osszefiiggéségi komponense fagraf.
FAGRAFOK Legyen G = (V, E, g) fagrédf, |[V|=c> 1, |E| =e.
ELEI, CSUCSAI
(i) G-ben van legalabb két els6foku cstcs;

(i) e=c—1.
Bizonyitas.
Q.E.D.
Fogalmak: A G = (V,E,g) 6sszefuggd grafrol azt mondjuk, hogy miniméalisan

minimélisan  gsszefiiggd graf, ha minden e € E-re igaz, hogy elhagydsa utdn mar

Osszefiizgd sréf, oottt graf nem osszefiiggd. A G = (V. E, g) kérmentes grafrol azt
maximalisan

kérmentes gréf mondjuk, hogy maximalisan kérmentes graf, barmely v,w € V-re a
{v,w} éllel kib6vitve E-t kort kapnank.
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a4V

5.5. dbra. Hernyograf és him méhecske (csak anyjuk van) leszdrmazési
grafja, binaris fa, az n. szinten f,,; felmend van, ahol f, a Fibonacci-
sorozat

Legyen G = (V, E, g) véges egyszerti graf |V| = ¢, |E| = e. Ekkor a Fix

kovetkezd dllitasok ekvivalensek. JELLEMZESE
(i) G fa;
(ii) G minimélisan 6sszefiiggo; (iv) G Osszefiiggd és e = ¢ — 1;
(iii) G maximaélis kérmentes; (v) G kormentes és e = ¢ — 1;

Hiszen, az eddigiekbdl vilagos, hogy fagrafra teljestil (ii)-(v). Nyilvan Bizonyités.
¢ > 1 felteheté. Ha (ii) igaz, akkor csak azt kell belatni. hogy G
kormentes. Ha G-ben van s = [v = vy, €3,03, ..., Vop_1, €2, Vopt1 = V]
kor, akkor a minimalitas miatt ej-et elvéve az Osszefliggéség mar nem
teljestilhetne, de a végpont is v ezért marad ugyanabban a komponensben
mint volt, ami az egész V.
Ha (iii) igaz, akkor azt kell belatni, hogy G 0Osszefiiggs. Tegytik fel,
hogy C, Cy két kiillonb6z6 osszefliggdségi komponens, v € C, w € Cj.
A maximalitds miatt E-t kib6vitve az {v,w} éllel kapunk egy s =
[0 = vy, €0, W = V3, ...,V _1, €2, Vapy1 = v| kOrt, ami lehetetlen, mivel
So = [w = vz, ..., Va1, €2, Vapy1 = v] Ut lenne G-ben, ami ellentmond
annak, hogy v és w kiillonb6z6 komponensekbol valok.
Ha (iv) igaz, be kell latni, hogy G koérmentes. Legyen p = [v =
V1, €2, W = U3, ...,V 1, €2, Vapr1 = 0] kOr G-ben, ebben n cstcspont
és n él van. Ha p tartalmazza az Osszes csicspontot, akkor ¢ = n
és e > n = ¢ > ¢ — 1, ami ellentmondas. Ha p nem tartalmazza
az Osszes csucspontot, akkor eloszor bovitsik az élek halmazat a p
csucspontjai kozotti osszes éllel, az élek szama nem lesz kisebb, mint
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a csucsok szama. Egyenként bdvitsiik a cstcspontok halmazat olyan
csucsponttal, ami szomszédos az eddig vizsgalt pontokkal, az sszefiiggo-
ség miatt ilyen létezik. Bovitsiik az élek halmazat az 1j pont és a mar
vizsgalt csucspontok kozotti osszes éllel. Az a tulajdonsag, hogy élek
szama nem lesz kisebb, mint a cstucsok szama, fennmarad. Azonban ez
ellentmond annak, hogy e = ¢ — 1.
Ha (v) igaz, be kell 1atni, hogy G 0Osszefiiggs. Tegytik fel, hogy G nem
Osszefiiggd, ekkor a G erdonek r > 1 komponense van, és e = ¢ — k,
Q.E.D. ami ellentmond annak, hogy e = ¢ — 1.

A G = (V,E,g) véges graf Gy = (Vi Ey, go) részgrafjat a G feszitofa-

janak mondjuk, ha Vo =V és G fa.

FESziTOrA A G = (V,E,g) véges grafnak pontosan akkor létezik feszitéfaja,
LETEZESE ha G Osszefiiggo.
Bizonyités. Hiszen, a sziikségesség trividlis. Legyen G Osszefiiggd. A hurokéleket,

tobbszoros éleket elhagyva egy egyszerti Gy részgrafot kapunk V-n,
tegylk fel, hogy tartalmaz kort. Ennek kell kormentes részgrafjat
konstrualni V-n. Ha az Osszefiiggdséget fenntartva a korok szamat
élek elvételével csokkenteni tudjuk, készen vagyunk. Legyen s = [v =
V1, €2, W = V3,...,Von_1, €, Vonr1 = U] kor Gi-ben. Ennek hagyjuk
el tetszoleges élét, példaul eo-et, az Osszefiiggdség fennmarad, a korok
Q.E.D. szama csokken.

Legyen G = (V, E, g, w) véges egyszeri osszefiiggd stlyozott graf. A
Kruskal-algoritmus meghatarozza G egy minimalis 0sszstlyu feszitofajat,
amely gyakori feladat az alkalmazasokban.

ALGORITMUS:
KRUSKAL

ofk:=function(v,gr,n)
local ko; real array grln,n]; ko=[v];
if not(v<=n) then return("hiba") else
if n=1 then return([1]) else
for s=1 to n-1 do
if length(ko)<s then s=n else
for j=1 to n do
if grlkol[s],jl<>0 and not(j in ko)
then append(j,ko);fi;od;fi;od;
return(ko) ;fi;fi; end;
ofe:=function(gr,n)
local ko=[]; real array grln,n];
if n=1 then return(l) else ko=ofk(l,gr,n);
if length(ko)<n then return(0)
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else return(1l); fi; fi; end;
kr:=function(gr,n)
local fa=[], mn,grl,mnw=0,ti=[],f1l,ko;
real array grln,n]; real array grl[n,n];
if not(ofe(gr,n)) then return("nem osszefuggo");
else if n =1 then return([1],0); else
for i=1 to n do for j=i to n do
grili,jl=0;gr1[j,i]=0; od; od;
for i=1 to n do if gr([1,i]<>0 then mn=[1,i];break;fi;
for s=1 to n-1 do
fl=1; while f1 do for i=1 to n do for j=i+l to n do
if gr(i,jl<>0 and grli,jl<grimn[1],mn[2]]
and not([i,j] in ti) then mn=[i,j];fi; od; od;
ko=ofk(mn[2],grl,n); append(mn,ti);
if not(mn[1] in ko) then append(mn,fa);
mnw=mnw+gr [mn[1] ,mn[2]];
gri[mn([1] ,mn[2]]=1; gri[mn[2],mn[1]]=1;
for i=1 to n do for j=i+l to n do
if (grl[i,jl<>0 and not(i in ofk(j,gri,n))
and not([i,j] in ti)) then
mn=[i,j];i=n+1;j=n+1;fi;od;od;
f1=0; fi; od; od;
return([fa,mnw]); fi; fi; end;

5.3. Euler vonal, Hamilton ut, Euler formula

Leonard Euler a XVIII.szd-ban élt svajci matematikus volt, 6 kezde- Fogalmak:
ményezte a grafelméleti vizsgalatokat. Konigsbergben (a mai Kalinyin- Euler vonal,
grad, Orosz Federdci6) sétalgatott a Pregel folyé kornyékén, ahol két 24t Hamilton
kis szigetet hidak kotottek Ossze egymassal és a belvarossal . Az 6tlott u
eszébe séta kozben, hogy be lehet-e jarni a kornyéket tigy, hogy minden
hidon pontosan egyszer megytink at, és ugyanoda érkeziink vissza. A
G = (V,@, g) gratban Euler vonalnak neveziink egy vonalat, amelyik
FE mindegyik élén athalad.

Véges osszetiiggo gratban pontosan akkor létezik zart Euler-vonal, KONIGSBERGI
ha minden cstcspont fokszama paros. HIDAK
Bizonyitas.
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ORE TETEL

Bizonyitas.
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E4 Jap

5.6. dbra. A konigsbergi hidak £, grafja és a Jyo Johnson-graf

Latjuk, hogy a konigsbergi séta a kivint moédon nem lehetséges,
mig a Jyo grafban van zart Euler vonal. Ha a séta kezdd és végpontja
kiilonbozo kell legyen, akkor a fenti gondolatmenetet kissé atformélva
kapjuk, hogy a feltétel a nem zart Euler vonal 1étezésére az, hogy két
csucspont paratlan fokszamu legyen, a tobbi paros.

Sir Rowan Hamilton ir matematikus a XIX, szd.-ban alkotott, a
kovetkezo jatékot talalta ki, el is készitette fabol és forgalmazta. A
dodekaéder élgrafjat kell bejarni tigy, hogy minden csiicspontot egyszer
érintiink, és ugyanoda érkeziink vissza. A G = (V, E, g) grafban zart
Hamilton tatnak hivunk egy s = [vy, €2, v3, ..., Voc_1, €a¢, Vot 1] utat, ha
V1 = Ve 6s |V] =c.

Legyen G = (V, E, g) véges egyszerti graf, |V| = ¢. Ha barmely két
nemszomszédos v, w € V cstcspontra d(v)+d(w) > ¢ (*), akkor létezik
G-ben zart Hamilton 1ut.
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5.7. dbra. A dodekaéder P, élgrafja

Q.E.D.
Legyen G = (V, E,g) véges egyszerti graf, || = ¢. Ha barmely DIRAC TETEL
v € V csticspontra d(v) > 5, akkor 1étezik G-ben zart Hamilton tt.

O

5.8. abra. Az oktakaéder Py és az ikozakaéder Py, élgrafja

Talalhato-e zart Hamilton Ut a platoni testek élgrafjaban? Mas
feltevésiink is adoédhat a platoni testek élgrafjanak vizsgalatabol, neveze-
tesen a test csucspontjai, lapjai ill. élei ¢, [ ill. e szamai kozotti
Osszefiiggéssel kapcsolatosan. Az ikozaéder esetén ¢ = 12, [ = 20,
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e = 30, sejtésiink az, hogy c+1 = e+ 2, amelyet egybdl ellenorizhetiink
is a tobbi Py, Py, Py és P12 grafokon, latjuk, hogy ezekre is igaz. Azt
mondjuk, hogy a G = (V, E, g) véges egyszerli graf sikgraf, ha V adott
sik pontjainak halmaza, E elemei ezeket 0sszekotd gorbeszakaszok,
tetszbleges e € F-re g(e) = {v,w}, ha v és w az e gorbeszakasz két
végpontja, és e belseje nem tartalmaz mas élek pontjait. Az élek a
sikot véges sok részre bontjak, ezek koziil pontosan egy nemkorlatos,
ezt kiilsé lapnak, a tobbi sikrészt belsé lapnak nevezziik. Jelolje a GG
EuLer sikgraf csicspontjai, lapjai ill. élei szamat ¢, [ ill. e.
FORMULA A G = (V,E,g) sikgraftban ¢ + 1 = e + 2.

Bizonyitas.
Q.E.D.
5.4. Sikbaagyazhatosag, sikgrafok szinezése
Fogalmak: Latjuk, hogy a Kj teljes grafot és a K33 kozmigrafot akdrhogyan

izomorf grafok, - probaljuk lerajzolni sikban {igy, hogy élek ne messék egymést, ez az
sikbadgyazhatd ;s o . . e e e , ,
"Af orhf utolsé élen mindig elbukik. Amikor minimalis a metszéspontok szdma,
nginézgése azaz 1, mint az abran, az Euler formula teljesiiléséhez még egy cstcspont-
kromatikus Ot kellene hozzavenni, mivel ezzel az élek szama is no 2, K5-nél ¢ = 5,
szdm | = 8, e = 10, K33-ndl c = 6, | = 6, e = 9. Azt mondjuk, hogy G =
(V,E,g) és G' = (V' E', ¢') izomorf grafok, ha létezik izomorfizmusnak
hivott ¢ : V' — V' bijekci6, hogy E' = {¢ ' ({p(v)})|{v} € E} U
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{97 {e), o(w)H|{v,w} € E}, jelolés G = G'.Azt mondjuk, hogy
G = (V,E,g) sikbadgyazhat6 graf, ha izomorf egy sikgraffal. Mint
fentebb lattuk, K5 és K33 nem agyazhatok sikba.
A G = (V, E, g) véges egyszerii graf sikbadgyazhat6 pontosan akkor, KURATOWSKI
ha nem tartalmaz Kjs-tel vagy K 3-mal izomorf részgrafot. TETEL

K
3

K

5.9. abra. A Kj; teljes graf és a K33 kozmtigraf

Legyen G = (V, E, g) véges graf, S véges halmaz, amelynek elemeit
szineknek nevezzik. Az k : V — S leképezést a GG graf szinezése, ha
k(v) # k(w) minden szomszédos v,w € V esetén. Azt a legkisebb
X(G) € N szamot, amelyre létezik G-nek k£ : V. — S, |S| = x(G)
szinezése, a G grat kromatikus szamanak nevezziik, és azt mondjuk,
hogy G x(G)-szinezhetd. Nevezetes a térképszinezési probléma. A
térkép orszagai legyenek a graf csdcspontjai, az egymassal hataros
orszagoknak megfelel cstcspontokat kosse Osssze él. A kapott graf
sikbadagyazhato.

G = (V, E, g) sikbadgyazhat6 grafra x(G) < 4.

A bizonyitds igen bonyolult, jelentds része szamitogéppel tortént, NEGYSZINTETEL
véges, de nagyon sok esetet attekintve.

G = (V, E, g) sikbadgyazhat6 grafban a minimalis fokszam legfeljebb  Foksziwm
5. MINIMUM

Bizonyitas.

Q.E.D.
G = (V, E, g) sikbadgyazhat6 grafra y(G) < 5. OTszINTETEL

Bizonyitas.
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GROTZSCH
TETEL

ALGORITMUS:
HEURISZTIKUS
SZINEZES
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Ez indukcié szerint 5-szinezhezd6. Visszahelyezve v-t kiszinezhetjiik

szomszédjai szineit6l kiilonboz6 6todik szinnel. Most legyen d(v) = 5,
v mind az 0t szomszédja nem alkothat G Kj-tel izomort részgrafjat
Kuratowski tétele miatt, ezért van nemszomszédos w, z € V csticspont.
Huizzuk 6ssze w-t és z-t egyetlen ponttd, a kapott G’ graf sikgraf marad,
indukcié szerint kiszinezheté 5 szinnel. Ezt a szinezést korrigaljuk
ugy, hogy v harom masik szomszédja lefoglal 3 szint GG’ szinezésénél, a
negyedik szint kaphatja w és z, mig az 6todik szin lehet v szine.

G = (V, E, g) sikbadgyazhaté grafra, amely nem tartalmaz harom-
szoget, x(G) <3

Bemenet: A graf nxn-es szimmetrikus matrix elddllitésa;
Hatarozzuk meg a fokszamokat.
Valasszunk ki egy legkisebb fokszamua vO pontot;
szine legyen 1;
Amig nincs kiszinezve az O6sszes csinaljuk;
Amig vO szomszédai koézil nincs mindegyik
kiszinezve csinaljuk;
vO nem szines szomszédai kozul
a legkisebb fokszami vi;
vl szine legyen az a legkisebb O<k<=n, amilyen
szinli szomszédja nincsen vl-nek;
v0 legyen egy legkisebb fokszami szintelen pont;
Kimenet: A csicspontok szinei.

5.10. abra. Megyetérkép heurisztikus szinezése Ot szinnel, a vy
valasztasok Budapest, Szabolcs, Békés, Nograd, Baranya, Zala, Gyoér,
Fejér voltak.
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Osszekotott, 53
atrendezés, 26

ut, b3

abszorbtiv, 6
additiv struktira, 6
algebrai elem, 48
algebrai struktura,
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algebrai testbdvités, 48
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and miivelet, 20
antiszimmetrikus relacié, 2
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Boole-gytirt, 21
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graf élei, 50
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gyurt, 6
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halo, disztributiv, 16
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halmaz, 1
halmaz eleme, 1
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képzetes rész, 45
korgraf, 54
karakterisztika, 21

67

karakterisztikus fiiggvény , 23
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kommutativ (Abel) csoport, 6
kommutativ félcsoport, 6
kommutativ gytri, 6
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metszet, 1

minimalisan osszefiiggo graf, 55
minimum, 16
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monoid, 6
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multiplikativ struktira, 6
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nullsorozat, 14
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oszt6, 30
osztando, 30
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permutacio, ismétlés nélkiili, 22
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polinom helyettesitési értéke,
40
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primelem, 33
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primszam, 33

primtest, 48

primitiv n-edik egységgyokok,
47

puffer mivelet, 20

részgraf, 54

részhalmaz, 1

résztest, 48

racionalis szamtest, 13
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redukalt alak, 10, 13

redukalt maradékosztaly, 37
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relacié értékkészlete, 2
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relacio képhalmaza, 2

relativ primek, 32

rend, 10

rendezés R-é, 15

rendezési relacio, 2

rendezés, N-en, 12

rendezett elempar, elem n-es, 2

sikbadgyazhaté graf, 61
séta, H3

sulyozott graf, 50

séta kezdopontja, 53
séta végpontja, H3
sorozat, 14

sorozat hatarértéke, 14
szurjektiv, 3
szamrendszer alapja, 38
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szinezés v. mintazat, 26
szamossag, 4

szabad csoport, 10

szabad félcsoport, 10
szimmetrikus csoport, 7
szimmetrikus kiilonbség, 1
szimmetrikus relacio, 2
szomszédos csucspontok, 50
szorzas, N-en, 11

torzsszam, 33

teljes graf, 54

természetes szamok halmaza,
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test, 6

testbovités, 48

tizedes tort, tiszta szakaszos ,
38

tizedes tort, véges, 38

tizedes tort, vegyes szakaszos,
38

transzcendens elem, 48

transzpozicio, 7, 8

tranzitiv relacio, 2

trigonometrikus alak, 47

unio, 1
univerzum, 1

véges graf, 50

véges halmaz, 4

végtelen halmaz, 4

valos rész, 45

valos szam tizedes tort alakja,
40

valos szamok teste, 15

variaci6, ismétlés nélkiil, 22

variacio, ismétléses, 23

vonal, 53

xor miivelet, 20
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zart intervallum, 15 zérusoszto, 5
zéruselem, 5 zart Hamilton 1t, 58

zéruselem, haloé, 17 zart séta, H3
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Cki értéke, 25 polinomokra, 42

Ck értéke, 23 Algoritmus: Heurisztikus

P, értéke, 22 szinezés, 63

Phuka,kr grtéke, 23 Algoritmus: Kruskal, 57

VE értéke, 22 Algoritmus: maradékos osztés,
Vi értéke, 23 30

R rendezése, 16 Algoritmus: polinom osztasa
N rendezése, 12 polinommal, 42

Q rendezése, QQ rendezése, 13 Asszociativitas kovetkezményei,
7 rendezése, Z rendezése, 12 7

¢ kiszamitasa, 26 Az egészek struktiraja, 12
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megoldasai, 25
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Otszintétel, 62
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tulajdonsagai, 23

Boole algebra és gytirt, 21

Burnside-lemma, 27

De Morgan, 18
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kovetkezményei, 10
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A természeszetes szamok
strukturdja, 11

A valés szamok strukturaja, 14

Abszolut érték tulajdonsagai, Egysoros alak, 8
46 Ekvivalencia relacio és
Algoritmus, kongruencia osztalyozas, 3
egyenlet, 36 Elsofokt kétismeretlenes d. e.
Algoritmus: els6foku megoldasa, 35
kétismeretlenes d. e. Eratoszthenészi szita, 34
megoldésa, 35 Euler fokszam-tétele, 51
Algoritmus: euklideszi, 30 Euler formula, 61
Algoritmus: euklideszi, Euler-Fermat, 37

71



72

Fiiggvény invertalhatosaga, 4
fliggvényteljesség, 21

Fak jellemzése, 56

Fagrafok élei, cstucsai, 55
Feszitofa létezése, 57
Fokszam minimum, 62

Gallai-Erdos, 51
Grotzsch tétel, 63
Gréfok fokszam realizacidja, 51

Héanyadostest, 13
Halmaztestekrol |, 18

Konigsbergi hidak, 58

Kézfogas, 54

Kibdvitett euklideszi
algoritmus, 31

Klasszikus algebra alaptétele,
48

Komplex egységgyokok, 47

Komplex szamok strukturéja,
45

Komponens részgraf, 54

Kompozicié szorzas
zarojelezése, 4

Kongruencia egyenlet
megoldésa, 36

Kongruencia tulajdonsagai, 35

Konjugalas tulajdonsagai, 46

Kuratowski tétel, 62

L.k.k.t, L.n.k.o. hal6, 33
L.k.k.t. tulajdonsagai, 32
l.n.k.o. létezése, 31
L.n.k.o. tulajdonsagai, 32

Maradékos osztas, 30
Maradékosztalygytiri, 36

Négyszintétel, 62

Ore tétel, 59
Oszthatosagi szabalyok, 38
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Permutacio konjugaltja, 9
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Polinomgytirti, 40
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euklideszi algoritmus,
43

Polinomokra 1.k.k.t. 1étezése,
44

Polinomokra l.n.k.o. létezése,
43

Primszam és a torzsszam, 33

Primszamok szama, 34

Primtestek, 48

Racionalis szamok szakaszos
tizedes tort alakja, 40

Redukalt alak, 13

Rendezés és halo, 17

Stone-tétel, 19

Szamelmélet alaptétele, 33
Szamrendszerek, 37

Szinezési Burnside lemma, 28
Szita formula, 25

Tiszta szakaszosbol kozonséges,
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Trigonometrikus alak,
miiveletek, 47

Véges testek, 48
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40
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